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文艺 复兴 以 降 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 各 
个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 家 辈 
出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 ， 计 算 机 学 科 中 的 
许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不 仅 璧 划 了 研究 的 
范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 因 年 月 的 流逝 而 
减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 益 迫 
切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ;而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 上 显得 举 
足 轻 重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 在 其 计算 机 科学 发 展 的 几 十 
年 间 积淀 和 发 展 的 经 典 教 材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引进 一 批 国外 优秀 计算 机 教材 将 对 
我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 的 世界 一 流 大 学 
的 必由之路 。 

机 械 工业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”。 自 1998 年 开始 ， 我 们 就 将 工作 
重点 放 在 了 遵 选 、 移 译 国 外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson，McGraw- Hill， 
Elsevier，MIT，John Wiley &. Sons，Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 合作 关系 ， 从 他 
们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Andrew S. Tanenbaum，Biarne Stroustrup，Brain W. Kernighan， 
Dennis Ritchie, Jim Gray, Afred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman, Abraham Silber- 
schatz, William Stallings, Donald E. Knuth, John L. Hennessy, Larry L. Peterson 等 大 师 名 家 的 
一 批 经 典 作 品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封 
面 ， 也 正体 现 了 这 套 丛 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 易 力 囊 助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提供 了 中 肯 
的 选 题 指 导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 中 国 
的 传播 ， 有 的 还 专程 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 两 百 个 品种 ， 
这 些 书 籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 . 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 “经 
典 原 版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 图 书 
有 了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 
育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 入 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反馈 
的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工作 提出 建 
议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 : www. hzbook. com 
电子 邮件 : hzjsi@ hzbook. com 
联系 电话 : (010) 88379604 
联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 Os 

填补 科技 图 书 出 版 中 心 
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组 合 数学 是 计算 机 出 现 以 后 迅速 发 展 起 来 的 一 门 数学 分 支 。 计 算 机 科学 即 算法 的 科学 ， 而 
计算 机 所 处 理 的 对 象 是 离散 的 数据 ， 所 以 离散 对 象 的 处 理 就 成 了 计算 机 科学 的 核心 ， 而 研究 离 
散 对 象 的 科学 恰恰 就 是 组 合 数学 。 

本 书 译 自 Richard A. Brualdi 的 《lntroductory Combinatorics，Fifth Edition》 一 书 ， 着 重 于 组 
合 学 思想 的 前 述 ， 包 括 对 铝 党 原理 、 计 数 技术 、 排 列 与 组 合 、Pelya 计数 法 、 二 项 式 系数 、 容 斥 
原理 、 生 成 商 数 与 递 推 关系 以 及 一 些 组 合 结构 (如 匹配 、 设 计 和 图 等 ) 的 讨论 。 第 5 版 经 过 较 大 
的 修订 ,添加 了 有 限 概率 、 相 异 代 表 系 、 匹 配 数 等 内 容 ， 同 时 删除 若干 不 影响 对 组 合 数 学 理解 的 
内 容 ， 或 将 其 移 作 练习 题 ， 以 保持 本 书 内 容 不 致 过 于 庞大 而 使 读者 却步 。 为 方便 读者 阅读 、 理 
解 ， 作 者 在 这 一 版 中 做 出 了 很 多 努力 。 比 如 ， 使 用 “ 子 集 ”来 描述 “组 合 ” 的 概念 ， 这 两 个 术语 
虽然 本 质 上 是 等 价 的 ,但 对 于 初学 者 来 说 ， 显 然 “ 子 集 ” 要 比 “ 组 合 ” 容 易 理 解 得 多 。 更 重要 的 
是 ， 通 过 布局 上 的 调整 ， 使 前 后 文 更 加 通顺 ,衔接 更 加 自然 。 

在 本 书 前 言 中 ， 作 者 比较 详细 地 介绍 了 各 章 的 内 容 和 它们 之 间 的 关系 ， 谈 到 了 使 用 本 书 促 
缩 性 的 授课 方案 以 及 作者 讲授 时 的 经 验 和 偏好 ， 这 对 于 我 们 深入 了 解 本 书 的 内 容 和 结构 以 便 将 
它 作为 教材 恰当 地 使 用 是 很 有 帮助 的 。 本 书 原 著 通 俗 度 畅 ， 深 入 浅 出 ， 生 动 灵活 的 写作 风格 反映 
了 作者 对 该 领域 的 热情 和 作为 课程 讲授 的 乐趣 。 

本 书 第 5 版 的 翻译 工作 参考 了 第 4 版 译 稿 ， 感 谢 第 4 版 译 者 的 辛勤 工作 。 在 翻译 过 程 中 ， 译 
者 对 原 书 中 出 现 的 明显 排 印 错误 进行 了 修改 ， 并 对 基本 流 算法 的 陈述 做 了 改写 ， 以 便 更 容易 理 
解 ， 希 望 不 是 轩 蛇 话 足 。 

除 封 面 署名 外 ， 参 与 本 书 翻 译 工作 的 人 员 还 有 马 晶 、 易 超 、 袭 治 、 李 思 狐 、 陈 辉 、 周 亦 洋 、 
韦 添 等 。 

由 于 时 间 和 水 平 的 限制 ， 译 文中 难免 跑 尘 和 错误 ， 期 盼 广大 读者 的 批评 与 指正 。 
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在 这 一 新 版 本 中 ， 我 做 了 一 些 细微 的 改变 ， 具体 概 括 如 下 : 

在 第 1 章 ， 新 增加 了 一 节 (1.6 节 )， 讨 论 相 互 重 登 圆 的 问题 ， 用 来 具体 说 明 后 面 章节 中 所 
讨论 的 某 些 计数 问题 。 之 前 ， 这 一 节 的 相关 内 容 出 现在 第 7 章 。 

第 1 章 中 原来 关于 切割 立方 体 的 一 节 已 经 删除 ， 但 是 相关 内 容 放 在 练习 题 中 。 

之 前 版 本 中 的 第 2 章 ( 侣 贷 原 理 ) 改 成 了 第 3 章 。 之 前 版 本 中 关于 排列 和 组 合 的 第 3 章 改 成 
了 第 2 章 。 帕 斯 卡 公 式 在 之 前 的 版 本 中 第 一 次 出 现在 第 5 章 中 ,现在 出 现在 第 2 章 中 。 另 外 ， 为 
了 清晰 起 见 ， 在 关于 集合 的 论述 中 我 们 不 再 强调 “组 合 ” 这 一 术语 ， 而 启用 了 一 个 本 质 上 等 价 的 
术语 “ 子 集 ”"。 然 而 ， 在 多 重 集合 的 情况 下， 我 们 继续 使 用 “组 合 "， 和 而 不 使 用 在 我 们 看 来 易 产 生 
混淆 的 术语 “多 重子 集 ”。 

此 版 本 的 第 2 章 包 含 一 攻 〈2. 6 节 ) 有 限 概率 简介 。 

此 版 本 的 第 3 章 包含 Ramsey 定理 的 证 明 。 

第 7 章 的 变化 比较 大 ， 其 中 生成 函数 和 指数 生成 函数 移 到 了 本 章 靠 前 部 分 (7.2 节 和 7. 3 
节 )， 成 为 更 核心 的 内 容 。 

分 拆 数 这 一 节 (8.3 节 ) 做 了 扩展 。 

之 前 版 本 中 关于 二 分 图 匹配 的 第 9 章 徐 了 根本 的 改变 。 现 在 的 第 9 章 是 新 插入 的 章节 ， 讨 论 
的 是 相 异 代表 系 (SDR) 的 问题 ， 包 括 婚姻 和 稳定 婚姻 匹配 问题 ， 而 不 再 讨论 二 分 图 。 

第 9 章 这 样 改 动 的 结果 是 ， 介 绍 图 论 的 章节 (第 11 章 ) 不 再 假设 先前 已 介绍 过 二 分 图 的 

知识 。 
再 论 图 论 一 章 (之 前 版 本 中 的 第 13 章 ) 现在 变 成 了 第 12 章 。 在 本 章 中 ， 新 增加 了 关于 图 的 
匹配 数 一 节 (12.5 节 )， 在 这 一 节 中 , 第 9 章 中 SDR 的 基础 结果 被 用 于 二 分 图 。 
有 向 图 和 网 络 这 一 章 (之 前 是 第 12 章 ) 现在 是 第 13 章 。 它 新 增加 了 一 节 ， 回 顾 了 二 分 图 的 
匹配 ， 其 中 有 些 相关 内 容 出 现在 之 前 版 本 的 第 9 章 中 。 

对 于 第 5 版 ， 除 了 以 上 列 出 的 这 些 变化 之 外 ， 还 更 正 了 我 注意 到 的 所 有 印刷 错误 ; 增加 了 少 
量 的 说 明 ; 改动 了 一 些 顺序 ， 使 前 后 文 更 加 通顺 ; 另外 还 增加 了 练习 题 ， 第 5 版 中 共有 700 道 练 
习题 。 

根据 多 年 来 很 多 读者 的 评论 ， 这 本 书 似乎 已 经 通过 了 时 间 的 检验 。 因 此 ,我 总 是 犹 重 不 决 而 
迟 迟 没有 做 出 更 多 的 改变 ， 也 没有 增加 更 多 的 新 话题 。 我 不 希望 一 本 书 “ 太 长 ”( 这 一 前 言 也 不 
会 太 长 ) ， 也 不 愿意 让 这 本 书 迎 合 每 个 人 的 癖好 。 不 过 ,我 的 确 做 了 上 述 细 节 上 的 改变 ， 相 信 这 
些 改变 会 使 这 本 书 更 加 完善 。 

与 之 前 各 版 本 一 样 ， 这 一 版 可 以 用 于 一 到 两 个 学 期 的 本 科 生 课程 。 第 一 个 学 期 可 以 侧重 计 
数 ， 而 第 二 个 学 期 可 以 侧重 图 论 和 设计 。 也 可 以 把 相关 内 容 合 并 在 一 起 作为 一 个 学 期 的 课程 ， 如 
讲解 一 些 计 数 和 图 论 知 识 ， 或 者 一 些 计 数 与 设计 理论 知识 ， 或 者 选择 其 他 的 组 合 搭配 。 下 面 简要 
说 明 各 章 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 。 

第 1 章 是 介绍 ， 我 通常 只 从 中 选 出 一 两 个 话题 ， 最 多 花 两 节 课时 间 。 第 2 章 讨论 的 是 排列 和 
组 合 ， 这 一 章 应 该 全 讲 。 第 3 章 讨论 的 是 够 梨 原 理 ， 这 一 章 至 少 应 该 做 简单 介绍 。 但 是 ， 需 要 注 
意 的 是 ， 后 面 没有 用 到 一 些 较 难 的 铝 梨 原理 应 用 以 及 关于 Ramsey 定理 那 一 节 的 内 容 。 第 4 章 到 
第 8 章 主 要 讨论 计数 技巧 及 计数 序列 的 相关 性 质 。 这 些 内 容 应 该 按照 顺序 依次 讲解 。 第 4 章 讨 论 
的 是 排列 和 组 合 的 生成 方案 ， 包 括 4. 5 节 的 偏 序 和 等 价 关 系 的 介绍 。 我 认为 至 少 应 该 讲解 等 价 关 
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条 ， 因 为 它们 在 数学 中 无 处 不 在 。 除 了 第 5 章 关 于 偏 序 集 这 一 节 (5.7 节 ) 之 外 ， 其 余 各 章 本 质 
上 都 独立 于 第 4 章 ， 所 以 这 一 章 可 以 跳 过 或 者 略 讲 。 你 也 可 以 选择 根本 不 讲解 偏 序 集 。 我 把 关于 
偏 序 集 的 内 容 分 成 两 节 (4.5 节 和 5.7 节 )， 目的 是 给 学 生 少许 时 间 去 消化 某 些 概念 。 第 5 章 讨 
论 的 是 二 项 式 系数 的 性 质 ， 而 第 6 章 所 涉及 的 是 容 斥 原理 。 莫 比 乌 斯 反 演 那 节 (6.6 节 ) 可 以 归 
结 到 容 斥 原理 ， 这 一 天 对 后 面 设 有 用 。 第 7 章 比较 长 ， 讨 论 的 是 生成 函数 和 递 推 关系 求解 。 第 8 
章 主 要 讨论 的 是 Catalan 数 、 第 一 和 第 二 类 Stirling 数 、 分 拆 数 以 及 大 Schr6der 数 和 小 Schreder 
数 。 对 于 这 一 章 的 各 闻 你 可 以 选择 学 习 ， 也 可 以 选择 跳 过 。 第 8 章 之 后 的 各 章 与 它 都 没有 关系 。 
第 9 章 讨论 的 是 相 异 代表 系 ( 所 谓 的 婚姻 问题 )。 第 12 章 和 第 13 章 要 用 到 第 9 章 的 一 些 内 容 以 
及 第 10 章 中 的 拉丁 方 一 节 (10.4 节 )。 第 10 章 讨论 的 是 组 合 设计 的 某 些 内 容 ， 它 与 本 书 其 后 的 
内 容 无 关 。 第 11 合 和 第 12 章 对 图 论 进 行 了 比较 全 面 的 讨论 ， 并 稍 侧重 于 某 些 图 论 算 法 。 第 13 
章 讨论 的 是 有 向 图 和 网 络 流 。 第 14 章 讨 论 置换 群 作用 下 的 计数 问题 ， 这 一 章 大 量 使 用 了 前 面 的 
计数 思想 。 除 了 最 后 一 个 例子 之 外 ， 它 与 关于 图 论 和 设计 的 各 章 无 关 。 

当 我 将 本 书 用 于 一 -学 期 课程 村， 喜欢 以 第 14 章 的 Burnside 定理 及 其 几 个 应 用 收尾 。 这 种 做 
法 使 学 生 们 能 够 解决 很 多 计数 问题 ， 而 这 些 用 前 面 几 章 的 计数 技巧 是 不 能 解决 的 。 通 常 ， 我 不 会 
讲 Pelya 定理 。 

继 第 14 章 之 后 ,我 给 出 了 本 书 一 些 练习 题 的 答案 和 提示 。 少 数 练习 题 旁边 标 上 了 “x* ”号 ， 
表明 它们 有 相当 的 挑战 性 。 每 一 个 证 明 结 束 及 每 一 个 例子 结束 处 都 标 有 “ 口 ” 号 予以 明示 。 
很 难 评说 学 习 这 本 书 所 需要 的 前 提 条 件 。 与 其 他 教科 书 一 样 ， 高 度 激 发 学 生 的 热情 、 提 起 学 
生 的 兴趣 是 很 有 用 的 ， 另 外 还 需要 指导 教师 的 热情 投入 。 也 许 这 些 前 提 条 件 应 该 这 样 描述 为 好 : 
有 完备 的 数学 知识 ， 风 成 功 地 学 习 了 数学 分 析 相 关内 容 以 及 线性 代数 的 初等 课程 。 本 书 对 数学 
分 析 使 用 极 少 ， 而 涉及 线性 代数 的 内 容 也 不 多 ， 因 此 ， 对 不 熟悉 这 些 内 容 的 读者 来 说 ， 阅 读本 书 
应 该 不 会 产生 任何 问题 。 

令 我 感到 最 欣 题 的 就 是 自从 本 书 第 1 版 出 版 之 后 三 十 多 年 来 ， 它 仍然 得 到 数学 界 专业 人 士 的 
认可 。 

我 非常 感谢 兽 对 之 前 各 版 本 以 及 这 一 片 本 做 出 评论 的 人 ， 其 中 包括 发 现 印 刷 错 误 的 人 。 他 


们 是 ，Russ Rowlett，James Sellers，Michael Buchner, Leroy F. Meyers，Tom Zaslavsky, Nils 

























































































































































































































































































Andersen, James Propp, Louis Deaett, Joel Brawley, Walter Morris, John B. Little, Manley 
Perkel, Cristina Ballantine, Zixia Song, Luke Piefer, Stephen Hartke, Evan VanderZee, Travis 
McBride, Ben Brookins, Doug Shaw, Graham Denham, Sharad Chandarana, William McGovern, 
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什么 是 组 合 数 学 





在 生活 中 组 合 数 学 随处 可 见 。 你 是 否 曾经 遇 到 这 样 的 问题 ， 有 x 个 参赛 队 ， 每 个 队 只 能 与 其 
他 队 比 赛 一 人 次， 那么 有 多 少 场 比赛 呢 ? 你 是 否 曾经 想 过 ， 在 用 笔 遍 历 某 个 网 络 时 ， 在 笔 不 离开 纸 
且 网 络 任何 一 部 分 只 能 经 过 一 次 的 条 件 下 ， 有 多 少 遍 历 方 法 呢 ?” 你 是 否 计算 过 纸牌 游戏 中 的 满 
堂 红 的 手数 ， 以 便 确 定 满堂 红 的 概率 是 多 少 呢 ? 你 是 否 尝试 着 解决 一 个 数 独 问题 呢 ? 这 些 都 是 组 
合 问题 。 正 如 这 些 例子 所 揭示 的 那样 ， 组 合 数学 扎根 于 数学 和 游戏 之 中 。 过 去 研究 过 的 许多 问 
题 ， 不 论 是 出 于 娱乐 还 是 出 于 美学 上 的 需求 ， 现 今 在 纯 科 学 和 应 用 科学 领域 都 有 着 高 度 的 重要 
性 。 今天， 组 合 数学 是 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 组合 数 学 高 速成 长 起 来 的 原因 之 一 是 计算 机 在 我 们 
的 社会 中 起 着 重要 的 作用 。 因 为 计算 机 的 速度 不 断 增加 ， 所 以 它们 已 经 能 够 处 理 大 型 问题 ， 这 在 
之 前 是 不 可 能 做 到 的 。 但 是 计算 机 不 能 独立 运行 ， 它 们 必须 按 程序 运行 。 这 些 程序 的 基础 通常 是 
用 来 求解 这 些 问题 的 组 合 数学 算法 。 这 些 程序 的 有 效 性 分 析 主 要 从 程序 的 运行 时 间 和 存储 需求 
等 方面 考虑 ， 这 其 中 涉及 更 多 的 组 合 数学 思想 。 
组 合 数学 持续 发 展 的 另 一 个 原因 就 是 它 能 够 运用 到 很 多 学 科 ， 而 之 前 这 些 学 科 与 数学 几乎 
没有 关联 。 因 此 ， 我 们 会 发 现 组 合 数学 的 思想 和 技术 不 仅 用 于 传统 的 应 用 科学 领域 (比如 说 物理 
学 )， 还 应 用 于 社会 科学 、 生 物 科 学 、 信 息 论 等 领域 。 另 外 ， 组 合 数学 和 组 合 数学 思想 在 很 多 数 
学 分 支 中 也 变 得 越 来 越 重要 。 
组 合 数学 所 关心 的 问题 就 是 把 某 个 集合 中 的 对 象 排列 成 某 种 模式 ， 使 其 满足 一 些 指 定 的 规 
则 。 下 面 是 两 种 反复 出 现 的 通用 问题 : 
。 排列 的 奇 在 性 。 当 我 们 想 排列 一 个 集合 的 对 象 使 其 满足 特定 条 件 时 ， 这 样 的 排列 是 否 存 
在 也 许 不 是 显然 的 。 这 是 最 基本 的 问题 。 如 果 这 样 的 排列 不 总 是 可 行 的 ， 那 么 我 们 很 自 
然 就 要 问 ， 在 什么 样 的 条 件 〈 必 要 条 件 和 充分 条 件 ) 下 可 以 实现 所 希望 的 排列 。 

。 排列 的 列举 或 分 类 。 当 指定 的 排列 可 行 时 ， 就 有 可 能 存在 很 多 种 实现 它 的 方法 。 于 是 我 
们 就 要 计数 或 分 类 不 同类 型 的 排列 。 

如 果 特 定 问题 的 排列 数量 较 小 ， 那 么 我 们 就 可 以 列 出 这 些 排列 。 这 里 ， 重 要 的 是 要 理解 列 出 
所 有 排列 和 确定 它们 的 数量 之 间 的 差异 。 一 旦 这 些 排列 被 列 出 来 ， 那 么 我 们 就 可 以 对 某 个 自然 数 x 
建立 它们 与 整数 集合 {1，2，…，n} 之 间 的 一 一 对 应 ， 从 而 计数 这 些 排列 。 我 们 的 计算 方法 就 
是 : 1 2，3，…。 然 而 ， 我 们 主要 关心 的 是 ， 对 于 特定 类 型 的 排列 ， 在 不 列 出 它们 的 情况 下 确定 
这 些 排 列 数 的 技术 问题 。 当 然 ， 这 个 排列 数目 也 许 非常 大 ， 以 至 于 我 们 无 法 把 它们 全 部 列 出 来 。 

下 面 是 另外 两 种 常常 出 现 的 组 合 问题 。 

。 研究 已 知 的 排列 。 在 你 完成 了 构建 满足 特定 条 件 的 排列 之 后 (也 许 这 是 一 项 困难 的 工 

作 )， 接 下 来 可 以 研究 它 的 性 质 和 结构 。 

。 构造 最 优 排列 。 如 果 存 在 多 个 可 行 的 排列 ， 那 么 我 们 也 许 想 要 确定 满足 某 些 优化 标准 的 

排列 ， 也 就 是 说 ， 在 某 种 指定 的 意义 下 去 寻找 一 个 “最 好 ”或 者 “最 优 ” 的 排列 。 

因此 ， 关 于 组 合 数学 的 一 般 描述 也 许 就 是 ， 组 合 数 学 是 研究 离散 构造 的 存在 、 计 数 、 分 析 和 
优化 等 问题 的 一 门 学 科 。 昌 然 一 些 离散 结构 是 无 限 的 ， 但 是 在 本 书 中 ， 离 散 一 般 指 的 是 有 限 。 
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第 1 章 什么 是 组 合 数学 


组 合 数 学 验证 发 现 的 主要 工具 之 一 是 数学 归纳 法 。 归 纳 法 是 一 个 强大 的 方法 ， 在 组 合 数学 
中 尤为 如 此 。 通 常情 况 下 ， 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 较 强 的 结果 要 比 证 明 一 个 较 弱 的 结果 更 为 容 
易 。 虽 然 归 纳 步 又 需要 证 明 更 多 的 东西 ， 但 归纳 假设 可 以 更 强 。 数 学 归纳 法 的 技巧 是 寻找 假设 和 
结论 的 正确 平衡 以 便 进 行 归纳 。 我 们 假定 读者 熟悉 归纳 法 ， 通 读 了 这 本 书 之 后 ， 读 者 会 对 此 有 更 
加 深刻 的 了 解 。 

组 合 问题 的 解决 方案 通常 可 以 使 用 专门 论证 来 获取 ， 有 时 需要 结合 一 般 理 论 的 使 用 。 我 们 
不 可 能 总 是 退回 到 公式 或 者 已 知 的 结果 上 。 组 合 问题 的 一 个 典型 的 解决 方法 可 能 包含 下 面 几 个 
步骤 :〈1) 建立 数学 模型 ，(2) 研究 模型 ; (3) 计算 若干 小 案例 ， 树 立信 心 ， 洞 察 一 切 ; (4) 运 
用 详细 的 推理 和 巧 思 最 终 找到 问题 的 答案 。 计 数 问 题 、 容 斥 原 理 、 鲍 梨 原 理 、 递 推 关 系 和 生成 函 
数 、Burnside 定理 和 Polya 计数 公式 等 都 是 一 般 原理 各 方法 的 案例 ， 我 们 将 在 后 面 各 章 陆 续 讲 解 
它们 。 然 而 ， 有 时 候 还 需要 你 的 聪明 才智 ， 能 够 看 破 要 使 用 的 专门 方法 或 者 公式 并 知道 如 何 去 运 
用 它们 。 因此， 在 解决 组 合 问题 中 经 验 是 非常 重要 的 。 也 就 是 说 ， 一 般 来 说 用 组 合 数学 解决 问题 
与 用 数学 解决 问题 一 样 ， 你 解决 的 问题 越 多 ， 你 就 越 有 可 能 解决 随后 的 新 问题 。 

下 面 我 们 考虑 几 个 组 合 问题 的 粗浅 例子 。 前 面 几 个 问题 相对 简单 ， 而 后 面 几 个 问题 的 结果 
曾经 是 组 合 数学 的 主要 成 就 。 我 们 将 在 后 续 章 节 中 更 加 详细 地 讨论 其 中 的 几 个 问题 。 


1.1 例子 : 棋盘 的 完美 覆盖 


考虑 一 张 普通 的 棋盘 ， 它 被 分 成 8 行 8 列 共 64 个 方 格 。 假 设 有 一 些 形 状 相同 的 多 米 诺 上 骨牌 ， 
每 张 牌 正 好 可 以 覆盖 棋盘 上 两 个 相 邻 的 方 格 。 是 否 能 够 把 32 张 多 米 诺 骨 牌 摆 放 在 棋盘 上 ， 使 得 
没有 两 张 牌 重 芍 ， 且 在 每 张 牌 覆盖 两 个 方 格 的 条 件 下 覆盖 棋盘 上 的 所 有 方 格 呢 ? 我 们 把 这 样 的 
摆 放 称 为 棋盘 的 多 米 诺 骨 有 牌 完美 改 盖 或 者 盖 瓦 。 这 是 一 个 很 简单 的 摆 放 问题 ， 我 们 可 以 很 快 构 
造 出 很 多 不 同 的 完美 覆盖 。 计 数 出 不 同 完美 覆盖 的 数量 虽说 比较 困难 ， 但 也 不 是 没有 可 能 。1961 
年 Fischers 发 现 了 这 个 数 ， 它 是 12 988 816 一 24 X17? X53?。 我 们 可 以 用 更 一 般 的 棋盘 代替 这 常 
用 的 棋盘 ， 这 个 更 一 般 的 棋盘 拥有 m 行 n 列 ， 被 分 成 mn 个 方 格 。 此 时 ， 它 的 完美 覆盖 不 一 定 存 
在 。 事实 上 ， 对 于 3X3 的 棋盘 来 说 ， 它 就 不 存在 完美 覆盖 。 那 么 对 于 什么 样 的 mx 棋盘 存在 
完美 覆盖 呢 ? 不 难看 出 ， 对 于 mXn 棋盘 ， 它 有 完美 覆盖 当日 仅 当 mm 和 中 至 少 有 一 个 是 偶数 ， 
或 者 等 价 地 说 成 : 当 且 仅 当 这 个 棋盘 的 方 格 总 数 是 偶数 。Fischer 得 出 了 计算 mxn 棋盘 的 不 同 完 
美 覆 盖 数 的 一 般 人 公式， 这 个 公式 中 含有 三 角 函 数 。 这 个 问题 等 价 于 分 子 物理 学 中 一 个 非常 著名 
的 问题 ， 即 所 谓 的 二 聚 物 问题 。 这 一 问题 始 于 对 表面 上 的 双 原 子 〈 二 聚 物 ) 吸收 的 研究 。 棋 盘 方 
格 对 应 于 分 子 ， 而 多 米 诺 骨牌 对 应 于 二 聚 物 。 

再 来 考虑 8X8 棋盘 ， 并 用 一 把 剪刀 剪 掉 一 条 对 角 线 上 两 个 对 角 上 的 两 个 方 格 ， 于 是 剩余 
方 格 总 数 是 62 个 。 那 么 是 否 有 可 能 用 31 张 多 米 诺 骨 有 牌 得 到 这 个 “被 前 过 的 ”棋盘 的 完美 覆盖 
呢 ? 尽管 这 个 被 剪 过 的 棋盘 与 8X8 棋盘 非常 接近 ， 尽 管 原来 的 棋盘 有 1200 多 万 个 完美 覆盖 ， 
但 是 这 个 被 剪 过 的 棋盘 却 没 有 完美 覆盖 。 这 一 结论 的 证 明 本 身 就 是 一 个 简单 但 又 巧妙 的 组 合 推 
理 的 实例 。 在 标准 的 8X8 棋盘 土 ， 通 常 把 方 格 交替 地 着 上 黑色 和 和 白色， 于 是 有 32 个 白色 方 格 
和 32 个 黑色 方 格 。 如 果 我 们 前 掉 一 条 对 角 线 上 的 两 个 对 角 上 的 方 格 ， 那 么 就 剪 掉 了 相同 颜色 
的 两 个 方 格 ， 比 如 说 是 两 个 白色 方 格 。 因 此 就 剩 下 32 个 黑色 方 格 和 30 个 白色 方 格 。 但 是 每 一 
张 多 米 诺 骨牌 要 覆盖 一 个 黑 格 和 一 个 白 格 ， 因 此 在 棋盘 上 31 张 不 重合 的 多米诺 骨牌 覆盖 31 个 
黑 格 和 31 个 白 格 。 这 样 我 们 得 出 结论 是 这 个 被 剪 过 的 棋盘 没有 完美 覆盖 。 上 述 推理 可 以 总 


结 为 : 
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31 [BIW| x 32 |B|+ 30|W 

更 一 般 地 ,我们 可 以 取 一 个 mXn 棋盘 ， 它 的 方 格 也 交替 地 着 上 黑色 和 和 白色， 而 且 随 机 切 掉 
一 些 方 格 ， 于 是 剩 下 一 个 切 过 的 棋盘 。 什 么 时 候 这 个 切 过 的 棋盘 有 完美 覆盖 呢 ? 要 使 完美 覆盖 存 
在 ， 这 个 切 过 的 棋盘 必须 有 相同 数目 的 黑 格 和 白 格 。 但 是 这 个 条 件 不 是 充分 条 件 ， 如 图 1-1 
所 示 。 

因此 ， 我 们 就 要 问 : 一 个 切 过 的 棋盘 存在 完美 覆盖 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 我 们 将 在 第 9 章 
再 讨论 这 个 问题 ， 并 得 到 一 个 圆满 的 答案 。 在 那里 ， 我 们 就 分 配 胜任 工作 的 应 用 例子 给 出 这 个 问 
题 的 一 个 实用 公式 。 

对 于 mXn 棋盘 的 多 米 诺 骨 有 牌 完美 履 盖 的 问题 ， 还 有 另外 一 个 拓展 。 设 5 是 一 个 正 整数 。 现 
在 我 们 不 用 多 米 诺 骨 牌 ， 取 而 代 之 的 是 1 x6b 的 条 形 牌 ， 它 是 由 2 个 1X1 方 格 并 排 连接 而 成 的 。 
这 样 的 条 形 牌 称 为 5 格 牌 (b-ominoe)。 它 们 可 以 覆盖 一 行 或 一 列 上 连续 的 5 个 方 格 。 图 1-2 图 示 
的 是 一 个 5 格 牌 。2 格 牌 是 多 米 诺 骨牌 。1 格 牌 也 被 称 为 单 牌 。 

mXn 棋盘 的 5 格 牌 完美 履 盖 是 棋盘 上 5 格 牌 的 一 个 排列 ,使 得 (1) 没有 两 个 5 格 牌 重生 ， 
(2) 每 一 个 5b 格 牌 履 盖 棋盘 上 6 个 方 格 ，(3〉 棋盘 上 的 所 有 方 格 被 覆盖 。 什 么 时 候 mrxXn 棋盘 有 
格 牌 履 盖 的 完美 履 盖 呢 ? 因 为 棋盘 上 的 每 一 个 方 格 正好 被 一 个 5 格 牌 覆 盖 ， 为 了 有 完美 履 益 ,bP 
必须 是 mn 的 一 个 因子 。 的 确 ， 完 美 覆盖 存在 的 一 个 充分 条 件 是 6 是 m 或 者 的 一 个 因子 。 因 为 
如 果 8 是 关 的 一 个 因子 ， 那么 我 们 就 可 以 正好 把 /个 格 牌 覆盖 在 这 个 m Xn 棋盘 上 的 列 中 
的 每 一 列 上 ， 而 如 果 b 是 n 的 一 个 因子 ， 那么 我 们 就 可 以 正好 把 n/6 个 5 格 牌 履 盖 在 这 个 m Xn 
棋盘 上 的 mm 行 中 的 每 一 行 上 。 在 这 里 ， 这 个 充分 条 件 是 否 也 是 完美 覆盖 的 必要 条 件 呢 ? 暂时 假 
设 5 是 一 个 素数 ,而 且 存 在 mXn 棋盘 的 6 格 牌 覆盖 的 完美 覆盖 。 那 么 ， 因 为 是 mx 的 一 个 因 
子 ， 根据 素数 的 性 质 可 知 5 是 m 或 者 n 的 因子 。 因 此 我 们 说 至 少 当 6 是 素数 时 ，m Xn 棋盘 可 能 
被 2 格 牌 完美 覆盖 的 充分 必要 条 件 是 b 是 m 或 者 的 因子 。 

当 b 不 是 素数 时 ， 我 们 必须 采用 不 同 的 方式 加 以 讨论 。 假 定 有 mxXn 棋盘 的 5 格 牌 覆盖 的 完 
美 覆 盖 。 我 们 要 证 明 m 或 者 n 被 5 除 时 余数 是 0。 设 mx 和 n 除 以 b 时 的 商 和 余数 分 别 是 zp，g 和 
r，y， 则 : 





7 一 加 十 r， 其 中 0 过 rr 过 6 一 1 
n 二 起 十 s， 其 中 0 志 s 志 6b 一 1 
如 果 7r 二 0， 那么 5 是 mx 的 一 个 因子 。 如 果 ;= 二 0， 那 么 5 是 n 的 一 个 因子 。 通 过 交换 这 个 棋盘 的 行 
和 列 ， 不 妨 设 rs;。 于 是 我 们 要 证 明 "一 0。 
现在 把 多 米 诺 骨牌 (5 二 2) 覆盖 时 棋盘 交替 着 成 黑白 两 色 的 情况 推广 到 5 种 颜色 的 情况 。 我 
们 选 出 5 种 颜色 并 把 它们 标注 上 1，2，…，5。 接 下 来 用 图 1-3 所 示 的 方式 给 5X6 棋盘 着 色 ， 然 
后 再 用 图 1-4 给 出 的 方式 把 这 种 着 色 扩 展 到 mxXn 棋盘 。 图 1-4 是 mx 二 10，n 王 11,， 4 一 4 的 情况 。 



































B 
B 
WIBIW LTTTTL 
图 1-1 图 1-2 一 个 5 格 牌 图 1-3 使 用 5 种 颜色 对 一 个 ;X56 棋盘 着 色 
完美 覆盖 的 每 一 张 4 格 牌 覆盖 5 个 方 格 且 每 一 个 方 格 覆 盖 一 种 颜色 。 于 是 ， 在 棋盘 上 每 一 种 
颜色 的 方 格 数 一 定 相同 。 下 面 我 们 考虑 把 这 个 棋盘 分 成 三 个 部 分 : 上 方 PpXn 部 分 , 左下 方 rXq 
部 分 和 右 下 方 rXs 部分。( 图 1-4 给 出 的 是 10X11 棋盘 ,我 们 已 经 有 的 三 个 部 分 是 上 方 8X11， 
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左下 方 2X8， 右 下 方 2X3.) 在 上 方 部 分 ， 在 每 一 列 上 ， 因 为 每 一 种 颜色 出 现 户 次 ， 所 以 它们 总 
共 出 现 加 次 。 在 左下 方 部 分 ,在 每 一 行 上 ， 因 为 每 一 种 颜色 出 现 g 次, 因此 它们 总 共 出 现 rg 
次 。 因 为 在 整个 棋盘 上 每 一 种 颜色 出 现 的 次 数 相 同 ， 所 以 我 们 说 在 右 下 方 >Xs 部 分 上 ， 每 一 种 
颜色 出 现 的 次 数 也 一 定 相同 。 

在 右 下 方 rXs 部 分 上 ， 颜 色 1 出 现 多 少 次 呢 ? 因为 已 知 r;:， 且 我 们 的 着 色 特 点 使 得 颜色 1 
在 rXs 部 分 的 每 一 行 上 出 现 一 次 ， 所 以 它 在 rXs 部 分 上 出 现 r 次 。 现 在 我 们 计数 在 rXs 部 分 上 
的 方 格 总 数 。 一 方面 ， 它 有 rs 个 方 格 ; 男 一 方面 ,5 种 颜色 的 每 一 种 颜色 都 出 x 次 ， 因 此 总 共有 
汉 个 方 格 。 令 它们 相等 ,我 们 得 到 rs 二 rp。 如 果 r 关 0， 我 们 得 到 s 二 5p， 这 与 * 委 0 一 1 矛盾。 所 以 
必须 有 + 一 0。 我 们 总 结 如 下 : 

72X71 棋盘 有 品格 牌 的 完美 覆盖 当 且 仅 当 五 或 者 是 ma 的 一 个 因子 或 者 是 n 的 一 个 因子 。 

下 面 给 出 上 面 陈述 的 一 个 惊人 的 改 述 : 如果 完美 覆盖 中 所 有 5 格 牌 都 是 水 平 放置 或 者 所 有 忆 
格 牌 都 是 生 直 放置 ， 则 称 这 样 的 完美 5 格 牌 覆盖 是 平凡 的 。 于 是 mXn 棋盘 有 5 格 牌 惟 盖 的 完美 
履 盖 当 且 仅 当 它 有 平凡 完美 履 盖 。 应 当 指 出 的 是 上 面 的 陈述 并 不 意味 着 只 有 平凡 覆盖 才 是 完美 
盖 。 它 只 是 说 如 果 完 美 覆 盖 是 可 能 的 ， 那 么 平凡 完美 覆盖 也 是 可 能 的 。 

下 面 我 们 给 出 一 个 很 有 特色 的 多 米 诺 骨牌 问题 ， 并 以 此 结束 本 节 的 内 容 。 

考虑 4X4 棋 盘 ， 用 8 张 多 米 诺 骨牌 就 可 以 完美 覆盖 它 。 证 明 总 可 以 把 这 个 棋盘 横着 切 成 非 
空 的 两 块 或 者 竖 着 切 成 非 空 的 两 块 而 不 切断 8 张 多 米 诺 骨牌 中 的 任意 一 张 。 称 这 样 的 水 平 切割 直 
线 或 者 垂直 切割 直线 为 这 个 完美 覆盖 的 断层 线 〈fault line) 。 因 此 一 条 水 平 断 层 线 表 明 这 个 4X4 
棋盘 的 完美 覆盖 是 由 这 样 两 个 完美 覆盖 组 成 的 : 对 于 某 个 二 1，2，3, 一 个 是 kX4 棋盘 的 完美 
覆盖 ,， 另 一 个 是 (4 一 &) X4 棋盘 的 完美 覆盖 。 假 设 4X4 棋盘 存在 这 样 一 个 完美 覆盖 ， 使 得 把 棋 
盘 切 成 两 个 非 空 部 分 的 三 条 水 平 切割 线 和 垂直 切割 都 不 是 断层 线 。 设 x ，x。，Zs 分 别 是 被 水 平 
切割 线 切 到 的 多 米 诺 骨 牌 数 〈 参 见 图 1-5)。 
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图 1-4 10X11 棋盘 的 4 颜色 着 色 图 1-5 


因为 这 个 完美 覆盖 没有 断层 线 ， 所 以 zx; ，x; ，xzs 都 是 正 数 。 一 个 水 平方 向 的 多 米 庶 骨 牌 覆 
盖 一 行 上 的 两 个 方 格 ， 而 垂直 方向 的 多 米 诺 骨 牌 在 两 行 上 分 别 覆 盖 一 个 方 格 。 于 是 可 以 得 出 结 
论 注 !， X22, 3 都 是 偶数 ， 即 
Ti 十 Tz 十 X33 之 2 十 2 十 2 二 6 
而 且 在 这 个 完美 覆盖 中 至 少 有 6 个 垂直 方向 上 的 多 米 诺 骨牌 。 用 类 做 的 方法 ， 我 们 可 以 得 出 至 少 
存在 6 个 水 平方 向 上 的 多 米 诺 骨牌 。 由 于 12 之 8， 于 是 我 们 得 到 一 个 矛盾 的 结论 。 因 此 ，4 义 4 棋 
盘 的 多 米 诺 骨 牌 的 完美 覆盖 不 可 能 不 产生 断层 线 。 


1.2 例子 : 幻 方 


幻 方 是 最 古老 且 最 流行 的 数学 游戏 之 一 ， 它 曾 激 起 很 多 重要 历史 名 人 的 兴趣 。 一 个 n 阶 幻 方 
就 是 一 个 由 整数 1，2，3，…，xw 按照 下 面 的 方式 构成 的 nxXn 的 算 阵 : 它 的 每 一 行 和 每 一 列 以 
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及 两 条 对 角 线 上 的 数字 总 和 相等 ， 都 等 于 某 个 整数 *。 这 个 整数 * 被 称 为 这 个 幻 方 的 幻 和 。 下 面 
是 幻 和 分 别 为 15 和 34 的 3 阶 幻 方 和 4 阶 幻 方 : 
9 6 7 12 


8 1 6 
5 1 和 
4 92 4 15 14 1 
在 中 世纪 时 代 ， 人 们 对 幻 方 有 某 种 神秘 主义 的 看 法 ; 人 们 把 它们 佩戴 在 身上 用 来 辟 政 以 期 获得 
庇护 。 本 杰 明 “。 富兰克林 就 构造 出 很 多 有 额外 性 质 的 幻 方 ” 。 
7 阶 幻 方 中 所 有 整数 的 和 是 


1 十 2 十 3 十 … 十 到 
上 面 的 和 利用 了 算术 级 数 的 求 和 公式 〈 参 见 7. 1 节 )。 因 为 n 阶 幻 方 有 n 行 ， 且 幻 和 是 *， 所 以 我 


们 可 以 得 到 关系 式 ns 一 r(xww 十 1)/2。 因 此 ， 任 意 两 个 阶 幻 方 都 有 相同 的 幻 和 ， 即 
_ 以 到 十 1) 
2 


16 3 2 13 


5 10 1 8 (1.1) 








_ T+]) 
2 


与 此 相关 的 组 合 问 题 是 确定 可 以 构成 阶 幻 方 的 n 的 值 以 及 寻找 构造 幻 方 的 一 般 方法 。 不 难 验证 
不 存在 2 阶 幻 方 这样 的 幻 方 的 幻 和 应 该 是 5)。 而 对 于 其 他 所 有 1 的 值 ， 都 可 以 构造 出 n 阶 幻 
方 。 有 很 多 特殊 的 构造 方法 ， 在 这 里 我 们 介绍 一 种 方法 ， 它 是 la Loubere 在 17 世纪 发 现 的 构造 
方法 ， 其 中 是 奇数 。 首 先 把 1 放置 在 第 一 行 的 中 间 ， 其 后 面 的 整数 (从 2 开始 ) 按照 它们 的 自 
然 顺序 放置 在 从 左下 方 到 右上 方 的 一 条 对 角 线 上 ， 并 做 如 下 修正 : 
(1) 当 到 达 第 一 行 时 ， 下 一 个 整数 的 放置 位 置 是 : 它 所 处 的 行 是 最 后 一 行 ， 所 处 的 列 是 紧 跟 
着 前 一 个 整数 所 处 列 的 后 面 一 列 。 
《2) 当 到 达 最 右边 的 一 列 时 ， 下 一 个 整数 的 放置 位 置 是 : 它 所 处 的 列 是 最 左边 的 列 〈 即 第 一 
列 )， 它 所 处 的 行 是 紧 跟着 前 一 个 整数 所 处 行 的 上 一 行 。 
(3) 当 达 到 一 个 已 经 填 上 数 的 方 格 或 者 已 经 达到 幻 方 的 右上 角 时 ， 下 一 个 整数 放置 的 位 置 是 
填写 上 一 个 数 的 方 格 的 直接 下 方 。 
(1.1) 中 的 3 阶 幻 方 和 下 面 的 5 阶 幻 方 都 是 根据 la Loubeare 的 方法 构造 而 成 的 。 
17 24 1 8 15 
23 5 7 14 16 
4 6 13 20 22 
10 12 19 21] 3 
ll 18 25 2 9 
至 于 构造 阶 数 不 等 于 2 的 偶数 阶 幻 方 和 奇数 阶 幻 方 的 其 他 方法 可 以 在 Rouse Balle 的 著作 中 找到 。 
下 面 是 富兰克林 构造 出 来 的 两 个 8 阶 幻 方 : 





52 61] 4 13 20 29 36 45| 17 47 30 36 21 43 26 40| 
l4 3 62 51 46 35 30 19 32 34 19 45 28 38 23 41 
53 60 5 12 21 28 37 44 33 3] 46 20 37 27 42 24 
1l] 6 59 54 43 38 27 22 48 18 35 29 44 22 39 25 
55 58 7 10 23 26 39 42|” |49 15 62 4 53 11 58 8 

9 8 57 56 41 40 25 24 64 2 5l1 13 60 6 55 9 
50 63 2 15 18 31 34 47 1 63 14 52 5 59 10 56 
LI6 1 64 49 48 33 32 17J 16 50 3 61 12 54 7 57| 











日 参见 P.C. Pasles, The lost Squares of Dr. Franklin: Ben Franklin’s Missing squares and the Secret of the Magic 
Circle, Amer, Math. Monthly，108 (2001)，489-511。 还 可 以 参见 P.C. Pasles，Benjamin Franklin?”s Num- 
bers: An Unsung Mathematical Odyssey，Princeton University Press, Princeton, NJ, 2008。 

© W.W.Rouse Ball. Mathematical Recreations uand Essays; revised by H.S. M. Coxeter. Macmillan, New York 

(1962)，193-221。 
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这 些 幻 方 有 一 些 有 趣 的 性 质 。 你 能 看 出 有 什么 性 质 吗 ? 


人 们 已 经 研究 了 三 维 的 幻 方 。7 阶 幻 方 体 (magic cube) 是 按 下 述 方式 由 整数 1，2，3，…， 
到 组 成 的 mnXnxn 的 立方 全 阵 ， 即 它 在 下 列 直线 上 的 n 个 单元 中 的 整数 和 s 都 相同 : 
(1) 与 这 个 立方 体 的 边 平行 的 直线 ; 
(2) 每 个 平面 截面 的 两 条 对 角 线 ; 
《3) 四 条 空间 对 角 线 。 
数 :被 称 为 这 个 幻 方 体 的 幻 和 (magic sum)， 它 的 值 等 于 (n' 十 n)/2。 我 们 把 不 存在 2 阶 幻 方 体 
的 证 明 留 作 一 道 简单 的 练习 题 ， 而 在 下 面 证 明 不 存在 3 阶 幻 方 体 。 
假设 存在 3 阶 幻 方 体 。 那 么 它 的 幻 和 一 定 等 于 42。 考 虑 任意 3X3 平面 截面 ， 其 元 素 如 下 
所 示 : 
[a De 
X 多 之 
Id e ff 
因为 这 个 立方 体 是 幻 方 体 ， 所 以 根据 幻 方 体 的 定义 下 面 等 式 成 立 : 
a+y+f= 二 4 和 2 
by 十 e 二 42 
-十 y 十 d= 二 42 
a 十 bp 十 cc 二 42 
dt+e 二 f= 和 42 
上 面 等 式 中 前 三 个 等 式 之 和 减 去 后 两 个 等 式 之 和 后 ， 我 们 得 到 3y 一 42， 因 此 y 一 14。 这 表明 14 
一 定 是 幻 方 体 每 个 平面 截面 的 中 心 ， 因 为 有 七 个 平面 截面 ， 所 以 14 应 该 占据 7 个 位 置 。 但 是 它 
只 能 占据 一 个 位 置 ， 所 以 我 们 得 出 不 存在 3 阶 幻 方 体 的 结论 。 不 存在 4 阶 幻 方 体 的 证 明 要 困难 得 
多 。Gardnere 的 一 篇 论文 中 给 出 了 一 个 8 阶 幻 方 体 。 
尽管 幻 方 仍 继续 吸引 着 数学 家 们 的 注意 ， 但 在 本 书 中 我 们 不 再 对 此 做 进一步 的 讨论 。 


1.3 例子 : 四 色 问 题 


考虑 平面 上 的 地 图 或 者 球面 上 的 图 ， 其 上 的 国家 都 是 连通 区 域 5 。 为 了 快速 区 分 出 不 同 的 国 
家 ， 我 们 必须 给 它们 着 色 使 得 有 共同 边界 的 两 个 国家 被 着 上 不 同 的 颜色 ( 角 点 不 算 作 共同 边界 )。 
能 够 保证 如 此 着 色 的 每 张 地 图 所 需要 的 最 少 颜色 数量 是 多 少 ” 直 到 不 久 前 ， 这 一 问题 还 是 数学 
中 尚未 解决 的 著名 问题 之 一 。 因 为 它 陈述 简单 易于 理解 ， 所 以 吸引 了 很 多 非 专业 人 士 。 除 著名 的 
角 三 等 分 问题 之 外 ， 与 其 他 任何 著名 数学 问题 相 比 ， 四 色 问 题 都 更 能 激 起 
诸多 业余 人 士 的 兴趣 ， 很 多 人 提出 了 错误 的 解决 方案 。1850 年 Francis | 
Guthrie 首先 提出 了 一 个 解 ， 当 时 他 还 是 一 名 研究 生 。 这 个 问题 还 带 来 了 从 

RN 














~ 


大 量 的 数学 研究 。 很 容易 看 到 ， 有 些 地 图 需要 四 种 颜色 。 例 如 图 1-6 给 出 
的 地 图 就 是 一 个 例子 。 因 为 这 张 地 图 中 四 个 国家 中 的 每 一 对 国家 都 有 共同 
的 边界 ， 很 显然 给 这 张 地 图 着 色 需 要 四 种 颜色 。1890 年 ，Heawoode 证明 
五 种 颜色 足以 给 任何 一 张 地 图 着 色 。 我 们 将 在 第 12 章 中 给 出 这 一 结论 的 图 16 








© M. Gardner, Mathematical Games, Scientific American, January (1976), 118-123, 

名 因此， 密歇根 州 不 能 作为 这 样 一 张 地 图 的 国家 ， 除 非 我 们 承认 麦 肯 诺 桥 海峡 把 密 吹 根 州 上 下 高 连 通 起 来 。 肯 塔 
基 州 也 不 能 ， 因 为 它 的 富 尔 顿 县 的 最 西端 完全 被 密苏里 州 和 田纳西 州 包 围 着 。 

加 P.J]. Heawood, Map-Colour Theorems, Quarterly J. Mathematics, (Dxford ser., 24 (1890), 332-338。 
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证 明 。 也 不 难 证 明 不 存在 这 样 的 平面 地 图 ， 它 有 五 个 国家 ， 每 一 对 国家 都 有 共同 的 边界 。 如 果 这 
样 的 地 图 存在 ， 那 么 它 将 需要 五 种 颜色 。 但 是 没有 每 两 个 国家 有 共同 边界 的 五 个 国家 并 不 表示 四 
种 颜色 足以 给 它 着 色 。 完 全 有 可 能 存在 某 个 平面 地 图 因为 某 种 很 微妙 的 原因 而 需要 五 种 颜色 着 色 。 

目前 有 很 多 方法 证 明 仅 用 四 种 颜色 便 可 以 给 每 一 张 平面 地 图 着 色 , 但 是 它们 实质 上 都 需要 
计算 机 的 计算 ?。 


1.4 例子 : 36 军官 问题 

给 定 来 自 6 种 军 衡 和 6 个 军团 的 36 名 军官 ， 能 不 能 把 他 们 排列 成 一 个 6X6 编队 ， 使 得 每 一 
行 上 和 每 一 列 上 满足 每 个 军衔 有 一 名 军官 且 每 个 军团 有 一 名 军官 呢 ? 这 个 问题 是 18 世纪 由 瑞典 
数学 家 L. Euler 〈 欧 拉 ) 提出 的 一 个 数学 娱乐 问题 ， 它 对 统计 学 特别 是 试验 设计 等 产生 重要 的 影 
响 〈 参 见 第 10 章 )。 可 以 给 一 名 军官 指定 一 个 有 序 对 (i，j)， 其 中 i(i 二 1，2，…，6) 表示 他 的 
军衔 ，j(j 二 1，2，…。6) 表示 他 所 属 的 军团 。 于 是 ， 这 个 问题 要 问 的 是 : 

能 不 能 把 这 36 个 有 序 对 (i, 门 (一 1，2，…，6; 7J 一 1，2、…，6) 排列 成 一 个 6X6 的 撼 
阵 ， 使 得 在 每 一 行 和 每 一 列 上 整数 1，2，…，6 都 能 以 某 种 顺序 出 现在 有 序 对 的 第 一 个 位 置 上 ， 
且 都 能 以 某 种 顺序 出 现在 有 序 对 的 第 二 个 位 置 上 呢 ? 

我 们 可 以 把 这 样 的 矩阵 分 割 成 两 个 6X6 矩阵 ， 其 中 一 个 对 应 于 有 序 对 的 第 一 个 位 置 〈 军 衔 
矩阵 ) ， 另 一 个 对 应 于 有 序 对 的 第 二 个 位 置 〈 军 团 矮 阵 )。 因 此 ， 这 个 问题 又 可 以 陈述 如 下 : 

是 否 存 在 两 个 6X6 和 矩阵， 它们 的 项 都 取 自 于 整数 1. 2，…，6， 使 得 

《1) 在 这 两 个 矩阵 中 的 每 一 行 和 每 一 列 上 整数 1，2，…，6 都 以 某 种 顺序 出 现 ， 而 且 

(2) 当 并 置 (juxtapose) 这 两 个 矩阵 时 ， 所 有 序 对 (i, 门 (i 二 1,， 2, ,6; 7J 一 1，2，…， 
6) 全 部 出 现 呢 ? 

为 了 使 这 个 问题 更 具体 些 ， 我 们 假设 有 9 名 军官 ， 分 别 来 自 3 个 不 同 的 军衔 和 3 个 不 同 军 
团 。 于 是 此 时 这 个 问题 的 一 个 解 是 


1 2 3 1 2 3 (1,1) (2,2) (3,3) 
。 1 | |: 3 |- en (1.3) Ge 
3 1 ] 2 (2.3) (3,1) (1,2) 


军衔 矩阵 军团 矩阵 并 置 人 矩阵 (1. 2) 
前 面 的 军衔 矩阵 和 军团 矩阵 是 3 阶 拉丁 方 (Latin square) 的 例子 ; 整数 1，2，3 分 别 在 每 一 行 和 
每 一 列 上 出 现 一 次 。 下 面 分 别 是 2 阶 和 4 阶 拉丁 方 : 


1 2 3 4 
1] 2 4 1 2 3 
Bae (9 
3 4 1 2 
3 4 


(1.2) 中 的 两 个 3 阶 拉丁 方 称 为 正 交 的 〈orthogonal) ， 因 为 当 把 它们 并 置 时 生成 所 有 可 能 的 9 个 
有 序 对 (i， 门 ， 其 中 i 二 1，2，3，j 二 1，2，3。 因 此 我 们 可 以 改 述 欧 拉 问题 如 下 : 

存在 两 个 6 阶 正 交 拉丁 方 吗 ? 

欧 拉 研 究 了 更 一 般 的 n 阶 正 交 拉丁 方 的 问题 。 很 容易 看 到 不 存在 2 阶 正 交 拉丁 方 ， 因 为 除了 
(1.3) 中 给 定 的 2 阶 拉 丁 方 外 ， 另 外 一 个 只 能 是 


[1 2 


© K. Appel and W. Haken, Every Planar Map is Four Colorable. Bulietin of the Americuan Mathematical Sociely， 
82 (1976), 711-712; K. Appel and W. Haken, Every Planar Map is Four Colorable, American Math. Society. 
Providence，RI (1989); and N. Robertson, D. P. Sanders, P.D. Seymour, and R. Thomas, The Four-Colour 
Theorem,. J.Combin. Theory Ser. B, 70 (1997), 2-44。 


[10 | 


Hi 
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而 这 两 个 拉丁 方 不 是 正 交 的 。 对 于 ”为 奇数 及 含有 因子 4 的 情况 ， 欧 拉 给 出 了 如 何 构 造 4 阶 正 交 拉 丁 
方 对 的 方法 。 注 意 ， 这 不 包括 n=6 的 情况 。 经 过 多 次 尝试 ， 他 给 出 了 结论 但 没有 证 明 ， 其 结论 是 不 
存在 6 阶 正 交 拉丁 方 对 ， 而 且 他 猜测 说 对 于 整数 6，10，14，18，…，4k 十 2，…， 不 存在 相应 阶 数 的 
正 交 拉丁 方 对 。1901 年 ，Tarrye 利 用 穷 举 法 证 明了 n= 二 6 时 欧 拉 的 猜测 是 正确 的 。 大 约 1960 年 前 后 ， 
三 位 数学 统计 学 家 R. C. Bose、E T, Parker 和 S S Shrikhandes 成 功 地 证 明了 对 于 所 有 n>6 的 整数 ， 欧 
拉 猜 想 是 不 正确 的 。 也 就 是 说 ， 对 于 形 如 包 十 2?，k 二 2，3，4,，… 的 每 一 个 x， 他 们 给 出 了 构造 阶 拉 
丁 方 对 的 方法 。 这 是 一 个 了 不 起 的 成 就 ， 至 此 给 欧 拉 猜 想 打 上 了 休止 符 。 后 面 我 们 将 揭示 如 何 利 用 称 
为 有 限 域 的 有 限 数 系 来 构造 正 交 拉丁 方 的 方法 ， 以 及 如 何 把 它们 运用 于 试验 设计 之 中 。 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 看 一 下 2005 年 在 全 世界 范围 开始 流行 的 称 为 数 独 的 数字 放置 游戏 。 
游戏 要 求 构造 如 下 所 示 被 分 成 9 个 3X3 方 格 的 特殊 9 阶 拉丁 方 : 
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在 每 一 个 数 独 游 戏 中 ， 已 经 用 某 种 方法 填充 了 9X9 方 格 中 的 某 些 项 ， 使 得 可 以 唯一 合理 地 
填充 剩余 方 格 ， 使 其 成 为 9 阶 拉 丁 方 且 满足 特殊 的 限制 条 件 ， 即 每 一 个 3X3 方 格 都 包含 数字 1， 
2, 3, 4, 5, 6, 7， 8， 9。 这 样 ， 9 行 9 列 中 的 每 一 行 和 每 一 列 以 及 3X3 方 格 都 要 包含 数字 1， 
2，3，4，5，6，7，8，9 中 的 每 一 个 数字 一 次 。 数 独 游戏 的 难 易 程度 取决 于 确定 如 何 填充 空格 
以 及 按 什 么 顺序 填充 所 需 的 逻辑 强度 。 

下 面 是 一 个 数 独 游 戏 的 例子 ， 
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这 个 游戏 的 解 是 
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Naturel, 1 (1900), 122-123; 2 (1901)，170-203。 

© R.C. Bose, E.T. Parker and S. S. Shrikhande, Further Results on the Construction of Mutually Orthogonal Latin 
squares and the Falsity of Euler’s conyecture, Canadian Journal of Mathematics, 12 (1960), 189-203。 
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一 个 数 独 游 戏 的 解 是 一 个 称 为 公平 设计 的 拉丁 方 的 实例 ， 它 把 一 个 nXn 的 方 格 分 割 成 n 个 
区 域 ， 每 个 区 域 都 含有 个 方 格 且 数字 1，2，…，7 中 的 每 一 个 在 它 的 每 一 行 和 每 一 列 上 出 现 一 
次 《如 刚才 我 们 得 到 的 拉丁 方 ;， 并 在 n 个 区 域 中 的 每 个 区 域 上 出 现 一 次 9。 

下 面 给 出 一 个 公平 设计 的 简单 例子 ， 它 把 4X4 的 方 格 分 割 成 4 个 工 形 区 域 , 每 一 个 工 形 区 
域 有 四 个 方 格 。 如 下 所 示 ， 我 们 利用 符号 会 ，C， 上 明和 咏 来 代表 不 同 的 区 域 。 
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1.5 例子 : 最 短路 径 问 题 

考虑 一 个 由 街道 和 交叉 路 口 组 成 的 系统 。 有 个 人 想 从 交叉 路 口 A 走 到 另 一 个 路 口 B。 一 般 来 
说 ,从 A 到 B 可 能 有 多 条 可 行 的 路 径 。 我 们 的 问题 是 确定 这 样 一 条 路 径 ， 使 得 经 过 的 距离 尽 可 能 
短 ， 即 最 短路 径 。 这 是 组 合 优 化 问题 的 一 个 例子 。 解 决 这 个 问题 的 一 个 可 行 方法 就 是 以 某 种 系统 
的 方式 列 出 从 A 到 B 的 所 有 可 能 的 路 径 。 因 为 经 过 任何 一 条 路 径 的 次 数 都 没有 必要 多 于 一 次 ， 所 
以 这 样 的 路 径 的 数量 是 有 限 的 。 于 是 就 可 以 计算 每 一 条 路 径 的 距离 并 从 中 选 出 最 短 的 路 径 。 但 这 
不 是 一 个 非常 有 效 的 方法 ， 特 别 是 当 系 统 很 大 时 ， 工 作 量 会 非常 之 大 ， 从 而 无 法 在 合理 的 时 间 内 
得 到 一 个 解 。 确 定 最 短路 径 的 算法 必须 具有 的 特性 是 、 2 < 
在 执行 这 个 算法 过 程 中 所 涉及 的 工作 量 不 能 随 着 系统 
规模 的 增 大 而 增加 得 太 快 。 换 名 话说 ， 工 作 量 应 该 受 
到 问题 规模 的 一 个 多 项 式 孙 数 的 限定 《与 此 相对 的 是 
受到 像 指数 函数 这 样 的 限定 )。 在 11.7 节 ， 我 们 将 描 
述 一 个 这 样 的 算法 。 这 样 的 算法 的 确 可 以 找到 从 A 到 
这 个 系统 中 的 任何 交叉 路 口 的 最 短路 径 。 图 1-7 

寻找 两 个 交叉 路 口 之 间 的 最 短路 径 的 问题 可 以 抽象 地 叙述 如 下 。 设 V 是 称 为 顶点 (vertice) 
( 它 对 应 于 交叉 路 口 和 死胡同 的 端点 ) 的 对 象 的 有 限 集合 ,EE 是 称 为 边 (edge) 〈 它 对 应 于 街道 ) 
的 无 序 顶点 对 的 集合 。 于 是 ， 有 些 顶 点 对 被 边 连接 起 来 ， 而 有 些 项 点 之 间 则 没有 边 连接 。 序 对 
(V，E) 称 为 图 〈graph) 。 在 图 中 连接 顶点 > 和 y 的 途径 (walk) 是 这 样 的 顶点 序列 ， 其 中 第 一 
个 顶点 是 xz， 最 后 一 个 顶点 是 >， 而 且 任意 两 个 相 邻 的 项 点 由 一 条 边 连 接 。 现 在 给 每 一 条 边 赋予 
一 个 非 负 的 实数 ， 即 边 的 长 度 〈!length) 。 途 径 的 长 度 就 是 连接 途径 相 邻 顶点 的 边 的 长 度 之 和 。 
给 定 两 个 顶点 + 和 y， 最 短路 径 问题 是 寻找 从 到 y》 的 长 度 最 短 的 途径 。 在 图 1-7 给 出 的 图 中 ， 
有 6 个 顶点 和 10 条 边 。 边 上 的 数字 表示 它们 的 长 度 。 连 接 x 和 y 的 一 条 途径 是 x，a4,， 5，d，y， 
它 的 长 度 是 4。 另 外 一 条 途径 是 +，b，d，y， 它 的 长 度 是 3。 不 难看 出 后 者 的 途径 给 出 了 连接 z 
和 y 的 最 短路 径 。 

图 是 组 合 数学 中 一 直 在 深入 研究 的 离散 结构 的 一 个 例子 。 其 概念 的 一 般 性 使 其 在 诸如 心理 

社会 学 、 化 学 、 遗 传 学 以 及 通信 科学 等 不 同 领域 有 着 广泛 的 应 用 。 因 此 ， 可 以 让 图 中 的 顶点 
对 应 于 人 ， 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 连接 则 表示 它们 对 应 的 人 互相 不 信任 ， 或 者 让 顶点 对 应 于 原 
子 ， 而 边 代 表 原 子 之 间 的 键 。 你 也 可 以 想象 其 他 的 一 些 场景 ， 让 图 模拟 其 中 的 一 些 现象 。 第 9 














© R.A.Railey, P.1.Cameron, and R.Connelly, Sudoku, Gerechte， Designs Resolutions, Affine Spaces， 
Spreads, Reguli, and Hamming codes, Amer. Marh. Monthly, 115 (2008) 、383-404。 
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10 ， 第 1 章 什么 是 组 合 数学 


章 、 第 11 章 和 第 12 章 将 研究 图 的 一 些 重要 概念 和 性 质 。 


1.6 例子 : 相互 重 又 的 贺 


考虑 平面 上 以 普通 位 置 相互 重合 的 个 圆 Y, ，yY; ，…，7Y,。 说 到 相互 重合 《mutually overlap- 
15] ping)， 我 们 指 的 是 每 一 对 圆 相 交 于 两 个 不 同 点 〈 因 此 ， 不 允许 不 相交 和 相 切 的 圆 )。 而 说 到 普通 

位 置 (general position) ， 我 们 指 的 是 不 存在 只 有 一 个 共同 点 的 三 个 圆 。 这 ”个 圆 在 平面 内 构建 
若干 区 域 。 我 们 的 问题 是 确定 如 此 构建 的 区 域 的 数量 。 

设 疡 等 于 构建 的 区 域 数 。 容 易 计 算出 hi 二 2( 圆 x, 的 里 面 和 
外 面 两 个 区 域 ;，hs 一 4( 这 就 是 两 个 集合 的 维 恩 图 )，hs 一 8 这 就 
是 三 个 集合 的 维 恩 图 )。 因 为 从 刚才 的 计算 可 以 看 出 区 域 数量 好 像 
是 成 倍增 加 ， 因 此 猜测 h 一 16。 然 而 ,一 张 图 可 以 很 快 说 明 hh = 
14 (参见 图 1-8) 。 

解决 这 一 类 计数 问题 的 一 个 方法 就 是 尝试 着 确定 当 从 n 一 1 个 1-8 ”普通 位 置 下 的 四 个 
辕 六 ,7%，…，7 沁 变 到 7 个 圆 yY;，%，…，7, 时 出 现 的 区 域 变 重合 的 贺 
化 。 用 更 一 般 的 语言 表述 如 下 : 我 们 尝试 着 确定 六 的 一 个 递 推 关系 ， 即 用 前 面 的 值 表示 h。 

于 是 ， 我们 假设 x 宇 2 而 且 在 平面 上 已 经 画 出 普通 位 置 下 相互 重 礁 的 圆 yi， yz， …，7,-1， 
它们 构建 了 有 ,个 区 域 。 然 后 加 入 第 ”个 圆 y, 使 得 在 普通 位 置 下 有 个 相互 重 秋 的 圆 。 前 ”一 1 
个 贺 中 的 每 一 个 圆 都 与 第 n 个 圆 相 交 出 两 个 点 ， 因 为 这 些 圆 都 处 于 普通 位 置 上 ， 所 以 我 们 得 到 
2(n 一 1) 个 不 同 点 Pi, Ps, »…, Pz bn。 这 2(n 一 1) 个 点 把 圆 加 分 割 成 2(n—1) 条 弧 : P, 和 P, 
之 间 的 绝 ， P; 和 PP 之 间 的 弧 ，…，Pzo-b- 和 Pzo-b 之 间 的 弧 ， 以 及 Pb 与 P, 之 间 的 弧 。 这 
2(n 一 1) 条 弧 中 的 每 一 条 弧 都 把 由 前 面 * 一 1 个 圆 y,，y;，…，7y,! 构 成 的 区 域 分 成 两 个 区 域 ， 创 
建 出 额外 2(4n 一 1) 个 区 域 。 因 此 ，&, 满足 下 面 的 关系 : 














hi 一 六 十 2(z 一 1) (n>2) (1.4) 
利用 递 推 关 系 (1. 4) 可 以 得 到 由 参数 n 表示 的 的 公式 。 通 过 反复 利用 (1. 4)?， 我 们 得 到 
hs = ht + 2Cn— 1) 





h, 一 Ar 十 2 一 2) 十 207 一 1 
h, 一 ss 十 202 一 3) 十 202 一 2) 十 202 一 1) 





一 及 十 2(1) 十 202) 十 … 十 202 一 2) 十 202 一 ]) 








因为 有 二 2， 且 1 十 2 十 … 十 (nw 一 1) 二 n(n 一 1)/2， 我 们 得 到 
2 (n> 2) 


当 w= 二 1 时 ， 这 个 公式 是 成 立 的 ， 因 为 有 二 2。 我 们 可 以 用 数学 归纳 法 给 出 这 个 公式 的 形式 证 明 。 


1.7 例子 : Nim 游戏 

下 面 我 们 追溯 组 合 数学 在 数学 娱乐 中 的 起 源 并 研究 一 下 Nime 这 个 古老 的 游戏 来 结束 本 章 的 
介绍 。 这 个 游戏 的 解 取 决 于 奇偶 性 (parity)， 这 是 在 组 合 数 学 中 解决 问题 的 一 个 重要 概念 。 之 前 
在 研究 棋盘 的 完美 覆盖 时 利用 了 一 个 简单 的 奇偶 论断 ， 当 时 我 们 指出 一 个 棋盘 为 了 有 多 米 诺 骨 





名 ”不 要 求 这 些 “ 圆 ”是 圆 的 。 只 要 是 封闭 的 凸 曲 线 就 可 以 。 
人 即 一 而 再 地 利用 〈1. 4) 直到 得 到 Ai ， 我 们 知道 这 个 值 等 于 2。 
合 Nim 来 自 于 德语 的 Nimm!， 意 思 是 取 ! 。 


第 1 章 什么 是 组 合 数学 


牌 的 完美 覆盖 就 必须 有 偶数 个 方 格 。 
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Nim 是 一 种 两 个 人 玩 的 游戏 ,玩家 双方 面 对 一 堆 硬币 (或 者 石头 或 者 豆 粒 )。 假 设 有 k 宇 1 堆 


硬币 ,每 堆 分 别 有 nn ，n;，…，n 枚 硬币 。 这 一 游戏 的 目标 就 是 取得 最 后 一 枚 硬币 。 游 戏 的 规 
则 如 下 : 

(1) 玩家 轮番 出 场 〈 我 们 称 第 一 个 取 子 的 玩家 为 I ， 而 第 二 个 玩家 为 I)。 

(2) 当 轮 到 一 个 玩家 取 子 时 ， 他 们 都 要 从 选择 的 硬币 堆 中 至 少 取 走 一 枚 硬币 。 (这 位 玩家 也 
可 以 把 所 选 硬币 堆 的 硬币 都 取 走 ， 于 是 剩 下 一 个 空 堆 ， 这 时 它 “ 退 出 ”.) 

当 所 有 硬币 堆 都 空 了 的 时 候 ， 游 戏 结束 。 走 最 后 一 步 的 玩家 ， 即 取 走 最 后 一 枚 硬币 的 玩家 获胜 。 

在 这 个 游戏 中 的 变量 是 堆 数 和 堆 中 的 硬币 数 nnn，ns，…，nt。 我 们 要 问 的 组 合 问 题 是 确 
定 是 第 一 个 玩家 胜 还 是 第 二 个 玩家 胜 9 ， 以 及 这 位 玩家 为 了 获胜 应 该 如 何 取 子 ， 也 就 是 获胜 
策略 。 

为 了 进一步 理解 Nim 游戏 ， 下 面 我 们 考虑 一 些 特殊 的 情况 S。 如 果 一 开始 就 只 有 一 堆 硬币 。 
那么 玩家 工 取 走 所 有 硬币 就 可 以 获胜 。 现 在 假设 4 一 2， 且 分 别 有 和 ma 枚 和 ns 枚 硬币 。 玩 家 是否 
可 以 获胜 不 取决 于 mn，ns 具体 是 多 少 ， 而 是 取决 于 它们 是 否 相 等 。 假设 nn. 关 nh。。 玩 家 工 可 以 从 
大 堆 中 取 走 足够 多 的 硬币 以 便 对 于 玩家 下 来 说 ， 剩 余 两 堆 的 大 小 相同 。 现 在 ， 当 轮 到 玩家 工时 ， 
他 可 以 模仿 玩家 下 的 取 子 方式 。 因 此 ， 如 果 玩 家 下 从 一 堆 中 取 走 了 c 枚 ， 那 么 玩家 工 则 从 另 一 堆 
中 取 走 相同 数目 的 硬币 。 这 样 的 策略 保证 玩家 可 以 获胜 。 如 果 nn 二 mn,， 那 么 玩家 芽 通 过 模仿 玩 
家 工 的 取 子 方式 而 获胜 。 因 此 ， 我 们 就 完全 解决 了 2 堆 的 Nim 游戏 的 取 子 问题 。 下 面 是 2 堆 
Nim 游戏 的 一 个 例子 ， 其 堆 的 大 小 分 别 是 8 和 5: 


8.5 工 55 卫 5.2 二 2.2 二 02 二 0,0 


上 述 解决 2 堆 Nim 游戏 的 想法 是 用 某 种 方式 取 子 使 得 剩余 两 堆 的 大 小 相同 ， 这 一 想法 可 以 
推广 到 任意 & 堆 的 情况 。 玩 家 获胜 的 洞察 力 来 自 于 二 进 制 整数 的 概念 。 回 想 一 下 ， 每 一 个 正 整数 
n 都 可 以 表示 成 二 进 制 数字 ， 其 方法 是 反复 减 去 一 个 不 超过 这 个 数 的 2 的 最 大 寡 。 例 如 ， 为 了 将 
十 进 制 数 57 表示 成 二 进 制 数 ， 我 们 观察 到 

2 C5572 57— 2 = 25 

24 委 25 一 2，25 一 24 一 9 

2 过 9 一 2，9 一 2 一 1 

2 1<2,， 1—2=0 
因此 

57 一 站 十 24 十 2 十 2 
57 表示 成 二 进 制 数 是 
111001 

二 进 制 数 的 每 一 个 数字 不 是 0 就 是 1。 第 i 个 位 置 上 的 数字 对 应 于 2 ， 称 为 第 i(i 宇 0〉 位 8。 对 
于 每 一 堆 硬 币 ， 对 应 于 它 的 基数 2， 我 们 可 以 认为 它 是 由 2 的 罕 的 子 堆 组 成 的 。 因 此 ，53 枚 硬 
币 的 一 堆 硬 币 是 由 下 面 的 子 推 组 成 的 ; 2 ，21，2: ，2° 。 对 于 2 堆 Nim 游戏 ， 各 种 大 小 的 子 堆 
总 数 只 能 是 0，1 或 2。 具 有 特定 大 小 的 子 堆 正 好 有 一 个 当 且 仅 当 这 两 堆 的 大 小 不 同 。 换 句 话 
说 ， 各 种 大 小 的 子 堆 总 数 是 偶数 当 且 仅 当 这 两 堆 大 小 相同 ， 即 当 且 仅 当 玩 家 开 在 这 场 Nim 游戏 





全 ”发挥 聪 明 才 智 。 

马 ”这 是 一 般 情 况 下 要 遵守 的 重要 原则 : 为 了 加 深 理 解 和 更 加 直观 ， 先 考虑 较 小 或 特殊 的 情况 ， 然 后 再 尝试 着 拓展 
你 的 思路 去 解决 更 一 般 的 问题 。 

四 位 (bit) 一 词 是 binary digit 的 简写 。 


LIL7 
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[18] 中 获胜 。 


下 面 考 虑 有 大 小 分 别 为 nt ，nz，*…，wmw 的 一 般 的 Nim 游戏 。 把 每 一 个 数字 ni 表示 成 二 进 
制 数 : 
nz 一 bhibo 


nN; 一 eeleo 
(通过 在 数 前 补 0， 可 以 假设 所 有 堆 的 大 小 都 是 有 相同 位 数 的 二 进 制 数 .〉 我 们 称 一 个 游戏 是 平衡 
的 〈balanced) ， 指 的 是 各 种 大 小 的 子 堆 数 是 偶数 。 因 此 一 个 Nim 游戏 是 平衡 的 当 且 仅 当 
a 十 b, 十 … 十 e, 是 偶数 





Qi 十 bi 十 "十 @ 是 偶数 


tw 十 br 十 十 eo 是 偶数 

车 一 个 Nim 游戏 不 是 平衡 的 ， 则 称 它 为 非 平衡 的 (unbalanced)。 我 们 说 第 i 位 是 平衡 的 ， 指 的 
是 和 ai 十 b 十 … 十 e; 是 偶数 ， 否 则 就 是 非 平 衡 的 。 因 此 ， 若 一 个 游戏 是 平衡 的 ， 则 它 在 各 个 位 上 
都 是 平衡 的 ， 而 对 于 非 平衡 游戏 来 说 ， 至 少 存 在 一 个 非 平衡 位 。 

于 是 我 们 有 下 面 的 陈述 : 

玩家 工 能 够 在 非 平衡 Nim 游戏 中 获胜 ， 而 玩家 正则 能 够 在 平衡 Nim 游戏 中 获胜 。 

为 了 理解 上 述 的 结论 ， 我 们 扩展 2 堆 Nim 游戏 中 使 用 的 策略 。 假 设 这 个 Nim 游戏 是 非 平衡 
的 。 设 最 大 不 平衡 位 是 第 j 位 。 于 是 ， 玩 家 工 以 某 种 方式 取 走 硬币 给 玩家 工 留 下 一 个 平衡 游戏 。 
他 的 作法 是 : 选 出 一 个 第 7 位 上 是 1 的 堆 ， 并 从 中 取 走 一 定数 目的 硬币 使 得 剩 下 的 游戏 是 平衡 的 
(参见 练习 题 32) 。 无 论 玩 家 怎样 做 ， 他 都 不 得 不 又 给 玩家 工 留 下 一 个 不 平衡 的 游戏 ， 玩 家 工 
又 把 这 个 游戏 变 成 平衡 游戏 。 如 此 这 般 继 续 下 去 就 可 以 保证 玩家 工 获 胜 。 如 果 这 个 游戏 开始 时 
就 是 平衡 游戏 ， 那 么 玩家 I 第 一 次 取 子 使 其 变 成 不 平衡 游戏 ， 此 时 轮 到 玩家 了 [采用 平衡 游戏 的 
策略 。 

例如 ， 考 虑 一 个 4 堆 Nim 游戏 ， 其 堆 的 大 小 分 别 是 7，9，12，15。 这 些 堆 的 大 小 的 二 进 制 
数 表示 分 别 是 0111，1001，1100 和 1111。 用 2 的 寡 的 子 堆 表示 ， 我 们 得 到 
































2 一 8 | 22=4 | 21=2 | 2 一 1 
大 小 为 7 的 堆 0 1 1 1 
大 小 为 9 的 堆 1 0 0 1 
大 小 为 12 的 堆 1 1 0 0 | 
大 小 为 9 的 堆 1 1 上 











这 个 游戏 中 第 3 位 、 第 2 位 和 第 0 位 是 不 平衡 的 。 玩 家 I 可 以 从 大 小 为 12 的 堆 中 取 走 11 枚 硬币 ， 
留 下 1 枚 硬币 。 因 为 1 的 二 进 制 数字 是 0001， 此 时 这 个 游戏 是 平衡 的 。 或 者 玩家 [也 可 以 从 大 小 为 
9 的 堆 中 取 走 5 枚 硬币 ， 留 下 4 枚 ， 或 者 从 大 小 为 15 的 堆 中 取 走 13 枚 硬币 ， 留 下 2 枚 硬币 。 


1.8 练习 题 


1. 证 明 mxXn 棋盘 被 多 米 诺 骨 牌 完美 黎 盖 当 且 仅 当 和 中 至 少 有 一 个 是 偶数 。 
2. 考虑 m 和 n 都 是 奇数 的 mm Xn 棋盘 。 为 了 固定 表 记 方式 ， 假 设 棋盘 左上 角 的 方 格 被 着 成 白色 。 证 明 如 果 
切 掩 棋盘 上 任意 一 个 白 方 格 ， 那 么 这 张 切 过 的 棋盘 有 多 米 诺 骨 牌 完 美 覆 盖 。 
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. 想象 一 座 由 64 个 因 室 组 成 的 监狱 ,这些 因 室 被 排列 成 8X8 棋盘 。 所 有 相 邻 的 内 室 间 都 有 门 。 某 角落 处 


一 间 因 室 里 的 因 犯 被 告知 ， 如 果 他 能 够 经 过 其 他 每 一 个 因 室 正好 一 次 之 后 ， 达 到 对 角 线 上 相对 的 男 一 间 
办 室 ， 那 么 他 就 可 以 获释 。 他 能 够 获得 自由 吗 ? 


. (a) 设 /(n) 计数 2Xn 棋盘 的 多 米 诺 骨 牌 完美 徐 盖 的 数 其。 合计 一 下 /C01)，/(2)，/(3)，/(4) 和 


f5)。 试 寻找 (或 证 明 ) 这 个 计数 函数 /满足 的 简单 关系 。 利 用 这 个 关系 计算 /(12)。 


* (b) 设 gln) 是 3Xn 棋盘 的 多 米 诺 骨 牌 完 美 覆盖 的 数量 。 估 计 g(1) ，&g(2) ，…，&(6)。 


18. 
”19. 
20. 


21. 


. 求 3X4 棋盘 的 多 米 诺 骨牌 完美 覆盖 的 个 数 。 
. 考虑 下 面 的 棋盘 问题 的 三 维 形式 : 定义 三 维 多 米 诺 骨 牌 是 这 样 的 一 个 几何 图 形 ， 它 是 由 边 长 为 一 个 单位 


的 两 个 立方 体面 对 面 连接 起 来 的 几何 体 。 证 明 有 可 能 由 多 米 诺 骨牌 构造 出 一 个 边 长 为 n 个 单位 的 立方 体 
当 且 仅 当 n 是 偶数 。 如 果 nn 是 奇数 ， 是 否 有 可 能 构造 出 一 个 边 长 为 n 个 单位 的 立方 体 ， 且 其 中 心 部 分 有 
一 个 1X1 的 洞 昵 ? (提示 : 把 一 个 边 长 为 个 单位 的 立方 体 看 成 是 由 nm 个 边 长 为 1 个 单位 的 立方 体 组 成 
的 ， 用 黑色 和 白色 交替 给 这 些 立 方 体 着 色 。) 


. 设 a 和 4 是 正 整数 且 a 是 5 的 因子 。 证 明 mXn 棋盘 有 a Xb 牌 的 完美 禾 盖 当 且 仅 当 a 既是 m 的 因子 又 是 


n 的 因子 ， 而 5 是 m 或 者 n 的 因子 。( 提 示 : 把 aX5 牌 分 割 成 a 个 1X5 牌 .) 


. 利用 练习 题 7 证 明 当 4 是 5 的 因子 时 ，mXn 棋盘 有 a Xb 上 牌 的 完美 徐 盖 当 且 仅 当 这 个 棋盘 有 平凡 完美 禾 


盖 ， 其 中 所 有 的 牌 都 指向 相同 的 方向 。 


. 证 明 当 4 不 是 5 的 因子 时 ， 练 习题 8 的 结论 不 一 定 成 立 。 

. 验证 不 存在 2 阶 幻 方 。 

. 利用 Loubere 的 方法 构造 7 阶 幻 方 。 

. 利用 Loubere 的 方法 构造 9 阶 幻 方 。 

. 构造 一 个 6 阶 幻 方 。 

- 证 明 3 阶 幻 方 的 中 心 位置 一 定 是 5。 试 推 证 正好 有 8 个 3 阶 幻 方 。 
. 能 否 尝 试 着 填充 下 面 的 部 分 方 格 而 得 到 一 个 4 阶 幻 方 ? 


2 3 
4 


. 用 整数 到 十 1 一 上 取代 阶 幻 方 中 的 每 一 个 整数 a， 证 明 得 到 的 是 一 个 n 阶 幻 方 。 
17. 


设 n 是 能 被 4 整除 的 正 整数 ， 即 "一 4m。 考 虑 下 面 构造 Xn 矩阵 的 方法 : 

(1) 依 序 从 左 到 右 ， 从 第 一 行 到 第 n 行 ,按照 顺序 1，2，…， wr 填充 这 个 矩阵 。 

(2) 把 上 面 得 到 的 矩阵 分 割 成 ze 个 4X4 的 小 矩阵 。 对 于 每 个 4x4 小 矩阵 的 两 条 对 角 线 上 的 数 =， 用 
4 的 “ 补 ” 丈 十 1 一 4 替换 掉 a。 

证 明 当 一 4 和 2=8 时 ， 这 样 的 构造 方法 产生 半 阶 幻 方 。 (实际 上 对 于 每 一 个 被 4 整除 的 n， 它 都 构造 

出 约 方 。) 

证 明 不 存在 2 阶 幻 方 体 。 

证 明 不 存在 4 阶 幻 方 体 。 

证 明 下 面 这 张 由 10 个 国家 {1，2，3，…，10} 组 成 的 地 图 能 用 3 种 颜色 但 不 少 于 3 种 颜色 着 色 。 如 果 

使 用 的 颜色 是 红色 、 白 色 和 蓝 色 ， 试 确定 不 同 着 色 的 方法 数 。 








(a) 是 否 存在 2 阶 幻 六 边 形 (magic hexagon)? 即 是 否 有 可 能 把 数字 1，2，3，…，7 排列 成 下 面 的 六 
边 形 阵 使 得 所 有 9 条 “ 线 ” 上 的 和 (连接 对 边 中 点 的 直线 所 穿 过 的 六 边 形 盒子 里 的 数 的 和 )》 都 相 
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[21] 
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[22| 


[23| 


22. 
23. 
24. 
25. 


26. 
27. 


28. 


29. 


30, 


31. 
32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 
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等 呢 ? 


“”(b) 构造 一 个 3 阶 幻 六 边 形 ， 即 把 整数 1，2，…，19 排列 成 幻 六 边 形 〈 一 条 边 上 有 三 个 整数 ) 使 得 所 


有 15 条 “ 线 ” 上 的 和 都 相等 〈 即 38) 。 
构造 一 对 4 阶 正 交 拉 丁 方 。 
构造 5 阶 拉丁 方 和 6 阶 拉丁 方 。 
求 构造 阶 拉丁 方 的 一 般 方法 。 
6X6 棋盘 被 18 张 多 米 诺 骨 牌 完美 覆盖 。 证 明 能 够 将 棋盘 沿 着 横向 或 纵向 切 成 非 空 的 两 块 而 不 切 到 任何 
一 张 多 米 诺 骨牌 ， 即 证 明 一 定 存在 断层 线 。 
构造 一 个 8X8 棋盘 的 多 米 诺 骨 牌 覆 盖 的 完美 覆盖 且 没有 断层 线 。 
确定 下 图 所 示 由 交叉 路 口 和 道路 组 成 的 系统 中 从 A 到 B 的 所 有 最 短路 径 。 道 路 上 的 数字 代表 某 种 度量 
单位 下 这 条 道路 的 长 度 。 








考虑 堆 的 大 小 分 别 为 1，2，4 的 3 堆 Nim 游戏 。 证 明 该 游戏 是 不 平衡 的 ， 并 确定 玩家 I 的 第 一 取 子 
方案 。 

堆 的 大 小 分 别 为 22，19，14 和 11 的 4 堆 Nim 游戏 是 平衡 的 还 是 非 平衡 的 ? 玩家 工 的 第 一 次 取 子 是 从 
大 小 为 19 的 堆 中 取 走 6 枚 硬币 ， 玩 家 开 的 第 一 次 取 子 应 该 是 什么 样 的 呢 ? 

考虑 堆 的 大 小 分 别 为 10，20，30，40，50 的 5 堆 Nim 游戏 。 这 局 游戏 是 平衡 的 吗 ? 确定 玩家 工 的 第 一 
次 取 子 方案 。 

证 明 玩 家 工 在 下 面 这 样 的 Nim 游戏 中 总 能 获胜 : 有 奇数 个 硬币 的 堆 的 数目 是 奇数 。 

证 明 在 最 大 不 平衡 位 是 第 7 位 的 非 平衡 Nim 游戏 中 ， 玩 家 工 通过 下 面 的 取 子 方案 总 可 以 平衡 这 局 游戏 ， 
从 任何 硬币 数 在 二 进 制 数 的 第 7 位 上 是 1 的 堆 中 取 走 硬币 。 

假设 我 们 更 改 Nim 游戏 的 目标 使 得 到 走 最 后 一 枚 硬币 的 玩家 为 输家 (misere 版 本 )。 证 明 下 面 的 策略 是 
必 胜 策略 : 游戏 进行 一 如 通常 的 Nim 游戏 ， 直 到 除了 一 堆 之 外 所 有 堆 都 只 含 一 枚 硬币 。 然 后 要 么 取 走 
这 例外 的 堆 的 所 有 硬币 ， 要 么 取 走 这 例外 的 堆 中 除 一 枚 外 的 所 有 硬币 ， 使 得 留 下 奇数 个 大 小 为 1 的 堆 。 
一 场 游戏 在 两 个 玩家 之 间 进 行 ， 交 替 轮 流出 场 如 下 : 这 局 游戏 从 空 堆 开始 。 当 轮 到 一 名 玩家 时 ， 他 可 
能 往 这 个 空 堆 中 加 入 1，2，3 或 者 4 枚 硬币 。 向 这 个 空 堆 加 和 第 100 枚 硬币 的 玩家 是 胜 者 。 确 定 是 第 一 
位 玩家 还 是 第 二 玩家 能 够 保证 在 这 局 游戏 中 取胜 。 必 胜 策略 是 什么 ? 

假设 在 练习 题 34 中 ， 向 空 堆 中 加 入 第 100 枚 硬币 的 玩家 是 输家 。 此 时 谁 获胜 ， 怎 样 获胜 ? 

有 8 人 参加 一 个 派对 ， 把 他 们 两 两 分 成 四 队 。 有 多 少 种 分 法 ? 〈 这 是 一 类 “ 非 结 构 ” 式 的 多 米 诺 骨牌 覆 
盖 问 题 .) 

阶 拉丁 方 是 办 等 的 〈idempotent) ， 如 果 整 数 {1，2，-…，n} 按 1，2，…， 7? 的 顺序 出 现在 对 角 线 位 
置 (1，1)，(2，2)，…，(n，7) 上 ; 它 是 对 称 的 〈symmetric)， 如 果 位 置 (;，7 上 的 整数 等 于 位 置 
(j,i 上 的 整数 ， 其 中 i 取 ;。 不 存在 2 阶 对 称 、 守 等 的 拉丁 方 。 构 造 一 个 3 阶 对 称 且 之 等 的 拉丁 方 。 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 
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证 明 不 存在 4 阶 对 称 且 考 等 的 拉丁 方 。 对 于 一 般 阶 拉丁 方 又 如 何 呢 (n 是 偶数 )? 
在 平面 上 取 任 意 2n 个 点 构成 集合 ， 其 中 没有 三 个 点 共 线 ， 然 后 随机 把 每 个 点 着 成 红色 或 者 蓝 色 。 证 明 
总 能 把 红 点 和 蓝 点 配对 ， 使 得 用 线段 连接 配对 时 这 些 线段 两 两 不 相交 。 





















































































































































考虑 nXn 棋盘 和 一 个 二 形 四 格 拼 板 《四 个 正方 连接 超 来 成 为 一 个 工 形 )。 证 明 如 果 这 个 棋盘 存在 世 形 
四 格 拼 板 覆盖 的 完美 覆盖 ,那么 7 可 以 被 4 整除 。 对 于 mXn 棋盘 情况 又 如 何 呢 ? 
求解 下 面 的 数 独 谜 题 。 
5 6 
sl i 17 
7|s 6| 才 | 
316 8 21415 
2 3 9 6 
5|117 2 8 | 3 
214 718 
4 3 
| 3 
求解 下 面 的 数 独 谜 题 。 
由 
7 11s14 8 
2 5 9 sll re 
6[T71 T3114 
3 2 
712 9 1 6 
8 3 4 2 5 
817|6l 2 
设 5, 表示 有 1 十 2 十 … 十 n 二 n(n 十 1)/2 个 方 格 的 楼 梯 式 棋盘 。 例 如 ，S， 如 下 图 所 示 : 
Xx Xx XxX 
x x 
XxX 














证 明 对 于 任意 的 * 之 1，S, 没有 多 米 诺 骨牌 完美 覆盖 。 

考虑 一 块 成 立方 体 的 木头 ， 其 边 长 是 3 英尺 。 我 们 希望 把 这 个 立方 体 切割 成 27 个 小 立方 体 ， 其 边 长 为 
1 英尺。 有 一 种 方法 可 以 实现 这 种 分 割 ， 那 就 是 一 共 切 6 刀 ， 每 一 个 方向 上 切 2 刀 ， 并 在 切割 时 保持 这 
个 立方 体形 状 不 变 。 如 果 在 切割 之 后 可 以 重新 排列 各 块 ， 那 么 是 否 有 可 能 用 更 少 的 切割 次 数 完成 上 述 
任务 呢 ? 25 
说 明 如 何 正 好 切割 6 次 就 把 一 个 边 长 为 3 英尺 的 立方 体 切割 成 27 个 边 长 为 1 英尺 的 小 立体 ， 而 且 在 两 
次 切割 之 间 重 新 排列 切割 的 各 块 形成 一 个 非 平 凡 的 排列 。 6 
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本 书 的 大 部 分 读者 都 会 有 一 些 处 理 简单 计数 问题 的 经 历 ， 因 此 很 可 能 熟悉 “排列 ”和 “组 
合 ” 的 概念 。 但 是 ， 有 经 验 的 计数 者 们 知道 ， 即 使 看 似 颇 为 简单 的 一 些 问 题 ， 也 可 能 在 它们 的 求 
解 过 程 中 出 现 诸 多 困难 。 众 所 周知 ， 要 学 好 数学 必须 去 做 数学 ， 在 这 里 尤其 如 此 ， 所 以 认真 的 学 
生 应 该 尝试 着 去 解决 大 量 的 问题 。 

本 章 探 讨 四 个 一 般 的 原理 及 它们 所 蕴涵 的 某 些 计 数 公 式 。 而 每 一 个 原理 又 给 出 也 要 讨论 的 
“ 补 ” 原 理 。 最 后 我 们 陈述 这 些 原理 在 有 限 概 率 方面 的 应 用 。 


2. 1 四 个 基本 的 计数 原理 


第 一 个 原理 ?是 非常 基础 性 的 原理 ， 它 是 全 体 等 于 其 各 部 分 之 和 这 一 原理 的 公式 表示 。 

设 S 是 集合 。 集 合 S 的 一 个 划分 〈partition) 是 满足 下 面条 件 的 S 的 子 集 S, ，S: ，…，S。 
的 集合 ， 即 使 得 S 的 每 一 个 元 素 恰好 只 属于 这 些 子 集中 的 一 个 子 集 : 

S 一 S US U… US3。 
SSNS=g (GD 

因此 ， 集 合 Sl ，S: ，*…，S。 是 两 两 不 相交 的 集合 ， 它 们 的 并 集 是 S。 子 集 S ，S: ，…，5,, 称 为 
该 划分 的 部 分 (part)。 我 们 注意 到 ， 根 据 这 个 定义 ， 划 分 的 部 分 可 以 是 空 的 , 不 过 ， 考 虑 带 有 
一 个 或 多 个 空 部 分 的 划分 通常 没有 意义 。 集 合 S 的 对 象 数 目 记 作 |1S|， 有 时 称 之 为 S 的 大 小 
(size) 。 

加 法 原理 ” 设 集 合 S 被 划分 成 两 两 不 相交 的 部 分 Si，S ，…，So。 则 S 的 对 象 数 目 可 以 通 
过 确定 它 的 每 一 个 部 分 的 对 象 数目 并 如 此 相 加 而 得 到 : 

1sSl= 1sS | 二 1S | 十 … 十 15,| 

如 果 允 许 集 合 S; ，S: ，…，S,, 相交 ， 那 么 就 可 以 使 用 第 6 章 中 的 一 个 更 深刻 的 原理 ， 即 容 
斥 原 理 来 计数 S 的 对 象 数目 。 

在 运用 加 法 原理 时 ， 我 们 通常 描述 式 地 定义 部 分 。 换 句 话说， 把 问题 分 割 成 若干 穷尽 所 有 可 
能 的 互相 排斥 的 情况 。 运 用 加 法 原理 的 技巧 就 是 把 集合 S 划分 成 可 计数 的 “ 易 处 理 部 分 "， 即 划 
分 成 我 们 已 经 能 够 计数 的 部 分 。 但 是 这 名 陈述 还 需要 具体 说 明 。 如 果 把 S$ 划分 成 太 多 的 部 分 ， 那 
么 我 们 就 是 在 给 自己 找 麻烦 。 例 如 ， 如 果 把 S 划分 成 一 些 部 分 ， 使 得 每 部 分 只 含有 一 个 对 象 ， 那 
么 应 用 加 法 原理 就 等 同 于 计数 各 个 部 分 的 对 象 数目 ， 而 这 基本 上 也 等 同 于 列 出 S 的 所 有 对 象 。 因 
此 ， 更 适当 的 描述 应 该 是 ， 运 用 加 法 原理 的 技巧 是 把 集合 S 划分 成 少量 的 易 处 理 部 分 。 

例子 ”假设 想 求 出 威斯康星 大 学 麦迪 逊 分 校 所 开设 的 不 同 课程 的 数目 。 我 们 按照 列 出 这 些 
课程 的 系 来 划分 它们 。 假 设 没有 交叉 列 出 〈 当 一 门 课程 出 现在 两 个 以 上 的 系 的 课程 表 中 时 ， 就 出 
现 了 交叉 列 出 的 情况 )， 则 该 大 学 开设 的 课程 数目 等 于 每 个 系 开设 的 课程 数目 的 和 。 口 

日 根据 The Random House College Dicrionary，Revised Edition (1997)， 原理 是 : (1) 一 个 已 被 接受 的 或 者 专业 


的 操作 或 者 行为 法 则 ，(2) 一 个 基本 定律 、 公 理 或 学 说 ,这 一 节 中 我 们 所 说 的 原理 就 是 求解 计数 问题 中 的 基本 
数学 定律 和 重要 操作 法 则 。 
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用 选择 的 术语 给 出 加 法 原理 的 另 一 种 描述 如 下 : 如 果 有 p 种 方法 能 够 从 一 堆 中 选 出 一 个 物 
体 ， 又 有 g 种 方法 从 另外 一 堆 中 选 出 一 个 物体 ， 那 么 从 这 两 堆 中 选 出 一 个 物体 有 卢 十 g 种 方法 。 
这 种 形式 的 加 法 原理 显然 可 以 推广 到 多 于 两 堆 的 情况 。 

例子 一 名 学 生 想 选修 一 门 数学 课程 或 一 门生 物 课程 ,但 两 者 不 能 同时 都 选 。 如 果 现 有 4 门 
数学 课程 和 3 门生 物 课程 供 该 学 生 选 择 ， 那 么 该 学 生 有 4 十 3 一 7 种 方法 选择 一 门 课程 。 

第 二 个 计数 原理 要 稍微 复杂 一 些 。 我 们 以 两 个 集合 为 俩 陈述 这 个 原理 ,但 是 同样 它 也 可 以 
推广 到 任意 有 限 多 个 集合 的 情形 。 

乘法 原理 令 S 是 对 象 的 有 序 对 (a,， Bb) 的 集合 ， 其 中 第 一 个 对 象 a 米 自 大 小 为 思 的 一 个 集 














合 ， 而 对 于 对 象 w 的 每 个 选择 ， 对 象 b 有 9g 种 选择 。 于 是 ， S 的 大 小 为 户 Xd: 
|S|= pxXg 
实际 上 ， 乘 法 原理 是 加 法 原理 的 一 个 推论 。 设 a: ，4; ，…，as 是 对 象 a 的 zp 个 不 同 选择 。 


我 们 把 S 划分 成 部 分 5S;,，Ss,，…，S,， 其 中 S; 是 S 中 第 一 个 对 象 为 ai(i 一 1，2，…，z) 的 有 序 
对 的 集合 。 每 个 S; 的 大 小 为 ag， 根据 加 法 原理 有 
1S|= |Si| 十 S| 二 … 十 15,| 二 g 十 g 十 … 十 gp 个 g) = pxXg 

上 述 推导 过 程 中 用 到 了 整数 的 乘法 就 是 重复 的 加 法 这 样 的 基本 事实 。 

乘法 原理 的 第 二 种 实用 形式 是 ， 如 果 第 一 项 任务 有 彤 个 结果 ， 而 不 论 第 一 项 任务 的 结果 如 
何 ， 第 二 项 任务 都 有 qd 个 结果 ， 那 么 ， 这 两 项 任务 连续 执行 就 有 pXg 个 结果 。 

例子 ”一 名 学 生 要 修 两 门 课程 。 第 一 门 课 可 以 安排 在 上 午 3 个 小 时 中 的 任 一 小 时 ， 第 二 门 课 
则 可 以 安排 在 下 午 4 个 小 时 的 任 一 小 时 。 该 学 生 可 能 的 课程 安排 数量 是 3X4=12。 口 

上 面 已 经 提 到 ,乘法 原理 可 推广 到 3，4 及 任意 有 限 多 个 集合 的 情形 。 下 面 给 出 * 一 3 和 n= 二 4 
的 例子 ， 我们 不 针对 n 个 集合 的 情形 给 出 一 般 的 公式 ，。 

例子 ”粉笔 的 长 度 有 3 种， 颜色 有 8 种， 直径 有 4 种 。 那 么 有 多 少 种 不 同类 型 的 粉笔 ? 

为 了 确定 某 种 类 型 的 粉笔 我们 要 执行 3 项 不 同 的 任务 (这 3 项 任务 的 选取 顺序 不 影响 最 后 
的 结果 ): 选择 一 种 长 度 ， 选 择 一 种 颜色 ， 选 择 一 种 直径 。 根 据 乘法 原理 可 知 ， 共 有 3X8X4= 
96 种 不 同 的 粉笔 。 口 

例子 从 5 名 男士 、6 名 女士 、2 名 男孩 和 4 名 女孩 中 选择 一 男 一 女 一 男孩 和 一 女孩 的 方法 
共有 5X6X2X4 一 240 种 。 

原因 是 我 们 要 执行 4 项 不 同 的 任务 : 选择 一 名 男士 (有 5 种 方法 )， 选 择 一 名 女士 (有 6 种 方 
法 )， 选 择 一 名 男孩 (有 2 种 方法 )， 选 择 一 名 女孩 (有 4 种 方法 )。 另 外 ， 如 果 要 想 求 出 选取 一 个 
人 的 方法 数 ， 那 么 答案 则 是 5 十 6 十 2 十 4 一 17 种 。 这 一 结果 来 自 于 4 堆 的 加 法 原理 。 口 

例子 ”确定 下 面 这 个 数 








3XxX5:*X11l’ X13 
的 正 整 数 因子 的 个 数 。 
3，5，11 和 13 都 是 素数 。 根 据 算术 基本 定理 ， 每 个 因子 都 有 
3 XX1X13 
的 形式 ， 其 中 0 志 ; 志 4，0 志 j 志 2，0 坟 k 志 7，0 志 /过 8。i 有 5 种 选择 ，j; 有 3 种 选择 ,上 有 8 种 选 
择 ， 而 上 有 9 种 选择 。 根 据 乘法 原理 ， 因 子 总 数 为 
5X3x8x9=1080 
在 乘法 原理 中 ， 对 象 b 的 g 种 选择 可 以 随 着 a 的 选择 而 变化 。 唯 一 的 要 求 是 ， 选 择 的 个 数 应 
是 相同 的 g 个 ， 而 不 必 是 相同 的 选择 。 
例子 有 多少 各 位 数字 互 不 相同 且 各 位 数字 非 零 的 两 位 数 ? 
我 们 可 以 把 一 个 两 位 数 ab 看 成 是 一 个 有 序 对 (a,，b)， 其 中 4a 是 十 位 数字 而 5 是 个 位 数字 。 
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此 问题 要 求 的 是 这 两 个 数字 都 不 能 是 0， 而 且 它 们 不 相等 。 对 于 “来 说 有 9 种 选择 ， 即 1， 
2，……，9。 一 旦 选 定 a， 则 5b 就 有 8 种 选择 。 如 果 a 二 1， 那么 5 的 8 种 选择 是 2，3，…，9; 如 
果 4 二 2， 那 么 6 的 8 种 选择 是 1，3,…，9; 等 等 。 应 用 乘法 原理 的 重要 性 在 于 ,4 的 选择 总 是 8 
种 。 根 据 乘法 原理 ， 本 题 的 答案 为 9X8 一 72。 

我 们 还 可 以 用 另外 的 方法 得 到 答案 72。 两 位 数字 数 共 有 90 个 : 10，11，12，…，99。 其 
中 ， 有 9 个 两 位 数 含 有 0 ( 即 10，20，…，90)， 有 9 个 两 位 数 各 位 相等 〈 即 11 ，22，…，99)。 
因此 ， 各 位 互 不 相同 且 非 零 的 两 位 数字 的 个 数 等 于 90 一 9 一 9 一 72。 口 

上 面 的 例子 说 明了 两 个 想法 。 其 一 是 ， 一 个 计数 问题 可 能 有 多 种 方法 求 得 答案 。 其 二 是 ， 为 
了 求 出 集合 A 的 对 象 数目 〈 本 题 是 各 位 互 不 相同 且 各 位 非 零 的 两 位 数 集合 ) ， 像 下 面 这 样 做 也 许 
更 容易 些 : 先 求 包含 A 的 一 个 更 大 集合 U 〈 在 上 面 的 例子 中 ， 这 个 集合 就 是 所 有 两 位 数 的 集合 ) 
的 对 象 数目 ， 然 后 再 减 去 U 中 不 属于 A 的 对 象 数目 (包含 0 或 两 个 位 上 的 数字 相同 的 两 位 数 )。 
我 们 把 这 个 想法 陈述 为 下 面 的 第 三 个 原理 。 

减法 原理 令 A 是 一 个 集合 , 而 是 包含 A 的 更 大 集合 。 设 

A=U\A= {rEU.r& A) 
是 A 在 UU 中 的 补 (complement)。 那 么 A 中 的 对 象 数目 |A | 由 下 列 法 则 给 出 : 
14|= |UI 一 14| 
在 应 用 减法 原理 时 ,集合 U 通常 是 包含 讨论 中 所 有 对 象 的 某 个 自然 集合 〈 即 所 谓 的 泛 集 
(universal set) ) 。 只 有 在 与 计数 A 中 对 象 数 目 相 比 更 容易 计数 U 和 A 的 对 象 数 目 时 ， 使 用 减法 

原理 才 会 有 效 。 

例子 ”计算 机 密码 是 由 取 自 于 数字 0，1，2，…，9 的 数字 和 取 自 于 小 写字 母 c，/，c，…， 
z 的 字母 组 成 的 长 度 为 6 的 字符 串 。 有 多 少 个 有 重复 字符 的 计算 机 密码 ? 

我 们 想 要 计算 有 重复 字符 的 计算 机 密码 的 集合 A 中 的 对 象 数目。 令 UU 是 所 有 计算 机 密码 的 
集合 。 取 A 在 中 的 补 ， 我 们 得 到 没有 重复 字符 的 计算 机 密码 的 集合 4。 应 用 两 次 乘法 原理 ， 


可 以 得 到 
IU|= 36° = 2 176 782 336 
和 
1A|= 36. 35. 34.33.:32.31= 1402410240 
因此 ， 有 


|A|= 1IUI 一 14|=2176782336 一 1402410 240 = 774 372 096 口 
现在 我 们 陈述 本 节 最 后 一 个 原理 。 
除法 原理 ” 令 S 是 一 个 有 限 集合 ， 把 它 划 分 成 上 个 部 分 使 得 每 一 部 分 包含 的 对 象 数目 相同 。 
于 是 ， 此 划分 中 的 部 分 的 数目 由 下 述 公式 给 出 : 


| 


_ | S 
在 一 个 部 分 中 的 对 象 数目 
因此 ， 如 果 我 们 知道 S 中 的 对 象 数 目 以 及 各 部 分 所 含 对 象 数目 的 共同 值 ， 就 可 以 确定 部 分 
的 数目 。 
例子 “在 一 排 铝 巢 中 有 740 只 铝 子 。 如 果 每 个 合生 含有 5 只 例子， 那么 鸽 梨 的 数目 为 


740 _ 
5 一 148 口 


除法 原理 更 深奥 的 应 用 将 在 本 书 稍 后 给 出 。 现 在 考虑 下 一 个 例子 。 
例子 ”你 想 送 给 Mollie 大 婕 一 篮 水果 。 在 你 的 冰箱 里 有 6 个 橘子 和 9 个 苹果 。 唯 一 的 要 求 是 
篮子 内 必须 至 少 有 一 个 水 果 《〈 即 不 容许 水 果 篮 是 空 的 ) 。 有 多 少 种 不 同 的 水 果 篮 ? 
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一 种 计数 水 果 篮 数目 的 方法 如 下 。 首 先 ， 忽 略 篮子 不 能 是 空 的 要 求 。 后 面 再 把 这 个 要 求 补 进 
去 。 一 篮 水 果 与 另 一 篮 水 果 的 区 别 是 篮子 内 的 橘子 数 和 苹果 数 。 对 于 橘子 的 数目 有 7 种 选择 (0， 
1，…，6)， 而 对 于 蔷 果 的 数目 有 10 种 选择 (0，1，…，9)。 根 据 乘法 原理 ， 有 7X10=70 种 可 
能 的 不 同 水 果 篮 。 扣 除 空 篮 子 这 种 可 能 ， 答 案 是 69。 注 意 ， 如 果 不 和 暂时 忽略 篮子 非 空 的 要 求 ， 
那么 苹果 数目 是 9 种 还 是 10 种 选择 要 依赖 于 橘子 数 是 不 是 0， 因 此 我 们 也 就 不 能 直接 应 用 乘法 
原理 来 计算 了 。 但 是 ， 还 有 下 面 的 另 一 种 解法 。 把 这 些 非 空 水 果 篮 划分 成 两 个 部 分 S 和 S: ， 其 
中 S, 是 没有 橘子 的 那些 水 果 篮 ，S: 是 至 少 装 有 一 个 橘子 的 那些 水 果 人 篮 。Si 的 大 小 是 9 (1， 
2，…，9 个 苹果 )，S; 的 大 小 根据 上 面 的 推理 为 6X10==60。 由 加 法 原理 可 知 ， 可 能 的 水 果 复 的 
数目 是 9 十 60 一 69。 

在 前 面 的 例子 中 我 们 做 了 一 个 含 著 的 假设 ， 现 在 应 该 把 它 公 开 。 在 求解 过 程 中 ， 我 们 假设 橘 
子 与 桶 子 之 间 没 有 区 别 ， 苹 果 与 苹果 之 间 也 没有 区 别 。 于 是 ， 装 一 篮 水 果 的 关键 不 是 哪些 苹果 和 
哪些 橘子 装 进 了 篮子 ， 而 仅仅 是 每 种 水 果 的 数量 。 如 果 我 们 在 各 个 棋子 之 间 和 各 个 于 果 之 间 加 
以 区 别 (一 个 橘子 是 圆 的 ， 男 一 个 有 磋 伤 ， 第 三 个 守 多 等 )， 那 么 秘 子 的 数目 就 会 增 大 。 我 们 将 
在 3.5 节 再 回 到 这 个 例子 中 来 。 

在 考察 更 多 例子 之 前 ， 我 们 先 讨论 一 些 一 般 的 想法 。 

很 多 计数 问题 都 可 归 类 为 下 面 的 类 型 之 一 : 

(1) 计数 对 象 的 有 序 排列 的 个 数 或 对 象 的 有 序 选择 的 个 数 

a) 任何 对 象 都 不 重复 ; 
b) 允许 对 象 重复 〈 但 可 能 是 有 限制 的 ) 。 
(2) 计数 对 象 的 无 序 排列 数目 或 者 对 象 的 无 序 选 择 数 目 
a) 任何 对 象 都 不 重复 ; 
b) 允许 对 象 重复 (但 可 能 是 有 限制 的 )。 

有 时 候 不 区 分 是 否 允 许 对 象 重复 ， 而 区 分 是 从 集合 还 是 从 多 重 集合 中 进行 选择 也 许 会 更 方 
便 。 多 重 集合 (multiset) 除 其 成 员 不 必 不 同 外 与 集合 一 样 9 。 例 如 ， 我 们 可 以 构建 由 三 个 c， 一 
个 5， 两 个 c 和 四 个 4d 组 成 的 多 重 集合 M。 即 ，M 有 4 种 不 同类 型 的 10 个 元 素 : 类 型 a 有 3 个 ， 
类 型 bp 有 1 个 ， 类 型 < 有 2 个 ， 类 型 4 有 4 个 。 通常 我 们 这 样 给 出 多 重 集合 : 指出 其 中 不 同类 型 
的 元 素 出 现 的 次 数 。 因 此 ，M 可 以 表示 为 {3*a, 1'b, 2+c,4*，d})。 数 3，1,，2 和 4 是 多 重 
集合 M 的 重复 数 。 集 合 是 重复 数 皆 等 于 1 的 多 重 集 合 。 为 了 包含 上 面 所 列 的 情况 bl)， 即 不 限制 
各 类 型 对 象 出 现 的 次 数 〈 除 受 排列 的 大 小 的 限制 以 外 ) ， 我 们 允许 有 无 限 大 的 重复 数 8 。 于 是 ， 当 
一 个 多 重 集合 的 成 员 a 和 < 有 无 穷 大 重复 数 ， 而 5 和 4 的 重复 数 分 别 是 2 和 4 时， 这 个 多 重 集合 表 
示 为 {co，a,， 2，b， coco，c，4，d}。 (1) 中 考虑 到 顺序 的 放置 或 选择 通常 称 为 排列 〈permuta- 
tion) ， 而 〈2) 中 与 顺序 无 关 的 放置 或 选择 称 为 组 合 〈combination) 。 下 面 两 节 中 我 们 将 开发 若干 集 
合 及 多 重 集合 的 排列 数 和 组 合 数 的 通用 公式 。 但 是 ， 并 非 所 有 的 排列 和 组 合 问题 都 能 够 用 这 些 公 
式 解 决 。 我 们 常常 需要 利用 基本 的 加 法 原理 、 减 法 原理 、 乘 法 原理 和 除法 原理 来 解决 这 些 问题 。 

例子 在 1000 和 9999 之 间 有 多 少 各 位 不 相同 的 奇数 ? 

在 1000 和 9999 之 间 的 一 个 数 就 是 4 个 数字 的 一 个 有 序 放置 。 因 此 ， 要 求 计 数 特定 排列 的 集 
合 。 我 们 要 做 4 种 选择 : 个 位 数字 、 十 位 数字 、 百 位 数字 以 及 千 位 数字 。 因 为 要 计数 的 数 是 奇 

















加 ”因此 多 重 集合 破坏 了 集合 的 一 个 重要 的 法 则 ， 即 在 集合 中 元 素 是 不 可 重复 的 一 一 它们 或 者 在 这 个 集合 中 或 者 不 
在 这 个 集合 中 。 集合 {ea，“，2} 与 集合 {a，6} 是 同一 个 集合 ， 但 是 作为 多 重 集合 它们 却 是 不 同 的 。 

加 ”如果 我 们 想 要 遵守 标准 集合 论 的 记 法 ， 就 需要 用 有 序 对 来 指明 多 重 集 合 M,， 如 { (ae，3)，(b，1)，(c，2)， 
《qd，4)》。 

旧 不 存在 令 我 们 担心 的 不 同 大 小 的 无 穷 大 的 情况 。 
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数 ， 所 以 个 位 数字 可 以 是 1，3，5，7，9 中 的 任 一 个 。 十 位 数字 和 百 位 数字 可 以 是 0，1，…，9 
中 的 任何 一 个 ， 而 千 位 数字 可 以 是 1，2，…，9 中 的 任意 一 个 。 因 此 ， 个 位 数字 有 5 种 选择 。 因 
为 各 位 数字 要 互 不 相同 ， 所 以 不 论 个 位 数字 选择 的 是 什么 ， 千 位 数字 都 有 8 种 选择 。 于 是 ， 不 论 
之 前 两 位 数字 选择 的 是 什么 ， 百 位 数字 都 有 8 种 选择 ， 不 论 之 前 3 位 数字 选择 的 是 什么 ， 十 位 数 
字 都 有 ?7 种 选择 。 于 是 ， 根 据 乘法 原理 ， 本 题 的 答案 是 5X8X8X7 一 2240。 口 

假设 在 前 面 的 例子 中 我 们 以 相反 的 顺序 进行 选择 : 首先 选 千 位 数字 ， 然 后 再 选 百 位 数字 、 十 
位 数字 和 个 位 数字 。 千 位 数字 有 9 种 选择 ， 然 后 百 位 数字 有 9 种 选择 (因为 可 以 使 用 数字 0)， 
十 位 数字 有 8 种 选择 ， 但 是 现在 个 位 数字 (必须 是 奇数 ) 的 选择 必须 依赖 于 前 面 的 各 个 选择 了 。 
如 果 还 没有 选 到 奇数 数字 ， 那 么 个 位 数字 的 选择 个 数 就 是 5; 如 果 选 择 了 一 个 奇数 ， 那 么 个 位 数 
字 的 选择 个 数 就 是 4; 等 等 。 这 样 一 来 ， 如 果 以 相反 的 顺序 进行 选择 ， 就 不 能 应 用 乘法 原理 了 。 

[33] 从 这 个 例子 中 我 们 学 到 两 点 。 第 一 点 是 只 要 对 一 个 任务 的 选择 个 数 的 答案 用 到 “依赖 于 ”( 或 类 

似 的 词语 )， 那 么 就 不 能 用 乘法 原理 。 第 二 点 是 如 果 一 个 任务 的 执行 没有 一 个 固定 的 顺序 ， 那 么 
通过 改变 任务 的 执行 顺序 ， 一 个 问题 就 可 能 变 得 更 容易 用 乘法 原理 而 得 到 解决 。 要 牢记 一 个 经 
验 法 则 : 优先 选择 约束 性 最 强 的 选择 。 

例子 在 0 和 10 000 之 间 有 多 少 个 整数 恰好 有 一 位 数字 是 5? 

令 S 为 在 0 和 10000 之 间 恰 好 有 一 位 数字 是 5 的 整数 的 集合 。 

解法 一 : 我 们 对 S 做 如 下 划分 : S, 是 S 中 的 一 位 数 的 集合 ，S: 是 S 中 的 两 位 数 的 集合 ，Ss 
是 S 中 的 三 位 数 的 集合 ，S, 是 S 中 的 四 位 数 的 集合 。S 中 没有 五 位 数 。 显 然 ， 我 们 有 

IS|=1 

S, 的 数 很 自然 地 分 成 两 种 类 型 ，(1) 个 位 数字 是 5，(2) 十 位 数字 是 5。 第 一 种 类 型 的 数 的 数目 
是 8 (十 位 数字 既 不 能 是 0 也 不 能 是 5)。 第 二 种 类 型 的 数 的 数目 为 9 (个 位 数字 不 能 是 5)。 


因此 ， 
|S:1|= 8+9=17 
用 类 似 的 推理 我 们 得 到 
|S:|=8xX9+8x9+9X9= 225 
以 及 
|S|=8xX9x9+8xX9x9++8xX9x9+9xX9x9= 2673 
因此 


1S|= 1 十 17 十 225 十 2673 一 2916 
解法 二 : 通过 添加 前 导 零 (如 6 看 作 0006，25 看 作 0025，352 看 作 0352)， 可 以 把 S 中 的 每 
一 个 数 都 当 作 4 位 数 。 现 在 我 们 根据 数字 5 是 位 于 第 1 位 、 第 2 位 、 第 3 位 还 是 第 4 位 而 把 S 划 
分 成 Si，S，;，Ss3 和 S+。 这 4 个 集合 中 的 每 一 个 都 含有 9X9X9 王 729 个 整数 ， 从 而 S 所 含 整数 
的 数目 等 于 
4X729 一 2916 口 
例子 ”由 数字 1， 1，1，3，8 可 以 构造 出 多 少 个 不 同 的 5 位 数 ? 
这 里 要 求 我 们 计数 一 个 多 重 集 合 的 排列 数 ， 这 个 多 重 集合 是 第 一 种 类 型 的 对 象 有 3 个 ， 第 二 
种 类 型 的 对 象 有 1 个 ， 第 三 种 类 型 的 对 象 有 1 个 。 实 际 上 我 们 只 有 两 种 选择 : 数字 3 要 放置 在 哪 
[34] 个 数位 上 (有 5 种 选择 )， 然 后 是 数字 8 要 放置 在 哪个 数位 上 (有 4 种 选择 )。 其 余 3 个 数位 由 3 
个 1 占据 。 根 据 乘法 原理 ， 答 案 是 5X4 王 20。 
如 果 所 给 定 的 5 个 数 是 1，1，1，3，3， 则 答案 就 是 10， 是 上 例 的 一 半 。 口 
这 些 例 子 清楚 地 表明 ， 精 通 加 法 原理 和 乘法 原理 对 于 成 为 专业 计数 专家 是 必 不 可 少 的 。 
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2.2 集合 的 排列 


令 r 是 正 整 数 。 说 到 一 个 n 元素 集合 S 的 r 排列 ， 我 们 理解 为 n 个 元 素 中 的 r 个 元 素 的 有 序 
放置 。 如 果 S={a, 5，c}， 那么 S$ 的 3 个 1 排列 是 
a be 
S 的 6 个 2 排列 是 
ap ac hh KK oa 
S 的 6 个 3 排列 是 
ac ab pc ba cp Pa 
集合 5 没有 4 排列， 因为 S 的 元 素 个 数 少 于 4。 

我 们 用 PC(n，r) 表示 n 元 素 集合 的 r 排列 的 数目 。 如 果 r 二 n， 则 P(n，r) 一 0。 显然 ， 对 每 
个 正 整 数 n，P(n，1) 二 n。n 元 素 集合 S 的 ”排列 将 更 简单 地 称 为 S 的 排列 或 n 个 元 素 的 排列 。 
因此 ， 集 合 S 的 一 个 排列 就 是 以 某 种 顺序 出 现 的 S 的 所 有 元 素 的 一 一 个 列表 。 上 面 我 们 已 经 看 到 
P(3, 1)=3, P(3, 2) 二 6 和 P(3，3) 一 6 

定理 2.2.1 对 于 正 整 数 n 和 r， -nr 有 

PCzr) 一 721X(C 一 1)X…X(2 一 rr 十 1) 

证 明 在 构建 元 素 集 合 的 r 排列 时 ， 我 们 可 以 用 种 方法 选择 第 一 项 ， 不 论 第 一 项 如 何 选 
出 ， 都 可 以 用 n 一 1 种 方法 选择 第 二 项 ，…， 不论 前 r 一 1 项 如 何 选 出 ， 都 可 以 用 ”一 (r 一 1) 种 方 
法 选择 第 +r 项。 根据 乘法 原理 ,这 7 项 可 以 用 nX(n 一 1)X…X(n 一 r 十 1) 种 方法 选 出 。 口 

对 于 非 负 整数 >， 我 们 定义 n! 〈 读 作 的 阶乘 ) 如 下 : 

nl =nX(n—1)X..… XxX2x]1 
并 约定 0! 二 1。 于 是 可 以 写成 


n! 
Pn = i 


对 于 上 面 的 x 之 0， 我 们 定义 P(n，0)》 等 于 1， 而 这 正 与 +=0 时 的 公式 一 致 。# 个 元 素 的 排列 
数 为 
1 
Pln,n) = 0 =n! 


例子 使 用 字母 a, b,c，d,。 构 造 四 字母 “ 词 "， 其 中 每 个 字母 最 多 使 用 一 次 ， 这 样 的 “ 词 ” 
51 





























的 数目 等 于 P(5，4) 二 55 二 4)1 一 120。 由 这 些 字母 构成 的 5 字母 词 的 数目 是 P(5，5) 一 120。 口 

例子 “15 迷 阵 ”由 15 个 滑动 方块 组 成 ， 各 方块 分 别 标 有 数字 1 到 三) | | 313 
15， 并 把 它们 摆 放 在 如 图 2-1 所 示 的 4X4 方 框 内 。 该 迷 阵 的 挑战 是 从 给 | 5 | 7 
定 的 初始 位 置 把 诸 方块 移动 到 任意 指定 的 位 置 〈 这 一 挑战 不 是 本 问题 要 解 4 | ol ln 
决 的 课题 )。 这 里 的 位 置 指 的 是 在 方 框 内 这 15 个 标 有 数字 的 方块 的 一 种 扎 | 3 | 4 | 
放 方法 ， 其 中 有 一 个 方块 是 空 的 。 本 迷 阵 中 位 置 的 总 数 是 多 少 (不 考虑 是 > 


否 有 可 能 从 初始 位 置 移动 到 此 位 置 )? 
这 个 问题 等 价 于 确定 把 数字 1，2，…，15 分 配 到 4X4 的 16 个 方 格 中 ， 并 留 出 一 个 方 格 的 
方法 数目 。 因 为 我 们 可 以 把 数 16 分 配 到 空白 格 中 ， 因 此 该 问题 又 等 价 于 确定 将 1，2，…，16 分 
配 到 16 个 方 格 的 方法 数目 ， 而 这 正 是 PC16，16) =161， 
那么 把 数字 1，2，…，15 分 配 到 6X6 方 格 中 ,并 留 出 21 个 空格 的 方法 数目 又 是 多 少 呢 ? 
这 些 分 配方 案 对 应 于 36 个 方 格 的 15 排列 : 对 于 将 1，2，…，15 分 配 到 36 个 方 格 中 的 15 个 方 
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格 的 分 配方 案 ， 我 们 把 它 与 36 个 方 格 的 15 排列 联系 起 来 ， 首 先 放置 标 有 数字 1 的 方 格 ， 第 二 个 


放置 的 是 标 有 2 的 方 格 ， 以 此 类 推 。 因 此 分 配方 案 的 总 数 是 P(36， 15)= 站 1。 口 


例子 ”将 字母 表 中 的 26 个 字母 排序 ， 使 得 元 音字 母 a, e，i，o,，z 中 任意 两 个 都 不 能 连续 
出 现 ， 这 种 排序 方法 的 总 数 是 多 少 ? 

该 问题 的 解 〈 像 许多 计数 问题 一 样 ) 一旦 看 出 如 何 去 做 则 可 立刻 得 出 。 我 们 考虑 要 完成 两 个 
主要 任务 。 第 一 个 任务 是 决定 如 何 排序 辅音 字母 。 总 共有 21 个 辅音 字母 ， 所 以 辅音 字母 的 排列 
数 是 21!1。 因 为 在 我 们 最 终 的 排列 中 ， 不 能 出 现任 意 两 个 连续 的 元 音字 母 ， 所 以 这 些 元 音字 和 母 必 
须 放 在 这 些 辅音 字母 前 面 、 后 面 和 它们 中 间 的 22 个 空位 上 。 第 二 个 任务 是 把 这 些 元 音字 母 放 人 
这 些 位 置 上 。 对 于 a 有 22 个 位 置 ， 对 于 有 21 个 位 置 , i 有 20 个 位 置 , 。 有 19 个 位 置 , “有 18 
个 位 置 。 就 是 说 ， 完 成 第 二 个 任务 的 方法 数 是 

22! 


P(22,5) = 171 


根据 乘法 原理 ， 有 序 摆 放 26 个 字母 使 得 元 音字 母 4a，e，i，o， & 中 任意 两 个 都 不 连续 出 现 的 方 
法 数 为 
1 
21! x 71 口 

例子 取 自 (1，2，…，9} 的 所 有 7 位 数 中 有 多 少 各 位 互 不 相同 ， 且 数字 5 和 6 不 连续 出 
现 的 7 位 数 ? 

我 们 要 计数 集合 {1，2.…，9} 的 某 些 7 排列 ， 并 把 这 些 7 排列 划分 成 4 种 类 型 ，(1) 在 7 
位 数字 中 5 和 6 均 不 出 现 ; (2) 5 可 以 出 现在 某 位 置 上 ,但 6 不 出 现 ; (3) 6 可 以 出 现在 某 位 置 
上 , 但 5 不 出 现 ; (4) 5 和 6 都 出 现在 7 位 数字 中 。 类 型 (1) 是 {1，2，3，4，7，8,，9)} 的 7 
排列 ， 它 们 的 总 数 是 PC(7，7)=71 二 5040。 类 型 (2) 的 排列 计数 如 下 : 数字 5 可 以 出 现在 7 位 
数字 中 的 任何 数位 上 ， 其 余 6 位 数字 是 {1，2，3，4，7，8，9}) 的 一 个 6 排列 。 因 此 类 型 (2) 
的 7 位 数 有 ?7P(7，6) 王 7(71) 一 35 280 个 。 类 似 地 ， 我们 看 到 类 型 (3) 的 7 位 数 有 35 280 个 。 
为 了 计数 类 型 (4) 的 排列 数目 ， 我 们 把 类 型 (4) 划分 成 三 部 分 : 

第 一 位 数字 等 于 5， 所 以 第 二 位 就 不 能 等 于 6: 

5 关 6 

于 是 ， 放 置 数 字 6 有 5 个 位 置 。 其 他 5 个 数字 构成 7 位 数字 (1，2，3, 4，7，8，9} 的 5 排列 。 
因此 ， 该 部 分 有 








5X P(7.5) 一 5X 区 一 12 600 


个 7 位 数 。 
最 后 一 位 数字 是 5， 所 以 其 前 面 的 数位 不 能 等 于 6: 
天 6 5 
通过 类 似 于 前 面 的 论述 ， 我 们 得 到 该 部 分 也 有 12 600 个 7 位 数 。 
数字 5 出 现在 首尾 之 外 的 其 他 位 置 上 : 
天 6 5 尖 6 
被 5 占据 的 位 置 是 中 间 5 个 位 置 中 的 任意 一 个 位 置 。 于 是 ，6 的 位 置 可 用 4 种 方法 选择 。 其 余 5 
个 数字 构成 7 位 数字 {1，2，3，4，7，8，9} 的 一 个 5 排列。 因此 此 分 类 中 的 7 位 数 有 5 义 4 义 
PC7，5) 一 50 400 个 。 从 而 ， 类 型 (4) 中 有 | 
2(12 600) 十 50 400 一 75 600 
个 7 位 数 。 根 据 加 法 原理 ， 本 题 答案 为 
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5040 十 2(35 280) 十 75 600 二 151 200 
我 们 刚才 给 出 的 求解 过 程 是 这 样 实现 的 : 把 要 计数 的 对 象 集合 划分 成 易 处 理 的 部 分 ， 即 我 
们 能 够 计算 其 对 象 数目 的 部 分 ， 然 后 再 应 用 加 法 原理 而 得 到 解 。 还 有 另外 一 种 相对 简单 得 多 的 
做 法 ， 就 是 运用 减法 原理 。 考 虑 取 自 {1，2，…，9} 的 互 不 相同 的 整数 而 形成 的 7 位 数 的 全 体 
的 集合 T。 则 工 的 大 小 是 


P(9,7) = 辣 一 181 440 


设 S 是 工 中 5 和 6 不 能 连续 出 现 的 7 位 数 的 全 体 ; 则 补 8 就 是 工 中 5 和 6 一 定 连续 出 现 的 7 位 
数 。 我 们 希望 确定 S 的 大 小 。 如 果 能 够 求 出 S 的 大 小 ， 那 么 根据 减法 原理 ,我 们 的 问题 就 解决 
了 。 那 么 S 中 又 有 多 少数 呢 ? 在 S 中 ,数字 5 和 6 连续 出 现 。 因 此 有 6 种 方法 放置 数字 5 后 面 跟 
着 数字 6， 以 及 6 种 方法 放置 数字 6 后 面 跟着 数字 5。 剩 余数 字 构造 (1，2，3，4，7，8，9)} 的 
5 排列 。 所 以 S 的 大 小 是 
2X6XP(7,5) = 30 240 

于 是 ，S 中 有 181 440 一 30 240 王 151 200 个 7 位 数 。 口 

我 们 刚刚 考虑 过 的 排列 更 恰当 些 应 该 叫做 线性 排列 (linear permutation)。 考 虑 把 对 象 排 成 
一 条 线 。 如 果 不 把 它们 排 成 一 条 线 ， 而 是 排 成 一 个 圆 ， 那 么 排列 的 数目 就 要 相应 减少 。 思 考 这 样 
一 个 问题 : 设 6 个 孩子 沿 圆圈 行进 。 他 们 能 够 以 多 少 种 不 同 的 方式 形成 一 个 圆 ? 因为 孩子 们 在 行 
进 中 ， 因 此 重要 的 是 他 们 彼此 间 的 相对 位 置 而 不 是 他 们 自身 的 位 置 。 因 此 ， 很 自然 就 把 两 个 循环 
排列 看 成 是 相同 的 ， 只 要 其 中 一 个 可 以 通过 旋转 与 另 一 个 重合 ， 即 通过 一 个 圆周 位 移 而 得 到 另 
一 个 。 每 一 个 循环 排列 对 应 于 6 个 线性 排列 。 例 如 ， 下 面 的 循环 排列 





来 自 于 下 面 的 线性 排列 中 的 每 一 个 : 
123456 234561 345612 
456123 561234 612345 
把 上 面 每 一 个 排列 的 最 后 一 位 移 到 第 一 位 之 前 就 形成 前 面 的 循环 排列 。 于 是 ，6 个 孩子 的 线性 排 
列 与 6 个 孩子 的 循环 排列 之 间 的 对 应 是 6 对 1。 因 此 ， 为 了 求 循环 排列 数 且 ， 我 们 把 线性 排列 个 
数 除 以 6。 因 此 6 个 孩子 的 循环 排列 数目 是 61/6 二 51。 
定理 2.2.2 nn 元 素 集 合 的 循环 r 排列 的 数目 是 
Plnr) _ nl! 
r re (n—r)! 
特别 地 ，n 个 元 素 的 循环 排列 的 数目 是 (n 一 1)1。 
证 明 上 述 段 落 基本 上 包含 了 本 定理 的 证 明 ， 我 们 使 用 除法 原理 完成 证 明 。 能 够 把 线性 ~ 排 
列 的 集合 划分 成 若干 部 分 ， 使 得 两 个 线性 ~ 排列 对 应 于 同一 个 循环 ~ 排列 当 且 仅 当 这 两 个 线性 
排列 在 同一 部 分 中 。 因 此 ,循环 r 排列 的 数目 就 等 于 划分 的 部 分 的 数目 。 由 于 每 一 个 部 分 都 含有 
r 个 线性 x 排列 ， 因 此 ， 部 分 数目 是 
Plnsr) _ nl! 
r re (n—r)! 
注意 ， 前 面 的 论证 之 所 以 可 行 ， 是 因为 每 一 个 部 分 都 含有 相同 数目 的 r 排列， 这 使 得 我 们 可 
以 运用 除法 原理 来 确定 部 分 的 数目 。 例 如 ， 如 果 把 一 个 含有 10 个 对 象 的 集合 划分 成 大 小 分 别 为 





已 
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2，4，4 的 三 个 部 分 ， 那 么 就 不 能 用 10 除 以 2 或 者 4 而 得 到 部 分 的 数目 。 

我 们 看 一 下 另 一 个 计数 循环 排列 的 方法 : 假设 想 要 计算 A，B,，C，D，E, F 的 循环 排列 的 
数目 (围绕 一 个 桌子 安排 座位 A，B,，C，D，E, F 的 方法 的 数目 )。 因 为 可 以 自由 地 使 人 们 围 
着 桌子 轮转 ， 所 以 任何 一 个 循环 排列 都 可 以 转 到 使 A 处 在 一 个 固定 的 位 置 一 一 我 们 把 它 看 作 是 


此 时 A 是 固定 的 ， A，B,，C，D，E, 下 的 循环 排列 就 可 以 等 同 于 B，C，D，E, 下 的 线性 排列 
《上 图 中 的 循环 排列 等 同 于 线性 排列 DFEBC)。 而 B,，C，D，E, 下 的 线性 排列 有 5! 个 ， 因 此 ， 
4，B，C，D，E, FF 的 循环 排列 有 5! 个 。 

当 我 们 不 能 直接 运用 循环 排列 公式 时 ， 这 样 考虑 循环 排列 还 是 有 用 的 。 

例子 10 个 人 要 围 坐 一 圆桌 ， 其 中 有 两 人 不 愿 彼此 挨 着 就 座 ， 共 有 多 少 圆 形 座位 设置 方法 ? 

我 们 用 减法 原理 解决 这 个 问题 。 设 这 10 个 人 是 P|，P;，P;，.…，Pi。， 其 中 P, 和 P, 是 彼 
此 不 愿意 坐 在 一 起 的 两 个 人 。 考 虑 9 个 人 X，P,，…，Pi 围 坐 圆桌 的 座位 设置 。 共 有 81! 种 这 样 
的 设置 方法 。 如 果 在 每 一 个 座位 设置 方案 中 ， 我 们 都 用 Pl ，P; 或 尸 ， 己 代替 X， 那 么 都 将 得 
到 10 人 的 座位 设置 方案 ， 而 P, ，P; 彼此 挨 着 就 座 。 因 此 ，P,，P, 不 坐 在 一 起 的 座位 设置 方法 
总 数 为 91 一 2X81 一 7X81。 

这 个 问题 的 另 一 种 分 析 方法 如 下 : 第 一 个 座位 P 在 “ 桌 头 ”的 位 置 。 那 么 已 就 不 能 在 PP 
两 边 的 位 置 上 。 忆 左边 的 人 选 有 8 个， 已 右边 的 人 选 有 7 个 ， 而 其 余 的 座位 有 7! 种 方法 坐 上 
人 。 因 此，P, 和 P; 不 坐 在 一 起 的 座位 设置 方法 数目 是 


8x7x7!=7x81! 口 
如 讨论 循环 排列 之 前 那样 ， 我 们 继续 把 “排列 ” 当 作 “ 线 性 排列 ”。 
例子 将 12 个 不 同 的 记号 记 在 旋转 的 圆 就 上 的 方法 的 个 数 是 P(12，12)712 一 111。 口 


例子 用 20 个 不 同 颜色 的 念珠 串 成 一 条 项 链 ， 能 够 做 成 多 少 不 同 的 项 链 ? 

20 个 念珠 共有 20! 种 不 同 的 排列 。 因 为 每 条 项 链 都 可 以 旋转 而 不 必 改 变 念珠 的 排列 ， 所 以 
项 链 的 数目 最 多 为 201/20 二 191。 又 因为 项 链 还 可 以 翻转 过 来 而 念珠 的 排放 未 改动 ， 因 此 项 链 的 
总 数 是 191/2。 口 

我 们 将 在 第 14 章 中 以 更 一 般 的 方式 计数 循环 排列 和 项 链 。 


2.3 集合 的 组 合 ( 子 集 ) 

设 S 是 ”元 素 集合 。 集 合 S 的 一 个 组 合 通常 表示 集合 S 的 元 素 的 -- 个 无 序 选择 。 这 样 一 个 选 
择 的 结果 是 S 的 元 素 构成 的 一 个 子 集 (subset) ACS。 因 此 ，S 的 一 个 组 合 就 是 S 的 子 集 的 一 个 
选择 。 因 此 ， 术 语 组 合 和 子 集 本 质 上 是 可 以 互 换 的 ， 通常 我 们 使 用 更 熟悉 的 子 集 而 不 使 用 略 显 笨 
拙 的 组 合 ， 除 非 要 强调 选择 的 过 程 。 

现在 设 > 是非 负 整数 。 提 到 ”元 素 集合 S 的 一 个 r 组 会 ， 我 们 把 它 理解 为 在 S 的 个 对 象 中 
选取 个 对 象 的 一 个 无 序 选择 。 一 个 组 合 的 结果 是 S 的 一 个 ~ 子 集 ， 即 是 由 S 的 n 个 对 象 中 的 


r 个 对 象 组 成 的 子 集 。 同 样 ， 我 们 通常 使 用 “r 子 集 ” 而 不 是 “r 组 合 ”。 


如 果 S= {a, bp, ee, d}, 那么 
{aprc} ,arbrd}, (asc rd}, (b,c d} 
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是 S 的 4 个 3 子 集 。 我 们 用 (") 表 示 ” 元 素 集合 的 > 子 集 的 数目 。 显 然 
()=° 如 果 r 之 
还 有 
()= 0 如 果 r 汪 0 
"=1 


容易 看 出 ， 对 于 每 一 个 非 负 整 数 x， 下 述 事实 成 立 ; 
(= ”be 


0 
特别 地 ，( 。 } 一 1。 下 面 的 定理 给 出 r 子 集 数目 的 基本 公式 。 
对 于 0 和 rz， 有 


Pin,7) 一 "!() 
， 


定理 2. 3. 1 


nl! 


rin—7)! 


因此 
y 
证 明 令 S$ 是 一 个 2 元素 集合 。S 的 每 个 r 排列 都 恰 由 下 面 两 个 任务 的 执行 结果 而 产生 : 


() 


(1) 从 S 中 选 出 > 个 元 素 。 

(2) 以 某 种 顺序 摆 放 选 出 的 > 个 元 素 。 

根据 定义 ,执行 第 一 个 任务 的 方法 数目 是 数 (”) 。 执 行 第 二 个 任务 的 方法 数 则 是 Por， 门 一 "l。 
口 


nl 





根据 乘法 原理 ， 我 们 有 PCn，7)=r! (”) 。 现 在 ,使 用 公式 P(n, 一 二 1 得 到 


( 了 (ar) _ 
r! ritn—7)! 


在 平面 上 给 出 25 个 点 使 得 没有 3 个 点 共 线 。 这 些 点 确定 多 少 条 直线 ? 确定 多 少 个 三 


) 


例子 
因为 没有 三 个 点 在 同一 条 直线 上 ， 而 且 每 一 对 点 确定 唯一 一 条 直线 ， 所 以 确定 的 直线 数目 


角形 ? 
等 于 25 元 素 集合 的 2 子 集 数 目 ， 因 此 这 个 数 是 
2 = -2 二 300 
(, ”21231 | 
口 


) 





3 ) ”31221 


类 似 地 ， 每 3 个 点 确定 唯一 一 个 三 角形 ， 因 此 ， 所 确定 的 三 角形 的 个 数 是 
有 15 人 选修 了 一 门 数学 课程 ， 但 在 给 定 的 一 天 恰 有 12 名 学 生 听 课 。 选 出 12 名 学 生 


(,) 25! 


例子 
的 不 同方 法 数 是 


(2)= 151 
12/ 1213! 





加 除 此 之 外 ， 对 这 些 数 还 有 其 他 一 些 记 法 ， 如 Cln,7), ,C,。 
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如 果 教 室内 有 25 个 座位 ， 那 么 这 12 名 学 生 可 能 的 就 座 的 方法 数目 是 PC(25，12) 二 251/131。 因 
此 ， 一 位 教师 看 到 教室 里 12 名 学 生 的 就 座 状态 数 是 

例子 ”如果 每 个 词 包含 3，4 或 5 个 元 音 ， 那 么 用 字母 表 中 的 26 个 字母 可 以 构造 多 少 个 8 字 
母 词 ? 这 一 问题 可 以 这 样 理解 ， 在 一 个 词 中 字母 的 使 用 次 数 没 有 限制 。 

我 们 根据 词 中 所 含 元 音 个 数 并 运用 加 法 原理 来 计数 词 的 数量 。 


首先 ， 考 虑 含有 3 个 元 音 的 词 。 选 择 元 音 所 占据 的 3 个 位 置 有 (种 方 法 ， 其 余 5 个 位 置 由 


音 占据 。 元 音 的 位 置 可 由 5 种 方式 填充 ， 辅 音 位 置 可 由 21: 种 方式 填充 。 因 此 ， 含 有 3 个 元 
音 的 词 的 数量 是 


口 





8 3 5 —. 81 3 3 
(sj 21 = 31817 21 
使 用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 看 到 含有 4 个 元 音 的 词 的 数量 是 


8 
(4)5'21 一 本 5821 


4141 
含有 5 个 元 音 的 词 的 数量 是 
8、. 8! 
5D13 — _O.: _ F5913 
(sj 21 = 5131° 21 
因此 ， 词 的 总 数 为 
81 5 81 4 4 8! 3 3 
3151521 + T14521 + T3175"21 口 


下 面 的 重要 性 质 可 以 由 定理 2. 3. 1 直接 得 出 。 
推论 2. 3. 2 对 于 0<<rSn， 有 
(= (2 9 


(有 许多 重要 且 便利 的 性 质 ， 我 们 将 在 第 5 章 讨论 其 部 分 性 质 。 现 在 只 讨论 两 个 基本 
性 质 。 
定理 2. 3.3 (帕斯卡 公式 ) “对 于 所 有 满足 1 委 A<x 一 1 的 整数 m 和 &， 有 

n mn—1 n—1 

(4)= ( k 上 + (jj 
证 明 证 明 这 个 等 式 的 一 个 方法 是 把 这 些 数 的 值 都 代入 到 定理 2. 3. 1 中 ， 然 后 再 看 等 式 两 边 
是 否 相 等 。 我 们 把 这 一 直接 验证 留 给 读者 。 

组 合 推理 证 明 (combinatorial proof) 如 下 所 示 : 设 S 是 2 元素 集合 。 我 们 指定 S 中 的 一 个 元 
素 并 把 它 记 作 z。 设 S\{z} 是 从 S 中 除去 这 个 z 后 得 到 的 集合 。 把 S 的 上 子 集 的 集合 X 划分 成 
两 个 部 分 A 和 B。 在 A 中 放 入 不 包含 x 的 所 有 上 & 子 集 。 在 B 中 放 人 包含 x 的 所 有 上 子 集 。XX 的 


大 小 是 |X|=("); 因此 ， 根 据 加 法 原理 ， 有 


(和 )= 14I 上 1B| 


和 A 中 的 & 子 集 正 好 是 集合 S\{x) 的 “一 1 个 元 素 的 & 子 集 ; 因此 ，A 的 大 小 是 
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7 一 1 
Al= 人 ) 
而 B 中 的 有 子 集 可 以 通过 把 元 素 x 加 到 S\{x} 的 (4 一 1) 子 集中 而 得 到 。 因 此 ，B 的 大 小 应 


该 是 
n—1 
18|= (21) 
把 上 面 两 个 公式 结合 起 来 ， 我 们 得 到 
n n—1 n—1 
(= 上 (£1) 
为 了 具体 说 明 这 个 证 明 , 设 n 二 5, 二 3，S 一 {x, a, b,c，d}。 于 是 A 中 的 S 的 3 子 集 是 
{asb,sc}, lab,d},{a,cd}. (b,c,d)} 
上 面 这 些 集合 是 集合 {a, bp， c,d) 的 3 子 集 。B 中 S 的 3 子 集 是 
{zab}, {rarc} (radyy (zypc (rb d}, (rcd} 
扣除 上 面 这 些 集合 中 的 元 素 x 后 ， 我 们 得 到 
{asb}, {asc} ,ad}, (pc {bd}, {c,d} 
它们 是 集合 {a, 5，c，dqd}) 的 2 子 集 。 因 此 


(3)=10=4+= (3)+ (2) 


定理 2.3.4 对 于 n 宇 0， 有 


(FO) (a) 
且 这 个 共同 值 等 于 儿 元 素 集合 的 于 集 数 量 。 


证 明 下面 我 们 通过 用 不 同方 法 证 明 上 面 的 等 式 两 边 计 数 了 元 集合 S 的 子 集 数量 来 证 明 这 
个 定理 。 首 先 ， 我 们 发 现 S 的 每 一 个 子 集 是 相对 于 某 个 > 一 0，1，2，…， nn 的 7 子 集 。 因 为 


( 7) 等 于 S 的 对 集 数量 ， 所 以 根据 加 法 原理 得 


(Fe 人 


我 们 还 可 以 这 样 计数 S 的 子 集 数 量 ， 把 一 个 子 集 的 选择 分 解 成 项 任务 ; 设 S 的 元 素 是 zl， 
Xx2，*…，ZXn。 在 选择 S 的 一 个 子 集 的 过 程 中 ,对 于 S 中 个 元 素 中 的 每 一 个 元 素 要 作 两 种 选择 : 
zi 或 者 进入 当前 这 个 子 集 ， 或 者 它 不 进入 这 个 子 集 ，xz 或 者 进入 这 个 子 集 ， 或 者 它 不 进入 这 个 
子 集 ，…，z, 或 者 进入 这 个 子 集 或 者 不 进入 这 个 子 集 。 因 此 ， 根 据 乘 法 原理 ， 我 们 有 2” 种 方法 
得 到 S 的 一 个 子 集 。 至 此 ， 我 们 证 明了 这 两 个 计数 相等 ， 从 而 完成 了 证 明 。 口 

定理 2. 3. 4 的 证 明 具 体 说 明了 我 们 可 以 通过 用 两 种 不 同方 法 计数 一 个 集合 的 对 象 “上面 的 证 
明 中 ， 就 是 n 元 素 集 合 的 子 集 ) 并 令 它们 相等 ， 从 而 得 到 所 需 的 等 式 。 在 组 合 数学 中 ， 这 种 “ 双 
计数 ”技术 是 非常 强大 的 技术 ， 我 们 将 会 看 到 它 的 其 他 应 用 的 例子 。 


例子 前 w 个 正 整数 的 集合 {1，2，3，…, nm) 的 2 子 集 数量 是 (”)。 根 据 这 些 2 子 集 中 所 


包含 的 最 大 整数 对 它们 进行 划分 。 对 于 每 一 个 二 1，2，…，n， 以 i 为 最 大 数 的 2 子 集 的 数量 是 
i 一 1 〈 另 一 个 整数 可 以 是 1，2，…，; 一 1)。 令 这 两 个 计数 相等 ， 我 们 得 到 下 面 等 式 
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0 二 1 十 2 十 十 Oo 一 D 一 (让 = 2 口 


2.4 多 重 集合 的 排列 


如 果 S 是 一 个 多 重 集合 ， 那 么 5S 的 一 个 7 排列 是 S 中 > 个 对 象 的 一 个 有 序 放置 。 如 果 S 的 对 
象 总 数 是 二 〈 重 复 对 象 计 数 在 内 )， 那 么 S 的 = 排列 也 称 为 S 的 排列 。 例 如 ， 如 果 一 (2 .a, 1。 
6，3。c}， 那 么 

acec cpcc 
都 是 S 的 4 排列 ， 而 
apccca 
是 S 的 一 个 排列 。 多 重 集合 S 没 有 7 排列 ， 因 为 ?>2 十 1 十 3 王 6， 即 7 大 于 集合 S 的 对 象 个 数 。 
我 们 首先 计算 多 重 集合 5S 的 7 排列 的 个 数 ， 其 每 一 个 重复 数 都 是 无 限 的 。 

定理 2.4.1 设 S 是 有 上 种 不 同类 型 对 象 的 多 重 集合 ， 每 一 个 元 素 都 有 无 限 重复 数 。 那 么 ， 
S 的 7 排列 的 数目 是 kk'。 

证 明 在 构造 S 的 > 排列 的 过 程 中 ,我 们 可 以 把 第 一 项 选择 为 个 类 型 中 任意 类 型 的 一 个 对 
象 。 类 似 地 ， 第 二 项 可 以 是 & 个 类 型 中 任意 类 型 的 一 个 对 象 ， 等 等 。 因 为 S 的 所 有 重复 数 都 是 无 
限 的 ， 所 以 任意 一 项 的 不 同 选择 数量 也 总 是 上 &， 它 不 依赖 于 前 面 项 的 选择 。 根 据 乘 法 原理 ，r 项 
可 以 有 * 种 选择 方法 。 口 

这 个 定理 的 另 一 种 描述 是 : 个 不 同 对 象 每 一 个 对 象 的 供给 是 无 穷 的 ) 的 + 排列 数量 等 于 
k'。 我 们 还 注意 到 ， 如 果 S 的 种 不 同类 型 的 对 象 的 重复 数 都 至 少 是 r+， 那么 定理 也 是 成 立 的 。 
重复 数 无 限 的 假设 是 保证 我 们 在 构造 7 排列 时 不 能 用 尽 任何 类 型 的 对 象 的 一 种 简单 保证 。 

例子 最 多 有 4 位 的 三 元 数 9 的 个 数 是 多 少 ? 

这 个 问题 的 答案 是 多 重 集合 {co，0，co，。1，oo，2} 或 多 重 集 合 (4. 0, 4，1, 4，2}) 的 
4 排列 的 个 数 。 根 据 定理 2. 4. 1， 这 个 数 等 于 3 二 81。 口 

现在 我 们 计数 有 种 不 同类 型 的 对 象 且 有 有 限 重复 数 的 多 重 集合 的 排列 。 

定理 2.4.2 设 S 是 多 重 集 合 ， 它 有 kk 种 不 同类 型 的 对 象 ， 且 每 一 种 类 型 的 有 限 重 复数 分 别 
是 各，Hz， 司 ， 和 4。 设 SS 的 大 小 为 nn 二 如 十 Wy 十 十 Wh。 则 SS 的 排列 数目 等 于 


nl! 
ni 1722 1 7 1 


证 明 给 定 多 重 集合 S， 它 有 有 种 类 型 对 象 ， 比 如 说 am ，a ，…，ak， 且 重 复数 分 别 是 721， 
m2 ，…， 取 ， 对 象 总 数 "一 三 十 加 十 … 十 私 。 我 们 想 要 这 ”个 对 象 的 排列 数量 。 可 以 这 样 考虑 这 个 
问题 。 一 共有 个 位 置 ， 而 我 们 想 要 在 每 一 个 位 置 放置 S 中 的 一 个 对 象 。 首 先 ， 我 们 确定 放置 w 
的 位 置 。 因 为 在 S 中 a 的 数量 是 和 ， 因 此 必须 从 = 个 位 置 的 集合 中 取出 ma 个 位 置 的 子 集 。 这 样 


做 的 方法 数 是 (“ ). 下 一 步 ， 要 确定 放置 a 的 位 置 。 此 时 还 剩 下 ”mn 个 位 置 ， 我 们 必须 从 中 
选取 思 个 位 置 来 。 这 样 做 的 方法 数量 是 人” ) . 再 接 下 来 我 人 有 ( 
位 置 。 继 续 这 样 做 下 去 ， 利 用 乘法 原理 ， 我 们 发 现 S 的 排列 个 数 等 于 


的 [人 [人 ( nl ne "" | 
721 722 ns 7 


昌 一 个 三 元 数 (ternary numeral) 或 者 三 进 制 数 是 用 3 的 震 表 示 一 个 数 而 得 到 的 数 。 例 如 ，46 王 1X33 十 2X32: 十 
0X3I 十 1X30。 所 以 46 的 三 元 数 是 1201。 


” 


种 方法 为 a; 选择 
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使 用 定理 2. 3. 1， 我 们 看 到 上 面 这 个 数 等 于 














nl! (nO— rn)! (nO—n 一 mp) Nn 
nla—n)! nl mn na) nln nn)! mln nn GO)! 
消去 分 子 分 母 上 的 相同 因子 ， 上 面 的 数 化 简 成 为 
nl nl 口 
mlnlnsteomlOl 7 1 1 
例子 ” 词 MISSISSIPPI 中 的 字母 的 排列 数 是 
111! 
11414121 
因为 这 个 数字 等 于 多 重 集合 (1。M，4 .TI，4.S，2.P} 的 排列 数 。 口 


如 果 多 重 集 合 S 只 有 两 种 类 型 的 对 象 4&,，a;， 且 它们 的 重复 数 分 别 是 和， 其 中 二 nn 十 
nn;， 那 么 按照 定理 2. 4. 2，S 的 排列 数 是 








1 za 本 (7) 
因此 ， 我 们 可 以 把 ( ，) 看 成 是 对象 信 合 的 mi 于 集 的 数量 ， 还 可 以 看 成 是 一 个 有 两 各 类 型 的 对 
象 且 它 们 的 重复 数 分 别 是 n 和 nn 一 加 的 多 重 集合 的 排列 个 数 。 
在 定理 2.4.2 中 出 现 的 数 = 了 二 全 二 还 有 另外 一 种 解释 。 它 涉及 这 样 一 个 问题 ， 把 一 个 


ml! nm! 

对 象 集合 划分 成 指定 大 小 的 各 个 部 分 ， 其 中 这 些 部 分 都 有 指定 给 它们 的 标签 。 为 了 理解 上 面 这 
段 话 的 意思 ， 我 们 给 出 下 面 的 例子 。 

例子 ”考虑 有 4 个 对 象 的 集合 {a，5,，c，d}， 把 它 划 分 成 两 个 子 集 ， 每 一 个 大 小 为 2。 如 果 
这 两 部 分 没有 做 标签 ， 那么 有 3 种 不 同 的 划分 : 

{asb},{cd}; (asc},{b,d}; {a,d},{b,c} 
现在 假设 给 这 些 部 分 做 上 不 同 的 标签 (例如 ， 红 色 和 蓝 色 )。 那 么 划分 数量 增 大 ; 实际 上 ， 有 1 
个 划分 ， 因 为 我 们 要 用 两 种 方法 给 划分 的 每 一 部 分 标 上 红色 和 蓝 色 。 例 如 ， 对 于 上 面 的 划分 {a， 
6}，({(c，cd)， 有 
红 盒 (a,p}， 蓝 盒 {c,d) 
和 
蓝 盒 {a,p)}， 红 盒 {c,df) 口 

在 一 般 情 形 下 ， 我 们 可 以 用 Bi，B: ，…，B (看 成 是 颜色 1， 颜 色 2，…， 颜 色 &) 标记 这 
些 部 分 ， 并 把 这 些 部 分 想象 成 一 些 盒子 。 这 时 ， 下 面 定理 成 立 。 

定理 2.4.3 设 n 是 正 整 数 ， 并 设 n，ns，…， nm 是 正 整 数 且 nn 一 0 十 2z 十 … 十 。 把 nn 对象 
集合 划分 成 个 标 有 标签 的 金子 ， 且 第 1 个 盒子 含有 nn 个 对 人 象 ， 第 2 个 盒子 含有 痉 个 对 象 ， “yy 
第 个 盒子 含有 ns 个 对 象 ， 这 样 的 划分 方法 数 等 于 

? 
nm a! 

如 果 这 些 例 子 没有 标签 ， 且 巩 二 mz 一 … 二 nm， 那么 划分 数 等 于 


n! 
klnm nn ! 


证 明 这 一 证 明 是 乘法 原理 的 直接 应 用 。 我 们 必须 在 满足 大 小 限制 的 情况 下 选取 哪些 对 象 放 
进 哪些 合子。 首先 ， 我 们 选取 mm 个 对 象 放 人 第 1 个 盒子 ， 然 后 从 剩 下 的 n 一 za 个 对 象 中 选取 个 
对 象 放 入 第 2 个 盒子 ， 然 后 从 剩余 的 n 一 nm 一 mz 个 对 象 中 选取 个 对 象 放 人 第 3 个 盒子 ，…， 最 后 
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[47] 
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将 7 一 吉 一 … 一 -1 二 m4 个 对 象 放 人 第 个 盒子 。 由 乘法 原理 ， 进 行 这 些 选 择 的 方法 数 为 


人) 人 人 ( nl 2 ™) 
nl 7 123 ng 


同 定理 2. 4. 2 的 证 明 一 样 ， 上 面 这 个 数 等 于 





nl 
m tnz le ! 
如 果 这 些 盒子 没有 标签 ， 且 nn 二 nm 二 … 二 mw%， 那 么 这 个 结果 就 必须 除 以 &!1。 这 是 因为 ， 同 前 面 的 
例子 一 样 ， 对 于 把 这 些 对 象 分 配 到 上 个 没有 标签 的 盒子 里 的 每 一 种 方法 ， 都 有 Al 种 方法 给 这 些 
盒子 标 上 标签 1，2,，…，k。 因 此 ， 使 用 除法 原理 ， 我 们 发 现 没 有 标签 盒子 的 划分 的 个 数 是 


nl 
klni 1722 1 "72 1 


更 加 困难 的 划分 计数 问题 就 是 划分 的 部 分 没有 指定 的 大 小 ， 我 们 将 在 8. 2 节 中 研究 这 一 类 计 
数 问题 。 

我 们 用 一 类 例子 结束 本 节 ， 在 本 书 其 余部 分 将 多 次 提 到 这 些 例子 ? 。 这 类 例子 考虑 的 是 国际 
象棋 棋盘 上 的 非 攻击 型 车 。 为 免除 读者 担心 本 书 要 求 事先 具有 国际 象棋 的 知识 ， 我 们 在 这 里 给 
出 唯一 需要 知道 的 国际 象棋 知识 : 两 个 车 能 够 互相 攻击 当 且 仅 当 它们 位 于 棋盘 的 同一 行 或 同一 
列 上 。 除 此 之 外 ， 无 需 知道 国际 象棋 的 其 他 知识 ( 且 这 些 知识 也 于 事 无 补 )。 因 此 ， 棋 盘 上 非 攻 
击 型 车 的 集合 指 的 就 是 叫做 “车 ”的 那些 棋子 的 集合 ， 它 们 占据 着 棋盘 上 的 一 些 方 格 ， 并 且 没 有 
两 个 车 位 于 同一 行 或 同一 列 上 。 

例子 有 多 少 种 方法 在 8X8 棋盘 上 放置 8 个 非 攻击 型 车 ? 

在 8X8 棋盘 上 放置 8 个 非 攻 击 型 车 的 例子 如 下 : 









































我 们 给 棋盘 上 每 一 个 方 格 赋予 一 个 坐标 对 〈i， 力 。 整 数 i 指明 这 个 方 格 所 处 的 行 ， 而 整数 7 
指明 这 个 方 格 所 处 的 列 。 因 此 i,，j 都 是 1 和 8 之 间 的 整数 。 因 为 这 个 棋盘 是 8X8 的 并 且 有 8 个 
不 能 相互 攻击 的 车 放 在 棋盘 上 ， 所 以 每 一 列 一 定 只 存在 一 个 车 。 因 此 ， 这 些 车 占据 8 个 方 格 ， 其 
坐标 是 

(1,71),C2,72) ,°C(8,78) 
但 是 ， 每 一 列 上 也 必须 存在 一 个 车 ， 这 使 得 ji ，;。，…，js 中 没有 两 个 是 相等 的 。 更 准确 地 说 ， 
IJ1 .729 ”978 
必须 是 {1，2，…，8) 的 一 个 排列 。 反 过 来 ， 如 果 六 ,jz:，…，js 是 (1，2，…，8) 的 一 个 排 
列 ， 那 么 把 车 放 在 坐标 是 (1， 有 站)，(2，j2)，…，(8，js) 的 各 个 方 格 上 ， 就 得 到 棋盘 上 的 8 个 
非 攻击 型 车 。 因 此 ，8X8 棋盘 上 8 个 非 攻击 型 车 的 集合 与 {1，2，…，8》 的 排列 之 间 存 在 一 一 





加 ”作者 偏爱 使 用 这 种 例子 来 解释 诸多 思想 。 
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对 应 ， 因 为 {1，2，…，8} 有 81 个 排列 ， 所 以 ， 把 8 个 车 放 到 8X8 棋盘 上 使 得 它们 具有 非 攻 
击 性 的 方法 也 有 8! 个 。 

在 上 面 讨论 中 ,我 们 实际 上 已 经 间接 假设 这 些 车 彼此 没有 区 别 ， 即 它们 构成 只 有 一 种 类 型 
的 8 个 对 象 的 一 个 多 重 集合 。 因 此 ， 唯 一 重要 的 是 车 要 占据 哪些 方 格 。 如 果 我 们 有 8 个 不 同 的 
车 ， 比 如 ， 用 8 种 不 同 的 颜色 分 别 给 8 个 车 着 色 ， 那 么 还 要 考虑 在 8 个 被 占据 的 每 一 个 方 格 里 放 
的 是 哪个 车 。 假 设 有 8 个 不 同 颜色 的 车 。 在 决定 哪 8 个 方 格 要 被 这 些 车 占据 后 〈8! 种 可 能 )， 我 
们 现在 还 要 决定 在 每 个 所 占据 的 方 格 上 的 车 是 什么 颜色 的 ? 观察 从 第 一 行 到 第 8 行 的 这 些 车 时 我 
们 看 到 8 种 颜色 的 一 个 排列 。 因 此 ， 决定 了 哪 8 个 方 格 要 被 这 些 车 占据 之 后 〈8! 种 可 能 )， 就 必 
须 确定 8 种 颜色 的 哪个 排列 〈81! 种 排列 ) 。 于 是 ， 在 8X8 棋盘 上 具有 8 种 不 同 颜色 的 8 个 非 攻 
击 型 车 的 放置 方法 数 等 于 

818! = (81)? 

现在 假设 不 是 有 8 个 不 颜色 的 车 ， 而 是 有 1 个 红 (R) 车 、3 个 蓝 (B) 车 和 4 个 黄 (Y) 车 ， 
而 且 还 假设 同 颜色 的 车 彼此 没有 区 别 ” 。 现 在 ， 当 我 们 从 第 1 行 到 第 8 行 观 察 这 些 车 时 ， 看 到 多 
重 集合 

(1。R,3。B,4。Y) 
的 一 个 颜色 排列 。 根 据 定 理 2. 4.2， 这 个 多 重 集合 的 排列 个 数 等 于 
到 

因此 ， 在 8X8 棋盘 上 放置 1 个 红 车 、3 个 蓝 车 和 4 个 黄 车 并 使 它们 彼此 不 能 互相 攻击 的 方法 数 
等 于 
1_8! _ (81)’ 
11314! 1!1314! 

前 面 例子 中 的 推理 具有 相当 的 普遍 性 ， 直 接 导 致 下 面 的 定理 。 

定理 2. 4. 4 有 上 种 普 色 共 n 个 车 ， 第 一 种 闫 色 有 nl 个 ， 第 二 种 颜色 有 和 个 ，…， 第 种 关 
色 有 nm 个 。 把 这 些 车 放置 在 一 个 nXn 的 棋盘 上 使 得 车 之 间 不 能 相互 攻击 的 方法 数 等 于 

nl nl) 


nm tn! 加 mlnz ln! 

注意 ， 如 果 这 些 车 都 有 不 同 的 颜色 〈 即 &=* 7 一 1)， 那 么 上 面 的 公式 给 出 的 答案 就 是 
(n1)?。 如 果 这 些 车 的 颜色 都 相同 〈 即 二 1，n 二 n)， 那 么 上 面 的 公式 给 出 的 答案 就 是 “4! 。 

设 S 是 n 元素 多 重 集合 ， 其 重复 数 分 别 是 9，ns，…，m， 且 n= 二 而 十 nw 十 … 十 mw。 定 理 
2. 4. 2 给 出 了 求 5S 的 n 排列 数 的 简单 公式 。 如 果 r 二 n， 一 般 来 说 ， 没 有 求 S 的 r 排列 数 的 简单 公 
式 。 尽 管 如 此 ， 可 以 利用 生成 函数 技术 进行 求解 ,我 们 将 在 第 7 章 对 此 加 以 讨论 。 在 某 些 情况 
下 ， 还 是 可 以 像 下 面 的 例子 那样 进行 论证 。 

例子 考虑 3 种 类 型 9 个 对 象 的 多 重 集合 S 一 {3，a，2，bp,，4，。c}。 求 S 的 8 排列 的 个 数 。 

S 的 8 排列 可 以 被 划分 成 3 个 部 分 : 

(1) {2.a，2.5b，4，c) 的 8 排列 数 ， 有 


8 





口 


8!1 
212141 一 420 
(ii》{(3。zc，1。0，4。c} 的 8 排列 数 ， 有 
8! 
311141 ™ 280 


加 ” 换 名 话说， 我 们 区 分 车 的 唯一 方法 就 是 根据 它们 的 颜色 。 
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(前 ) (3。a， 2。D， 3，c} 的 8 排列 数 ， 有 


8! 
312131 — S60 
因此 ，S 的 8 排列 的 个 数 是 
420 十 280 十 560 一 1260 口 


2.5 多 重 集合 的 组 合 


如 果 S 是 多 重 集合 ， 那 么 S 的 r 组 合 是 S 中 的 > 个 对 象 的 无 序 选择 。 因 此 ，S 的 一 个 r 组合 
《更 严格 说 来 ， 是 选择 的 结果 ) 本 身 也 是 一 个 多 重 集 合 ， 它 是 一 个 大 小 为 ~ 的 S 的 多 重子 集 , 或 
者 简单 说 来 ， 是 一 个 多 重 ~ 子 集 。 如 果 S 有 ?2 个 对 象 ， 那 么 S 只 有 一 个 站 组 合 ， 即 S 自己 。 如 果 
S 含 有 种 不 同类 型 的 对 象 ， 那么 S 就 有 kk 个 1 组合。 与 集合 的 组 合 不 同 ,通常 我 们 使 用 组 合 
《combination) 而 不 是 多 重子 集 (submultiset)。 

例子 设 S=(2.a，1 .6，3 .ec}， 那 么 S 的 3 组 合 是 

(2。a1.pb)，(2val，c)，(lva lplvc，{la2vc)，(1.p62.c)，(3。c) 口 

我 们 首先 计数 多 重 集合 的 r 组合 数 ， 设 该 多 重 集合 中 所 有 元 素 的 重复 数 都 是 无 限 的 (或 者 至 
少 是 r)。 

定理 2.5.1 设 S 是 有 k 种 类 型 对 象 的 多 重 集合 ， 每 种 元 素 均 具有 无 限 的 重复 数 。 那 么 SS 的 
r 组 合 的 个 数 等 于 

(= (1 


r k—1 
证 阴 设 S 的 上 种 类 型 的 对 象 是 a » td2 "> CR， 使 得 
S 一 (ceo。aiyco。az…co。dt) 


S 的 任意 ”~ 组合 均 呈 {zi* Qa1，xz，a:，…，Zzi*，as} 的 形式 ， 其 中 zl，zs，…，xci 鄞 为 非 负 整 
数 ， 且 Zz 十 翅 十 … 十 x4 二 r。 反 过 来 ， 每 个 满足 zi 十 zc; 十 … 十 xz 二 7 的 非 负 整 数 序列 ，zz，…， 
ZX 对 应 于 S 的 一 个 ~ 组 合 。 因 此 ，S 的 ~ 组 合 的 个 数 等 于 方程 
十 Xz 十 … 十 ZT 二 7 

的 解 的 个 数 ， 其 中 zi ，zx:，…，zx 是 非 负 整数 。 我 们 证 明 ， 这 些 解 的 个 数 等 于 有 两 种 不 同类 型 
对 象 且 有 7r 十 & 一 1 个 对 象 的 多 重 集合 

T= {r.1,(k—1). x*} 
的 排列 的 个 数 S 。 给 定 工 的 一 个 排列 ，A 一 1 个 * 把 > 个 1 分 成 上 组 。 设 第 一 个 * 的 左边 有 zi 个 
1， 在 第 一 个 * 和 第 二 个 * 之 间 有 zx; 个 1，…， 在 最 后 一 个 * 号 的 右边 有 zc 个 1。 于 是 ，xi， 
Tz，…，ZXh 是 满足 工 ! 十 zz 十 … 十 x 二 7 的 非 负 整 数 。 反 之 ， 给 定 非 负 整数 x ，zxzs，…， zt， 满 足 
十 zz 十 … 十 二 二 rx， 我 们 可 以 把 上 述 步骤 倒 推 荐 构造 工 的 一 个 排列 > 。 于 是 ， 多 重 集合 S 的 r 组 
合 的 个 数 等 于 多 重 集合 工 的 排列 的 个 数 ， 由 定理 2. 4. 2 可 知 它 等 于 

= ) 

riCk—1)! 
定理 2. 5. 1 的 另 一 种 表述 方式 是 ， 在 每 个 对 象 的 供给 是 无 限 的 情况 下 ,，& 个 不 同 对 象 的 r 组 合 个 
数 等 于 


口 


r 





加 相当 于 长 度 为 r~+A 一 1 的 0 和 1 的 序列 个 数 ， 在 这 些 序 列 中 有 ~ 个 1 和 4 一 1 个 0。 
加 例如 ， 如 果 A=4，r=5， 则 了 = (5. 1，3。* } 所 给 定 的 排列 是 * 111 ** 11， 这 个 排列 对 应 的 zi 十 zz 十 zs 十 
4 一 5 的 解 为 xl 一 0， 2 一 3， 3 一 0， 4 一 2。 
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(一 ) 
注意 ，S 的 & 个 不 同 对 象 的 重复 数 都 至 少 是 x 时 定理 2. 5. 1 仍然 成 立 。 
例子 一 家 面包 店 有 8 种 炸 面 包 图 。 如 果 一 盒 内 装 有 一 打 炸 面包 图 ， 那 么 能 够 装配 多 少 不 同 
类 型 的 炸 面包 圈 盒 ? 
假设 这 家 面包 店 现 有 每 种 面包 圈 数 量 充足 (每 种 至 少 12 个 ) 。 因 为 假设 盒 中 的 面包 圈 顺 序 与 
购买 者 的 要 求 无 关 ， 因 此 这 是 一 个 组 合 问题 。 不 同 面包 圈 盒 的 数量 等 于 有 8 种 类 型 对 象 的 多 重 集 
合 的 12 组 合 数 ， 其 中 每 种 类 型 对 象 供给 充足 。 根 据 定 理 2. 5. 1， 这 个 数 等 于 


( =- (,) 口 


12 12 
例子 项 取 自 1，2，…, & 的 长 度 为 > 的 非 递减 序列 的 个 数 是 多 少 ? 
我 们 可 以 这 样 得 到 要 计数 的 非 递减 序列 : 首先 选取 下 面 这 个 多 重 集合 的 一 个 > 组合， 
S 一 (co.1l,co .2,……co。A} 
然后 再 以 递增 顺序 排列 这 些 元 素 。 因 此 ， 这 样 的 序列 个 数 就 等 于 S 的 r 组 合 个 数 ， 因 此 根据 定理 
2. 5. 1， 这 个 数 等 于 
(一 ) 
r 


在 定理 2. 5. 1 的 证 明 中 ， 我们 定义 了 有 种 不 同类 型 对 象 的 多 重 集合 S 的 r 组 合 与 下 面 方程 
的 非 负 整数 解 集合 之 间 的 一 一 对 应 关系 : 
2 十 妇 十 十 疙 一 > 
在 这 一 对 应 中 ，x; 代表 > 组 合 中 第 ; 种 类 型 对 象 的 个 数 。 可 以 通过 对 z; 的 限制 来 实现 对 每 种 类 型 
的 对 象 在 ~ 组合 中 出 现 次 数 的 限制 。 在 下 面 的 例子 中 ， 我 们 首先 对 此 给 出 具体 说 明 。 
例子 设 S$S 是 有 4 种 类 型 对 象 a，b，c，d 的 多 重 集 {(10.。a，10。8，10。c，10. d)。 每 一 
种 类 型 的 对 象 至 少 出 现 一 次 的 S 的 10 组 合 的 个 数 是 多 少 ? 
本 题 答案 是 下 面 方程 的 下 整数 解 的 个 数 : 
XI 十 zz 十 ZX 十 x 二 10 
其 中 ，z 代表 在 10 组 合 中 a 的 个 数 ，xz; 代表 在 10 组 合 中 5 的 个 数 ，zxs 代表 在 10 组 合 中 c 的 个 
数 ，zi 代表 在 10 组 合 中 4 的 个 数 。 因 为 重复 数 都 等 于 10， 而且 10 又 是 要 计数 的 组 合 的 长 度 ， 
因此 我 们 可 以 忽略 S 的 重复 数 。 进 行 变 量 代 换 : 


y= 一 l, y=7x 1, y=zx—1, y= x 1 














则 方程 变 为 
十 十 ys 十 y 二 6 
其 中 yw 是 非 负 整数 。 根 据 定理 2. 5. 1， 新 方程 的 非 负 整数 解 的 个 数 等 于 
6 十 4 一 1 9 
( 。)=-(0)-* 0 
例子 ”继续 考虑 定理 2. 5. 1 后 面 的 面包 圈 例 子 ， 我 们 看 到 8 种 类 型 面包 图 每 一 种 至 少 有 一 个 
的 面包 圈 盒 的 个 数 等 于 
4 十 8 一 1 11 
( , )=( 
组 合 中 每 种 类 型 对 象 出 现 次 数 的 下 界 也 可 以 通过 变量 替换 来 处 理 。 对 此 ， 我 们 利用 下 面 的 
例子 给 出 说 明 。 
例子 下 面 的 方程 


)= 330 口 
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XI 十 XT 十 XX 十 Tx 二 20 

的 整数 解 的 个 数 是 多 少 ” 其 中 
XI 宇 3， 二 之 1l， 吉 守 0， 守 5 
我 们 引入 新 变量 : 
WT 二 Tl oT 二 = 一 5 

此 时 方程 变 为 

十 ye 十 3 十 yy 二 11 
诸 r 的 下 界 能 够 得 到 满足 当 且 仅 当 这 些 y; 非 负 。 新 方程 的 非 负 整 数 解 的 个 数 从 而 也 是 原来 方程 
非 负 整数 解 的 个 数 ， 等 于 


11 十 4 一 1 14 
( 11 )= (11)= 364 
多 重 集合 的 下 述 7 组 合计 数 问 题 更 加 困难 ， 下面 的 多 重 集合 5 
S= {ni “CGIy72 。C2， ”72 ® ax} 


有 上 & 种 类 型 的 对 象 ， 且 重复 数 分 别 是 mn，n，…，m。S 的 r 组 合 的 数量 与 下 面 方程 的 整数 解 的 
个 数 相同 : 
ZI 二 Zz 十 "十 二 rr 
其 中 
0 m0 二 zs m0RTEm 
现在 我 们 有 诸 x; 的 上 界 ， 但 它们 的 处 理 方法 与 下 界 的 处 理 方法 并 不 相同 。 我 们 将 在 第 6 章 
指出 如 何 利用 容 斥 原 理 对 此 情形 给 出 满意 的 方法 。 


2.6 有 限 概率 


这 一 节 我 们 对 有 限 概 率 ? 作 一 个 一 般 性 的 简略 介绍 。 我 们 将 看 到 ， 有 限 概 率 最 终 将 还 原 成 计 
数 问 题 ， 所 以 本 章 所 讨论 的 计数 技术 能 够 用 来 计算 概率 。 

有 限 概率 的 背景 是 这 样 的 : 有 一 个 实验 E， 在 进行 这 个 实验 时 ， 它 产生 的 结果 是 某 有 限 结果 
集合 中 的 一 个 。 假 设 每 一 个 结果 都 是 等 可 能 的 equally likely) 〈 即 没有 哪 一 个 结果 比 其 他 结果 更 
有 可 能 出 现 ); 这 时 我 们 说 这 个 实验 是 随机 的 《randomly)。 所 有 可 能 结果 的 集合 被 称 为 这 个 实验 
的 样本 空间 (sample space)， 并 把 它 记 作 S。 因 此 ，S 是 一 个 有 限 集合 ， 比 如 说 有 下 面 ”个 元 素 
的 集合 : 

S= {S19529°"* Sn) 
当 我 们 进行 实验 5 时 ， 每 一 个 都 有 7 分 之 一 的 出 现 机 会 ， 所 以 说 结果 s; 的 概率 是 1/nx， 写 作 
Prob(s;) = 1l/n (= 1,2,.,n) 
一 个 事件 (event) 就 是 样本 空间 S 的 一 个 子 集 E, 但 是 我 们 通常 是 用 描述 式 语言 给 出 这 个 子 集 


。 E， 而 不 是 实际 列 出 巨 中 的 所 有 结果 。 


例子 ”考虑 投掷 3 枚 硬币 的 实验 5， 其 中 每 一 枚 落 在 地 上 或 者 显示 正面 〈 互 ) 或 者 显示 背面 
《 厂 。 因 为 每 一 枚 硬币 都 能 出 现 正 面 互 或 者 背面 工 ， 所 以 这 个 实验 的 样本 空间 是 由 8 个 有 序 对 组 
成 的 集合 5: 
(H,H,H),(H,H,D,(H,T,H),(H,T,T) 
(T,H,HD,T,H,D),(T,T,H), CT,T,T) 
例如 ， 其 中 的 〈 互 ，T， 已 ) 表示 的 是 第 一 枚 硬币 出 现 的 是 互 ， 第 二 枚 硬币 出 现 的 是 TT， 第 三 榴 





”相对 于 以 微 积分 为 基础 的 连续 概率 。 
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硬币 出 现 的 是 妃 。 设 已 是 至 少 有 两 校 硬币 出 现 互 的 事件 集合 。 那 么 
E= {CH,H,H),(H,H,T),H,T,NH),T,H,H))} 
因为 是 由 8 个 可 能 出 现 的 结果 中 的 4 个 结果 组 成 的 ， 所 以 , 很 自然 就 可 以 定义 玉 的 概率 是 





4/8 一 1/2。 下 面 的 定义 更 精确 。 口 
在 样本 空间 为 S 的 实验 中 ， 事 件 互 的 概率 〈propability) 定义 为 S 中 属于 EE 的 结果 的 比率 ， 因 此 ， 

_ |E| 

Prob( 五 ) 一 TS 


根据 定义 ， 事 件 羽 的 概率 满足 下 面 的 条 件 
0 过 Prob(E) 过 1 

其 中 Prob(E) = 二 0 当 且 仅 当 上 是 一 个 空 事件 多 〈 即 不 可 能 的 事件 )， 而 Prob(E) 二 1 当 且 仪 当 玉 是 
整个 样本 空间 S〈 肯 定 出 现 的 事件 ) 。 因 此 ， 为 了 计算 一 个 事件 五 的 概率 ， 我 们 必须 做 两 个 计算 : 
计算 样本 空间 S 中 的 结果 个 数 ， 计 算 在 事件 三 中 的 结果 个 数 。 

例子 ”考虑 有 52 张 牌 的 普通 纸牌 ， 每 一 张 牌 都 是 13 个 等 级 1，2，…，10，11，12，13 中 
的 一 个 ， 而 且 有 4 种 花色 一 一 梅花 (C), 方块 CD)， 红 桃 《〈 互 ) 和 黑 桃 〈《S) 中 的 一 种 。 通 常 ， 
11 记 作 了 ，12 记 作 Q，13 记 作 KK。 另 外 ，1 充当 两 个 角色 : 或 者 就 是 1 (级 别 低 ， 在 2 之 下 )， 
或 者 充当 A〈 级 别 高 ， 在 天 之 上 )92 。 考 虑 随机 抽出 一 张 牌 的 实验 5。 因 此 ， 样 本 空间 S 就 是 52 
张 牌 的 集合 ， 其 中 每 一 张 牌 的 概率 是 1/52。 设 已 是 抽出 的 牌 是 5 的 事件 。 因 此 ， 

E={(C,5),D,5),(H,5),(S,5)} 

因为 |E| = 二 4，| S| 二 52， 所 以 Prob(E)==4/52 二 1/13。 

例子 设 n 是正 整 数 。 假 设 我 们 在 1 和 之 间 随 机 选 出 一 个 整数 序列 鹿 ，is，…，i,。 
(1) 这 个 选 出 的 序列 是 1，2，…，” 的 排列 的 概率 是 多 少 ? (2) 这 个 序列 正好 含有 ?2 一 1 个 不 同 
整数 的 概率 是 多 少 ? 

样本 空间 S 是 长 度 为 n 的 所 有 可 能 序列 的 集合 ， 其 中 序列 的 每 一 项 是 整数 1，2，-…, nn 中 的 
一 个 整数 。 因 此 1S| ==wr， 这 是 因为 项 中 的 每 一 个 都 及 种 可 能 的 选择 。 

(1) 序列 是 排列 的 事件 玉 的 大 小 满足 |E| 二 =n!1。 因 此 ， 


Prob(E) = 于 
n 


(2) 设 下 是 正好 有 nn 一 1 个 不 同 整数 的 序列 的 事件 。 下 中 的 序列 只 有 一 个 整数 是 重复 的 而 且 
整数 1，2，-…，n 中 正好 有 一 个 整数 没有 出 现在 这 个 序列 之 中 所 以 这 个 序列 中 有 nn 一 2 个 其 他 
的 整数 )。 这 个 重复 的 整数 有 n 个 选择 ， 没 有 出 现 的 整数 则 有 n 一 1 个 选择 。 这 个 重复 的 整数 的 位 


置 有 (，) 种 ;其余 a--2 个 整数 可 以 用 (n 一 2)! 种 方法 放置 在 剩余 的 w 一 2 个 位 置 上 。 因 此 有 

















a) 
|F|= n(n D2) 1 = Fn 
所 以 
DD 
Prob(CF) = 21Cn— 2) 1 











例子 5 个 彼此 相同 的 车 被 随机 放置 在 8X8 棋盘 的 非 攻 击 位 置 上 。 这 些 车 既 在 行 1，2，3， 


日 ”对 于 那些 不 熟悉 纸牌 游戏 或 者 不 喜欢 这 种 游戏 的 人 ， 下 面 是 一 种 更 抽象 的 描述 : 任意 一 副 有 52 张 牌 的 普通 纸牌 
抽象 说 来 就 是 52 个 形 如 (r+，y) 这 样 的 有 序 对 的 集合 ， 其 中 并 是 四 种 “花色 ”C，D， 万 ，S 中 的 一 种 ， 而 > 则 
是 13 个 等 级 1，2，…，13 中 的 一 个 等 级 ， 而 最 小 的 等 级 1 有 时 也 被 用 作 最 大 的 等 级 (所 以 可 以 认为 它 是 跟 在 
13 后面 的 一 个 带 圈 的 1)。 | 
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4，5 又 在 列 4，5，6，7，8 上 的 概率 是 多 少 ? 

我 们 的 样本 空间 S 是 由 棋盘 上 5 个 非 攻 击 车 的 所 有 放置 的 全 体 构成 的 ， 所 以 有 

_ /8Y 8 . 
sl= (s) “ 51- BD 

设 玉 是 这 些 车 既 在 指定 的 行 义 在 指定 的 列 上 的 事件 。 于 是 玉 的 大 小 是 51， 这 是 因为 有 5! 种 方 
法 把 这 5 个 车 放置 在 5X5 棋盘 上 。 因 此 我 们 有 
(51)2313 1 
C81) 3136 
例子 ”这 是 用 一 副 普 通 的 52 张 纸牌 玩 的 一 系列 Poker 游戏 的 例子 。 游 戏 中 一 手 牌 由 5 张 组 


2 
成 。 我 们 的 实验 E 是 随机 选 出 一 手 牌 。 因 此 ， 样 本 空间 S 是 由 (: )=? 598 960 种 可 能 的 手 牌 组 成 


的 ， 而 且 每 手 牌 被 选中 的 概率 相同 ， 等 于 1/2 598 960。 

(1) 设 E 是 满堂 红 手 牌 的 事件 ， 即 有 3 张 某 个 级 别 的 牌 和 两 张 男 一 个 级 别 的 牌 〈 花 色 不 重 
要 )。 为 了 计算 巨 的 概率 ， 需 要 计算 | 王 | 。 那 么 又 如 何 确 定 满堂 红 的 数量 呢 ? 我 们 利用 乘法 原 
理 ， 考 虑 下 面 四 项 任务 : 

(a》 选择 有 3 张 牌 的 那个 级 别 。 

(b》 选 择 这 个 级 别 的 3 张 牌 ， 即 它们 的 3 种 花色 。 

(c) 选择 有 两 张 牌 的 那个 级 别 。 

《d)》 选择 这 个 级 别 的 2 张 牌 ， 即 它们 的 两 种 花色 。 


Prob(E) = 








口 


执行 这 些 任 务 的 方法 数 如 下 : 
(a) 13 

4 
Cb) (,)=4 
(c) 12 (选择 (a) 之后， 还 剩 12 个 级 别 ) 
Cd) (?)=s 

2 
因此 ，| 忆 | =13。4.。 12 。6 一 3744， 所 以 有 

3744 
Pr(E) 一 608980 ~ 0.0014 


(2) 设 王 是 闫 子 手 牌 的 事件 ， 即 一 手 牌 中 的 5 张 牌 有 连续 的 级 别 〈 花 色 不 重要 )， 请 记 住 : 
此 时 1 同时 也 是 A。 为 了 计算 |E| ， 我 们 考虑 下 面 两 项 任务 : 

(a) 选择 这 五 个 连续 的 级 别 。 

(b) 选择 这 五 个 连续 级 别 中 每 个 级 别 的 花色 。 

执行 这 两 项 任务 的 方法 数 如 下 : 

Ca) 10 〈 五 张 顺 牌 可 以 从 1，2，…，10 中 的 任意 一 个 开始 ) 

(b) 4 (每 一 张 牌 有 4 种 可 能 的 花色 ) 

因此 , EE 的 大 小 是 |E|==10* 4 二 10 240， 从 而 概率 是 


_ 10240 
Pr(E) 一 F098 0650 ~ 0. 0039 


(3) 设 巨 同花顺 的 事件 ， 即 相同 花色 的 连续 5 张 牌 。 利 用 (b) 中 的 推理 ， 我 们 看 到 已 的 大 
小 是 | 已 | 王 10。4 一 40， 从 而 概率 是 


Pr(E) 一 20.0000154 


40 
2 598 960 
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(4) 设 巨 是 刚好 有 两 对 牌 的 事件 ; 即 一 手 牌 的 5 张 牌 中 ， 有 一 对 某 个 级 别 的 牌 和 另 一 对 另 
一 个 级 别 的 牌 ， 以 及 一 张 与 前 面 4 张 级 别 都 不 同 的 牌 。 到 此 ， 我 们 要 稍 加 小 心 ， 因 为 这 里 提 到 
的 前 两 个 级 别 出 现 的 方式 相同 〈 这 与 满堂 红 不 同 ， 满 堂 红 是 一 个 级 别 3 张 牌 ， 另 一 个 级 别 2 
张 牌 ;。 为 了 计算 此 时 的 EE 的 大 小 ， 我 们 考虑 下 面 三 项 任务 (如 果 模 仿 (1)， 这 里 就 是 六 项 
任务 ): 
(a) 选择 出 现在 两 个 对 子 中 的 两 个 级 别 。 
(b) 对 两 个 级 别 分 别 选 出 两 个 花色 。 
(c) 选择 剩余 的 纸牌 。 59 
我 们 执行 这 三 项 任务 的 方法 数 如 下 : 


(a) (2)=78 
a (> 


(b) () ()=° . 6 一 36 

















2 
(c) 44 
因此 , EE 的 大 小 是 |E|=78，36。，44 二 123 552， 从 而 它 的 概率 是 
_ 123552 
PrCE) = 2 58 .0656 ~ 0. 048 


这 个 概率 大 约 是 1/20。 
(5) 设 王 是 一 手 5 张 牌 中 至 少 有 一 张 是 4。 这 里 ， 我 们 运用 减法 原理 。 设 E 一 S\E 是 一 手 牌 中 
加 48 加 
没有 A 的 补 事件 。 于 是 |E| =( 5 )=1 712 304。 因 此 五 的 大 小 是 | 瑟 | =|S| 一 | 王 | 一 2 598 960 一 1 
712 304 二 886 656 ， 从 而 它 的 概率 是 


Pr(E) = 2598960 一 1712304 -11712304 -886 656 
2 598 960 2598960 ”2598960 


如 我 们 在 〈5) 的 计算 中 看 到 的 那样 ， 用 概率 语言 描述 时 减法 原理 变 为 
Pr(E) 一 1 一 Pr(E), 等 价 地 ,Pr(E) = 1 一 Pr(E) 
在 练习 题 中 我 们 将 给 出 更 多 的 概率 计算 。 


2.7 练习 题 


. 对 于 性 质 (a) 和 (b) 的 四 个 子 集 的 每 一 种 ， 计 数 各 数位 取 自 数字 1，2，3，4，5 的 四 位 数 的 个 数 : 
(a) 各 数位 互 不 相同 。 
(b) 该 数 是 偶数 。 
注意 ， 这 里 有 四 个 问题 : 好 (没有 进一步 的 限制 ); {a》 (性 质 (a) 成 立 ); {65} (性 质 (b) 成 立 ); {a， 
6 (性 质 (a) 和 (〈b) 同时 成 立 ) 。 
. 如 果 所 有 同 花 色 牌 都 放 在 一 起 ， 那 么 对 于 52 张 一 副 的 牌 有 多 少 种 排序 方法 ? 
3. 有 多 少 方法 发 一 手 5 张 牌 ? 共有 多 少 种 不 同 的 手 牌 ? 
. 下 列 各 数 各 有 多 少 互 不 相同 的 正 因 子 ? 
(a) 3: X52X7 X11l 
(b) 620 
(ce) 10° 
. 确定 作为 下 列 各 数 的 因子 的 10 的 最 大 手 (等 价 于 用 通常 的 10 进 制 表示 时 尾部 0 的 个 数 ): 
(a) 501 
(b) 1000! 
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. 有 和 多少 个 使 下 列 性 质 同时 成 立 且 大 于 5400 的 整数 ? 


《a) 各 位 数字 互 不 相同 。 
(b) 数字 2 和 7 不 出 现 。 


. 4 名 男士 和 8 名 女士 围 着 一 张 圆桌 就 座 ， 如 果 每 两 名 男士 之 间 是 两 名 女士 ， 一 共有 多 少 种 就 座 方 法 ? 
. 6 名 男士 和 6 名 女士 转 着 一 张 圆桌 就 座 ， 如 果 男 士 和 女士 交替 就 座 ， 一 共有 多 少 种 就 座 方 法 ? 
. 15 个 人 围 着 一 张 圆桌 就 座 ， 如 果 召 拒绝 坐 在 A 的 旁边 ， 一 共有 多 少 种 就 座 方法 ? 如 果 B 只 拒绝 坐 在 A 


的 右边 ， 一 共有 和 多少 种 就 座 方法 ? 

. 从 有 10 名 男 会 员 和 12 名 女 会 员 的 一 个 俱乐部 选 出 一 个 5 人 委员 会 。 如 果 这 个 委员 会 至 少 要 包含 2 位 女 

士 ， 有 多 少 种 方法 形成 这 个 委员 会 ? 此 外 ， 如 果 俱 乐 部 里 某 位 男士 和 某 位 女士 拒绝 进入 该 委员 会 一 起 

工作 ， 形 成 委员 会 的 方式 又 有 多 少 ? 

. 1 到 20 之 间 没 有 两 个 连续 整数 的 3 整数 集合 有 多 少 个 ? 

. 从 15 个 球员 的 集合 中 选 出 11 个 球员 组 成 足球 队 、 这 15 个 人 当中 有 5 人 只 能 踢 后 卫 ， 有 8 人 只 能 踢 边 

卫 ， 有 2 人 既 能 踢 后 卫 又 能 踢 边 卫 。 假 设 足 球 队 有 7 个 人 踢 边 卫 4 个 人 踢 后 卫 . 确定 足球 队 可 能 的 组 

队 方 法 数 。 

一 所 学 校 有 100 名 学 生 和 3 个 宿舍 A，B 和 C， 它们 分 别 容纳 25，35 和 40 人 。 

(a) 使 得 3 个 宿舍 都 住 满 学 生 有 和 多少 种 方法 ? 

(b) 假设 100 个 学 生 中 有 50 名 男生 和 50 名 女生 ， 而 宿舍 A 是 全 男生 宿舍 ， 宿 舍 B 是 全 女生 宿舍 ， 宿 
舍 C 男女 兼 收 。 有 多 少 种 方法 可 为 学 生 安排 宿舍 ? 

教室 有 两 排 座位 且 每 排 有 8 个 座位 。 现 有 学 生 14 人 ， 其 中 5 人 总 坐 在 前 排 ，4 人 总 坐 在 后 排 。 有 多 少 

种 方法 将 学 生 分 派 到 座位 上 ? 

在 一 个 聚会 上 有 15 位 男士 和 20 位 女士 。 

(a) 有 多 少 种 方式 形成 15 对 男女 ? 

(b) 有 多 少 种 方式 形成 10 对 男女 ? 

用 组 合式 推理 方法 证 明 下 面 的 等 式 


(= (2 
不 要 用 定理 2. 3. 1 给 出 的 这 些 值 来 证 明 。 
6 个 没有 区 别 的 车 放 在 6X6 棋盘 上 ， 使 得 没有 两 个 车 能 够 互相 攻击 的 放置 方法 有 多 少 ? 如 果 是 2 个 红 
车 4 个 蓝 车 ， 那 么 放置 方法 又 是 多 少 ? 
2 个 红 车 4 个 蓝 车 放 在 8X8 棋盘 上 ， 使 得 没有 两 个 车 可 以 互相 攻击 的 放置 方法 有 多 少 ? 
给 定 8 个 车 ， 其 中 5 个 红 车 3 个 蓝 车 。 
(a) 将 8 个 车 放 在 8X8 棋盘 上 ， 使 得 没有 两 个 车 可 以 互相 攻击 的 放置 方法 有 多 少 ? 
(b) 将 8 个 车 放 在 12X12 棋盘 上 ， 使 得 没有 两 个 车 可 以 互相 攻击 的 放置 方法 有 多 少 ? 
确定 {10，1，2，…，9} 的 循环 排列 的 个 数 ， 其 中 0 和 9 不 在 对 面 〈 提 示 : 计算 0 和 9 在 对 面 的 循环 排 
列 的 个 数 ) 。 


. 单词 ADDRESSES 的 字母 有 多 少 排列 ? 这 9 个 字母 有 多 少 8 排列 ? 


. 在 4 个 运动 员 之 间 进 行 竞走 比赛 。 如 果 允 许 名 次 并 列 (甚至 是 4 个 人 同时 到 达 终 点 )， 那么 比赛 有 和 多少 
种 结束 的 方式 ? 

. 桥牌 是 4 个 人 之 间 的 一 种 游戏 ,使 用 的 是 普通 的 52 张 一 副 的 纸牌 。 开 始 时 每 人 手 里 13 张 牌 ,桥牌 开 
局 时 有 多 少 种 不 同 的 状态 (不 计 桥 牌 实际 上 是 在 两 组 对 家 之 间 进 行 的 事实 )? 

- 过 山 车 有 5 个 车 磺 ， 每 个 车 磺 有 4 个 座位 ， 两 个 在 前 ， 两 个 在 后 。 今 有 20 人 准备 乘 车 ， 有 多 少 种 乘 车 
方式 ? 若 有 2 人 想 坐 在 不 同 的 车 是 ， 有 多 少 种 乘 车 方式 ? 


- 大 缆车 有 5 个 车 厢 ， 每 个 车 厅 有 一 排 4 个 座位 ， 今 有 20 人 准备 乘 车 ， 有 多 少 种 乘 车 方式 ?” 若 有 2 人 想 


坐 在 不 同 的 车 是 ， 有 多 少 种 乘 车 方式 ? 
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一 群 mn 个 人 要 被 编 人 m 个 队 ， 每 队 n 个 队员 。 

(a) 如 果 每 队 都 有 一 个 不 同 的 名 字 ， 确 定编 队 的 方法 数 。 

(b) 如 果 各 队 都 没有 名 字 ， 确 定编 队 的 方法 数 。 

5 个 没有 区 别 的 车 放 在 8X8 棋盘 上 ， 使 得 没有 车 能 够 攻击 别 的 车 并 且 第 一 行 和 第 一 列 都 不 空 的 放置 方 
法 有 多 少 ? 

一 名 秘书 在 距离 他 家 以 东 9 个 街区 、 以 北 8 个 街区 的 一 座 大 楼 里 工作 。 每 天 他 都 要 步行 17 个 街区 去 上 
班 (参见 下 图 )。 



































(a) 对 他 来 说 ， 有 和 多少 条 可 能 的 路 线 ? 

(b) 如 果 在 他 家 以 东 4 个 街区 、 以 北 3 个 街区 开始 向 东方 向 的 街区 在 水 下 而 他 又 不 会 游 瀛 )， 则 有 多 
少 条 不 同 的 路 线 (提示: 计数 使 用 水 下 街区 的 路 线 的 数目 )? 

设 5 是 重复 数 为 mm， ne。，…，n 的 多 重 集 合 ， 其 中 丸 二 1。 令 二 巩 十 … 十 mw。 证 明 S 的 循环 排列 数 等 于 


nl 
nz 1 1 


我 们 要 围 着 一 张 桌子 一 图 给 5 个 男孩 、5 个 女孩 和 一 名 家 长 安排 座位 。 如 果 男 孩 不 坐 在 男孩 旁边 ， 女 该 
不 坐 在 女孩 旁边 ， 那 么 有 和 多少 种 座位 安排 方式 ”如 果 有 两 名 家 长 ， 又 有 多 少 种 座位 安排 方式 ? 
在 一 次 有 15 个 球 队 参加 的 足球 锦标 赛 中 ， 最 前 面 的 3 支 球 队 将 获得 金杯 、 银 杯 和 铜 杯 ， 最 后 的 3 支 球 
队 将 被 降 到 低 一 级 的 联赛 比赛 。 如 果 分 别 获得 金 银 铜 杯 的 那些 球 队 是 相同 的 ， 而 遭 到 降级 的 那些 球 队 
也 都 是 相同 的 ， 那 么 我 们 认为 锦标 赛 的 两 个 结果 是 相同 的 。 试 问 锦标 赛 有 多 少 种 可 能 的 不 同 结果 ? 
确定 下 面 的 多 重 集 合 的 11 排列 的 数目 ， 

S= {3*4a,4.6b,5.c} 
确定 下 面 的 多 重 集合 的 10 排列 的 数目 : 

S= {3*a,4.b,5* ec) 
确定 下 面 的 多 重 集合 的 11 排列 的 数目 : 

S={3*a,3 6,3.c,3.4d}) 

列 出 下 面 的 多 重 集合 的 3 组 合 和 4 组合 : 











{2ea,1 -eb,3 .ee) 

确定 下 面 的 多 重 集合 的 组 合 数量 (大 小 任意 ): 有 上 种 不 同类 型 对 象 ， 且 它们 的 有 限 重 复数 分 别 为 mm， 
Ha 
一 家 面包 店 销售 6 种 不 同类 型 的 酥 皮 糕 点 。 如 果 该 店 每 种 糕点 至 少 有 1 打 ， 那么 可 能 配置 成 多 少 打 不 
同类 型 的 酥 皮 糕点 ?如果 在 一 盒 中 每 种 栈 皮 糕点 至 少 有 一 块 ， 又 能 有 多 少 打 ? 
方程 

TI 十 Xo 十 TX3 十 Xx 二 30 
有 和 多少 满足 之 2，zz 之 0，xs 之 一 5，X4 之 8 的 整数 解 ? 
有 20 根 完全 相同 的 棍 列 成 一 行 ， 占 据 20 个 不 同位 置 : 

上 TEN 
要 从 中 选 出 6 根 。 
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(a) 有 多 少 种 选择 ? 
(b) 如 果 所 选 出 的 棍 中 没有 两 根 是 相 邻 的 ， 那 么 又 有 多 少 种 选择 ? 
(c) 如 果 在 每 一 对 所 选 的 棍 之 间 必 须 至 少 有 两 根 棍 ， 有 多 少 种 选择 ? 
有 根 要 列 成 一 行 并 将 从 中 选 出 & 根 。 
(a) 有 和 多少 种 选择 ? 
(b) 如 果 所 选 出 的 棍 中 没有 两 根 是 相 邻 的 ， 那 么 又 有 多 少 种 选择 ? 
(c) 如 果 在 每 一 对 所 选 的 棍 之 间 必 须 至 少 有 ! 根 棍 ， 有 多 少 种 选择 ? 
在 3 个 孩子 之 间 分 发 12 个 完全 相同 的 苹果 和 1 个 橘子 ， 使 每 个 孩子 至 少 得 到 一 个 水 果 ， 有 多 少 种 分 发 
方法 ? 
将 10 饶 桶 子 半 、1 钠 柠 榜 汁 和 1 句 酸 橙汁 分 发 给 4 名 口 渴 的 学 生 ， 要 求 每 名 学 生 至 少 得 到 一 钠 饮 料 ， 
并 且 柠 樟 汁 和 酸 橙 秆 要 分 给 不 同 的 学 生 ， 确 定 分 发 的 方法 数 。 
确定 下 面 的 多 重 集合 的 ~ 组 合 数目 : 
{lea a yO 。 ag} 
证 明 ， 在 & 个 孩子 当中 分 发 件 不 同 物体 的 分 发 方法 数 等 于 k"。 
要 将 20 本 不 同 的 书 放 到 5 个 书架 上 ， 每 个 书架 至 少 能 够 存放 20 本 书 。 
(a) 如 果 只 关心 书架 上 书 的 数量 〈 而 不 关心 哪 本 书 在 什么 地 方 )， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 摆 放 方法 ? 
(b) 如 果 关 心 哪 本 书 存放 在 什么 地 方 ， 但 不 关心 书 在 书架 上 的 顺序 ， 那 么 有 和 多少 种 不 同 的 摆 放 方法 ? 
(c) 如 果 需 要 考虑 书架 上 书 的 顺序 ， 那 么 又 有 多 少 种 不 同 的 摆 放 方法 ? 
(a) 在 一 次 聚会 上 有 2n 个 人 ， 他 们 成 对 交谈 ， 每 一 个 人 都 和 另 一 个 人 交谈 〈 因 此 是 = 对 )。2z 个 人 像 
这 样 交 谈 能 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
(b) 假设 在 这 次 聚会 上 有 2 十 1 个 人 ， 除 去 一 人 外 ， 每 一 个 人 都 和 另 一 个 人 交谈 。 有 多 少 种 分 对 交谈 
的 方法 ? 
有 2n 十 1 本 相同 的 书 要 放 人 带 有 3 层 搁 板 的 书柜 中 ， 如 果 每 一 对 搁 板 放置 的 书 总 是 多 于 另 一 层 搁 板 上 
放置 的 书 ， 那 么 有 多 少 种 方法 可 把 书 放 人 书柜 中 ? 
证 明 m 个 A 和 至 多 n 个 B 的 排列 的 数目 等 于 
(一 ) 
m+ 二 1 
证 明 最 多 m 个 A 和 最 多 n 个 B 的 排列 数 等 于 
("1 
m++1 


. 将 5 个 相同 的 车 放 入 8X8 棋盘 的 方 格 中 ， 使 得 其 中 的 4 个 车 占据 一 个 矩形 的 四 个 角 ， 且 这 个 矩形 的 边 


与 棋盘 的 边 平行 ， 有 多 少 种 放置 方法 ? 


,考虑 大 小 为 2n 的 多 重 集合 {n* a，1，2，3，…，n)， 确 定 它 的 n 组 合 数 。 
. 考虑 大 小 为 3n 十 1 的 多 重 集合 1ta va，nm 2，1，2，3，…，? 十 1) ， 确 定 它 的 ”组 合 数 。 
. 在 集合 {1，2，…，n) 的 排列 和 塔 状 集 CA,CA:C…CA, 间 建 立 一 一 对 应 ， 其 中 | As | 一， 二 


0，1，2，…，7。 


. 确定 形 如 CEAGSBS (1，2，…，n}) 的 塔 数 。 
. 下 面 单词 中 的 字母 有 多 少 个 排列 ? 


(a) TRISKAIDEKAPHOBIA 〈 这 个 词 的 意思 是 “十 三 和 恐 惧 症 ” 

(b) FLOCCINAUCINIHILIPILIFICATION 〈 这 个 词 的 意思 是 “认为 某 事 无 意义 ”) 

(c) PNEUMONOULTRAMICROSCOPICSILICOVOLCANOCONIOSIS ( 砂 肺 病 ) (这 个 词 可 能 是 英语 
中 最 长 的 单词 ) 

(d) DERMATOGLYPHICS 〈 肌 纹 学 ) (这 个 单词 是 现在 英语 中 不 含 重复 字母 的 最 长 英语 单词 ， 还 有 一 
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个 相同 长 度 的 单词 是 UNCOPYRIGHTABLES ) 。 
一 手 牌 是 同花顺 〈 即 5 张 牌 是 相同 花色 的 ) 的 概率 是 多 少 ? 
一 手 牌 正 好 有 一 对 的 概率 〈 即 这 一 手 牌 中 正好 有 四 个 不 同 的 级 别 ) 是 多 少 ? 
一 手 牌 含有 五 个 不 同 级 别 但 不 含 同 花 顺 或 者 顺 子 (5 张 牌 的 点 数 是 连续 的 ) 的 概率 是 多 少 ? 
考虑 下 面 这 样 一 副 纸牌 ， 从 普通 的 52 张 牌 中 去 掉 J，Q 和 天 后 剩余 的 40 张 牌 ， 此 时 1 (A) 可 以 跟 在 
一 个 10 的 后 面 。 计 算 2.6 节 中 的 例子 给 出 的 各 种 手 牌 的 概率 。 
一 家 百 吉 饼 店 有 6 种 不 同 的 百 吉 饼 。 假 设 可 以 随机 选取 15 张 百 吉 饼 。 每 种 百 吉 饼 至 少 有 一 张 时 选择 的 
概率 是 多 少 ? 如 果 百 吉 饼 中 有 一 种 是 芝麻 口味 的 ， 那么 至 少 有 三 张 芝 麻 口 昧 的 百 吉 饼 时 选择 的 概率 是 
多 少 ? 
考虑 9X9 棋盘 和 9 个 车 ， 其 中 有 5 个 红 车 和 4 个 蓝 车 。 假 设 随机 把 这 些 车 放置 在 棋盘 上 非 攻击 的 位 置 。 
那么 红 车 在 1，3，5，7，9 行 的 概率 是 多 少 ? 红 车 既 在 1，2，3，4，5 行 上 又 在 1，2，3，4，5 列 上 的 
概率 是 多 少 ? 
假设 一 手 牌 有 7 张 牌 而 不 是 5 张 。 计 算 下 列 各 种 手 牌 的 概率 : 
(a) 7 顺 子 
(b) 一 个 级 别 4 张 牌 ， 另 一 个 级 别 3 张 牌 
(c) 一 个 级 别 3 张 牌 ， 另 外 两 个 不 同 级 别 各 两 张 牌 
(d) 三 个 不 同 级 别 各 两 张 牌 ， 第 四 个 级 别 1 张 牌 
(e) 一 个 级 别 3 张 牌 ， 四 个 不 同 级 别 各 1 张 牌 
(f) 不 同 级 别 的 七 张 牌 
投掷 4 枚 标准 锅子 (一 个 立方 体 ， 在 它 的 六 个 面 上 分 别 有 1，2，3，4，5,6 个 点 )， 每 个 角 子 颜色 不 
同 ， 每 个 角 子 着 地 时 都 有 一 个 商 朝 上 ， 因 此 就 呈现 出 一 个 点 子 数 。 确 定 下 列 事件 的 概率 : 
(a) 呈现 出 的 点 子 总 数 是 6 的 概率 
(b) 至 多 有 两 个 骨 子 正好 呈现 出 一 个 点 的 概率 
(c) 每 个 货 子 至 少 呈 现 出 两 个 点 的 概率 
(d) 呈现 出 的 四 个 点 数 互 不 相同 的 概率 
(e) 呈现 出 的 点 数 正 好 有 两 个 不 相同 的 概率 
设 n 是正 整数 。 假 设 我 们 在 1 到 之 间 随 机 选 出 一 个 整数 序列 i ，iz ，…， 坟 。 
(a) 这 个 序列 正好 含有 "一 2 个 不 同 整数 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 这 个 序列 正好 含有 n 一 3 个 不 同 整数 的 概率 是 多 少 ? 
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第 3 章 | 


]ntroductory Combinatorics. 5E 


鸟 集 原理 





本 章 考虑 一 个 重要 而 又 初等 的 组 合 学 原理 ， 它 能 够 用 来 解决 各 种 有 趣 的 问题 ， 常 常 得 出 一 些 
令 人 惊奇 的 结论 。 这 个 原理 有 许多 的 名 字 , 但 最 普通 的 名 字 叫 鲍 捅 原理 ， 也 叫做 狄 利克 雷 
(Dirichlet) 抽 层 原理 ， 以 及 娃 爹 〈shoebox) 原理 。 关 于 鲍 巢 原理 的 阑 释 ， 粗 略 地 说 就 是 如 果 有 许多 
鲍 子 飞 进 不 够 多 的 鲁 巢 内 ， 那 么 至 少 要 有 一 个 铝 巢 被 两 个 或 多 个 铀 子 占 据 。 下 面 给 出 更 精确 的 叙述 。 


3. 1 鲍 梨 原理 : 简单 形式 


饮 巢 原理 的 最 简单 形式 是 如 下 所 示 的 相当 显然 的 论断 。 

定理 3. 1. 1 如 果 要 把 n 十 ] 个 物体 放 进 即 个 盒子 ， 那 么 至 少 有 一 个 盒子 包含 两 个 或 更 多 的 物体 。 

证 明 用 反 证 法 进行 证 明 。 如 果 这 ?2 个 盒子 中 的 每 一 个 都 至 多 含有 一 个 物体 ， 那 么 物体 的 总 
数 最 多 是 n。 这 与 我 们 有 n 十 1 个 物体 矛盾 ， 所 以 某 个 盒子 至 少 有 两 个 物体 。 

注意 ， 无 论 是 名 梨 原 理 还 是 它 的 证 明 ， 对 于 找 出 含有 两 个 或 更 多 物体 的 盒子 都 没有 任何 帮 
助 。 它 们 只 是 简单 地 断言 ， 如 果 人 们 检查 每 一 个 盒子 ， 那 么 他 们 会 发 现 有 的 盒子 里 面 放 有 多 个 物 
体 。 名 梨 原 理 只 是 保证 这 样 的 盒子 存在 。 因 此 ， 无 论 何 时 用 鲁 梨 原理 去 证 明 -- 个 排列 或 某 种 现象 
的 存在 时 ， 在 不 考察 所 有 可 能 性 的 情况 下 ， 它 都 不 能 对 如 何 构造 排列 或 寻找 某 一 现象 的 例子 给 
出 任何 有 价值 的 指导 。 

还 要 注意 ， 当 只 及 个 (或 更 少 ) 物体 时 是 无 法 保证 伍 巢 原理 的 结论 的 。 这 是 因为 可 以 在 n 
个 盒子 的 每 一 个 里 面 放 进 一 个 物体 。 当 然 ， 在 盒子 中 分 配 两 个 物体 的 情况 下 我 们 可 以 使 得 盒子 
里 有 两 个 物体 ， 但 是 这 不 能 保证 有 一 个 盒子 有 两 个 以 上 物体 ， 除 非 我 们 分 配 至 少 n 十 1 个 物体 。 
因此 ， 铝 梨 诛 理 只 是 断言 无 论 我 们 在 n 个 盒子 中 如 何 分 配 n 十 1 个 物体 ， 总 不 能 避免 把 两 个 物体 
放 进 同一 个 盒子 中 去 。 

我 们 可 以 把 物体 放 入 盒子 改 为 用 n 种 颜色 中 的 一 种 颜色 对 每 一 个 物体 着 色 。 此 时 ， 蚀 巢 原 理 
断言 ， 如 果 使 用 ”种 颜色 给 ”十 1 个 物体 着 色 ， 那 么 必然 有 两 个 物体 被 着 成 相同 的 颜色 。 

下 面 是 两 个 简单 的 应 用 。 

应 用 1 在 13 个 人 中 存在 两 个 人 ,他们 的 生日 在 同一 个 月 份 里 。 

应 用 2 设 有 nn 对 已 婚 夫妇 。 至 少 要 从 这 2n 个 人 中 选 出 多 少 人 才能 保证 能 够 选 出 一 对 夫妇 ? 

为 了 在 这 种 情形 下 应 用 合集 原理 ， 考 虑 ”个 盒子 ， 其 中 一 个 盒子 对 应 一 对 夫妇 。 如 果 我 们 选 
择 * 十 1 个 人 并 把 他 们 中 的 每 一 个 人 放 到 他 们 夫妻 所 对 应 的 那个 盒子 中 去 ， 那 么 就 有 一 个 盒子 含 
有 两 个 人 ; 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 选择 了 一 对 已 婚 夫妇 。 选 择 上 个 人 使 他 们 当中 一 对 夫妻 也 没有 的 
两 种 方法 是 选择 所 有 的 丈夫 和 选择 所 有 的 麦子 。 因 此 ，n 十 1 是 保证 能 有 一 对 夫妇 被 选中 的 最 小 
的 人 数 。 口 

有 必要 正式 叙述 一 下 若干 与 鲍 梨 原理 相关 的 其 他 原理 。 

。 如 果 和 将 元 个 物体 放 入 郊 个 盒子 并 且 没 有 一 个 盒子 是 室 的 ， 那 么 每 个 盒子 恰好 有 一 个 物体 。 

。 如 果 将 隐 个 物体 放 入 中 个 盒子 并 且 没 有 盒子 被 放 入 多 于 一 个 的 物体 ， 那 么 每 个 盒子 里 有 
































加 “shoebox” 一 词 是 对 德语 的 “Schub[ach” 的 误 译 和 一 种 民间 的 说 法 ， 这 个 词 的 意思 是 “书桌 里 的 )“ 格 子 ”。 


第 3 章 够 集 原 理 


一 个 物体 。 

在 应 用 2 中 ， 如 果 这 样 选择 nn 个 人 ， 即 从 每 一 对 夫妻 中 至 少 选 一 人 ， 那 么 我 们 就 从 每 对 夫妻 
中 怡 好 选 出 一 个 人 。 同 样 ， 如 果 选 择 2 个 人 的 方法 是 从 每 一 对 夫妻 中 至 多 选 一 人 ， 那 么 我 们 就 从 
每 对 夫妻 中 至 少 〈 从 而 也 恰好 ) 选 出 一 个 人 。 

前 面 阐明 的 这 三 个 原理 的 更 抽象 表述 如 下 : 

设 X 和 Y 是 有 限 集合 ， 并 令 f: XY 是 一 个 从 X 到 的 函数 。 

。 如 果 久 的 元 素 多 于 Y 的 元 素 ， 那 么 就 不 是 一 一 对 应 。 

。 如 果 X 和 了 含有 相同 个 数 的 元 素 ， 并 且 f 是 满 射 (onto)， 那 么 f 就 是 一 一 对 应 。 

。 如 果 和 和 了 含有 相同 个 数 的 元 素 ， 并 且 厂 是 一 一 对 应 ， 那 么 上 就 是 满 射 。 口 

应 用 3 给 定 mm 个 整数 a;，a;，…，a。， 存 在 满足 0 委 &</ 委 mm 的 整数 上 和 /!， 使 得 at 十 
az 十 … 十 w 能 够 被 mm 整除。 通俗 地 说 ， 就 是 在 序列 w ，a; ，…，aw 中 存在 连续 的 a， 这 些 a 的 
和 能 被 m 整除 。 

为 了 证 明 这 一 结论 ， 考 虑 m 个 和 

alyal 十 cryii 十 as 十 cai 十 aa 十 ca 十 … 十 Cn 
如 果 这 些 和 当中 的 任意 一 个 可 被 m 整除 ， 那 么 结论 就 成 立 。 因 此 ， 我 们 可 以 假设 这 些 和 中 的 每 
一 个 除 以 m 都 有 一 个 非 零 余 数 ， 余数 等 于 1，2，…，m 一 1 中 的 一 个 数 。 因 为 有 mx 个 和 ， 而 只 有 
m 一 1 个 余数 ， 所 以 必然 有 两 个 和 除 以 m 有 相同 的 余数 。 因 此 ， 存 在 整数 和 2，k<i， 使 得 a 十 
十 … 十 x 和 十 @z 十 … 十 a 除 以 大 有 相同 的 余数 ~: 
ai 十 az 十 … 十 必 一 az 十 rw 十 as 十 … 十 ai 一 Go 十 了 
二 式 相 减 ， 我 们 发 现 airi 十 … 十 4 二 (一 耻 m， 从 而 ac 十 … 十 ww 能 够 被 mx 整除 。 

为 了 具体 解释 上 面 的 论断 9S, 设 m= 二 7， 且 整数 为 2，4，6，3，5，5，6。 计 算 上 面 的 和 得 到 
2，6，12，15，20，25，31， 这 些 整 数 被 7 除 时 余数 分 别 为 2，6，5，1，6，4，3。 有 两 个 等 于 
6 的 余数 ， 这 意味 着 结论 : 6 十 3 十 5=14 可 被 7 整除 。 口 

应 用 4 一 位 国际 象棋 大 师 有 11 周 的 时 间 备 战 一 场 锦标 赛 ， 他 决定 每 天 至 少 下 一 盘 棋 ， 但 
为 了 不 使 自己 过 于 疲劳 他 还 决定 每 周 不 能 下 超过 12 盘 棋 。 证 明 存 在 连续 若干 天 ， 期 间 这 位 大 师 
恰好 下 了 21 盘 棋 。 

设 a 是 在 第 一 天 所 下 的 盘 数 ，as 是 在 第 一 天 和 第 二 天 所 下 的 总 盘 数 ， 而 as 是 在 第 一 天 、 第 
二 天 和 第 三 天 所 下 的 总 盘 数 ， 以 此 类 推 。 因 为 每 天 至 少 要 下 一 盘 横 ， 故 数 序列 wa ，as ，… ，ar 
是 一 个 严格 递增 的 序列 >。 此 外 ，ai 之 1， 而 且 因 为 在 任意 一 周 下 棋 最 多 是 12 盘 ， 所 以 azr 委 12X 
11 王 1328 。 因 此 ， 我 们 有 





l<a<a< "<an R132 
序列 ai 十 21，d 十 21，…，az7 十 21 也 是 一 个 严格 递增 序列 : 
22 委 人 十 21<< 必 二 21 二 <ar 十 21 委 132 十 21 一 153 
于 是 ， 这 154 个 数 
aiyaz… arrya 十 21,az 十 21……az 十 21 
中 的 每 一 个 都 是 1 到 153 之 间 的 整数 。 由 此 可 知 ， 它 们 中 间 有 两 个 是 相等 的 。 又 因为 a， 
U2 0°, an 中 没有 相等 的 数 ， 并 且 ai 十 21， ca 十 21，…，cz 十 21 中 也 没有 相等 的 数 ， 因此 必然 





昌 上 面 论述 实际 上 包含 一 个 非常 好 的 算法 ， 它 的 正确 性 依赖 于 鲍 巢 原理 ， 为 了 寻找 连续 的 w， 这 个 算法 比 检查 所 有 
连续 a 的 和 效率 更 高 。 

这 个 序列 的 每 一 项 都 比 它 前 面 的 项 大 。 

这 是 唯一 使 用 了 下 面 假设 的 地 方 ， 即 在 日 历 上 11 周 中 的 任意 一 周 内 至 多 下 了 12 盘 棋 。 这 样 ， 这 一 假设 可 以 被 
下 曾 的 假设 蔡 代 ， 即 77 天 内 至 多 下 132 盘 棋 。 
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存在 一 个 i 和 一 个 7 使 得 ,一 必 十 21。 从 而 ， 这 位 国际 象棋 大 师 在 第 7 十 1，7 二 2，…，:; 天 总 共 下 
了 21 盘 棋 。 

应 用 5 从 整数 1，2，…，200 中 选 出 101 个 整数 。 证 明 : 在 所 选 的 这 些 整 数 之 间 存 在 两 个 
这 样 的 整数 ， 其 中 的 一 个 可 被 另 一 个 整除 。 

通过 分 解 出 尽 可 能 多 的 2 因子 ,我 们 看 到 ， 任 一 整数 都 可 以 写成 2 Xa 的 形式 ， 其 中 4 之 0 
且 4a 是 奇数。 对 于 1 和 200 之 间 的 一 个 整数 ，a 是 100 个 数 1，3，5，…，199 中 的 一 个 。 因 此 ， 
在 所 选 的 101 个 整数 中 存在 两 个 整数 ， 当 写成 上 述 形式 时 这 两 个 数 具 有 相同 的 a 值 。 令 这 两 个 数 
是 2 Xa 和 2:Xa。 如 果 r 二 s， 那 么 第 二 个 数 就 能 被 第 一 个 数 整 除 。 如 果 r 汪 s， 那 么 第 一 个 数 就 
能 被 第 二 个 数 整除 。 

注意 ， 应 用 5 在 下 面 的 意义 下 是 最 好 的 可 能 : 从 1，2，…，200 中 可 以 选择 100 个 数 ， 使 得 
其 中 没有 一 个 能 被 另 一 个 整除 〈 比 如 ， 这 100 个 整数 是 101，102，…，199，200) 。 

下 面 给 出 一 个 数论 方面 的 应 用 ， 并 以 此 结 本 的 内容 。 首 先 ， 我 们 站 忆 一 下， 下 个 下 到 数 
m 和 n 是 互 素 的 ， 如 果 它 们 的 最 大 公约 数 S 是 1。 于 是 ，12 和 35 互 素 ， 而 12 和 15 则 不 是 互 素 
的 ， 因 为 3 是 12 和 15 的 公 因 子 。 

应 用 6 (中国 剩 余 定 理 ) 设 m 和 nn 是 互 素 的 正 整 数 ， 并 设 a 和 # 为 整数 ， 其 中 0 委 c 委 m 一 1 
以 及 0 委 5 委 ”一 1。 于 是 ， 存 在 正 整数 x， 使 得 x 除 以 mx 的 余数 为 4， 并 且 z 除 以 n 的 余数 为 5; 
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即 xz 可 以 写成 + 二 pm 十 a 的 同时 又 可 写成 x 二 qn 十 6b 的 形式 ， 这 里 ，p 和 9 是 两 个 整数 。 
为 证 明 这 个 结论 ， 我们 考虑 n 个 整数 
asm 二 Ta,2m+Ta,,(n—1)m++a 
这 些 整 数 中 的 每 一 个 除 以 m 都 余 a。 设 其 中 的 两 个 除 以 nn 有 相同 的 余数 x。 令 这 两 个 数 为 im 十 a 
和 jm 十 a， 其 中 0 委 i7 委 ?一 1。 于 是 ,存在 两 整数 g, 和 4g;， 使 得 
ma= gantr 


且 





Ja 十 & 一 9 十 > 
第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 ， 得 
(7 一 站 1 一 (9 一 9i)7 

上 面 的 方程 告诉 我 们 ，n 是 (一 让 m 的 因子 。 因 为 n 与 m 除 1 之 外 没有 其 他 公 因 子 ， 因 此 nn 只 
能 是 7 一 : 的 因子 。 然 而 ，0 志 i 过 7 筷 n 一 1 意味 着 0 过 j 一 :nn 一 1， 也 就 是 说 不 可 能 是 ;一 i 的 因 

该 矛盾 产生 于 我 们 的 假设 ; 7 个 整数 4，m 十 4，2m 十 4，…，(n 一 1)m 十 a 中 有 两 个 除 以 n 会 
有 相同 的 余数 。 因 此 我 们 断言 ， 这 ”个 数 中 的 每 一 个 数 除 以 ”都 有 不 同 的 余数 。 根 据 铝 巢 原理 ， 

个 数 0，1，…，n 一 1 中 的 每 一 个 都 要 作为 余数 出 现 ; 特别 是 2 也 是 如 此 。 设 户 为 整数 ， 满 足 
0 委 p 委 ”一 1， 使 得 数 x 二 pm 十 a 除 以 n 余数 为 8。 则 对 于 某 个 整数 g， 有 
=ma+t+b 

因此 ，zx=pm 二 a 有 旦 X= 二 qn 十 bp， 从 而 x 具有 所 要 求 的 性 质 。 口 

一 个 有 理 数 a/b 最 终 可 以 写成 十 进 制 循环 小 数 的 结论 实际 上 就 是 铝 梨 原理 的 推论 ， 我 们 将 其 
证 明 留 作 练 习题 。 

为 了 更 深层 次 地 运用 铝 巢 原理 ,我 们 需要 铝 巢 原理 的 加 强 版 。 


3.2 ” 饮 全 原理: 加 强 版 
定理 3.1.1 是 下 列 定理 的 特殊 情况 。 











日 ”也 称 为 最 大 公 因 子 或 者 最 高 公 因 子 。 
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定理 3.2.1 设 q，q;，"…，g, 是 正 整 数 。 如 果 将 
di 十 gz 十 … 十 9 一 2 十 1 

个 物体 放 入 于 个 盒子 内 ， 那 么 或 者 第 一 个 盒子 至 少 含有 gl 个 物体 ， 或 者 第 二 个 盒子 至 少 含有 gq 
个 物体 ，…， 或 者 第 7 个 盒子 至 少 含 有 9 个 物体 。 

证 明 假设 我 们 把 gi 十 gz 十 … 十 gq, 一 nn 十 1 个 物体 分 放 到 个 盒子 中 。 如 果 对 于 每 个 ;一 1， 
2,，…，n， 第 ;个 盒子 含有 少 于 9 个 物体 ， 那 么 所 有 盒子 中 的 物体 总 数 不 超 过 

\(@ 一 1 十 (g@ CD 二 (gq 一 1)=g 二 Tg 二 "十 q, 一 n 

由 于 上 面 这 个 数 比 分 配 的 物体 总 数 少 1， 矛盾 ， 因 此 我 们 得 出 结论 ， 对 于 某 一 个 ;一 1，2，…， 
n， 第 i 个 盒子 至 少 包含 g; 个 物体 。 口 

注意 ， 我 们 完全 有 可 能 将 qi 十 gs 十 … 十 gq, 一 n 个 物体 分 配 到 nn 个 盒子 中 ， 使 得 对 于 所 有 的 ;一 
1，2，…，7?， 第 :个 盒子 都 不 含有 9; 个 或 更 多 的 物体 。 其 方法 是 把 9 一 1 个 物体 放 人 第 一 个 盒 
子 ， 将 @ 一 1 个 物体 放 人 第 二 个 盒子 等 来 实现 。 

铝 介 原理 的 简单 形式 可 以 通过 取 9 一 和 一 … 一 一 2 而 由 加 强 版 得 到 。 此 时 有 

十 gz 十 十 gq 一 nn 十 1 二 2n 一 nn 十 1 二 nn 十 1 

鲍 策 原理 的 加 强 版 用 着 色 的 术语 表述 就 是 : 如 果 gi 十 qi 十 … 十 gq, 一 n 十 1 个 物体 中 的 每 一 个 物体 被 
指定 用 种 颜色 中 的 一 种 着 色 ， 那么 存在 某 个 i?， 使 得 第 i 种 颜色 的 物体 (至 少 ) 有 g 个 。 

在 初等 数学 中 ， 鲍 人 梨 原 理 的 加 强 版 最 常用 于 g, ，g ，…，q, 都 等 于 同一 个 整数 的 特殊 情 
况 。 我 们 把 这 种 特殊 情况 陈述 为 如 下 的 推论 : 

推论 3.2.2 设 n 和 rr 都 是 正 整 数 。 如 果 把 n(r 一 1) 十 1 个 物体 分 配 到 nn 个 金子 中 ， 那 么 至 少 
有 一 个 盒子 含有 个 或 更 多 的 物体 。 

可 以 用 另 一 种 方法 陈述 这 一 推论 中 的 结论 ， 即 平均 原理 : 

如 果 个 非 负 整数 zx; ，m; ，…，m 的 平均 数 大 于 -一 1， 即 

Ti 十 7az 十 … 十 77 


nn 











这 rr 一 1 


那么 至 少 有 一 个 整数 大 于 或 等 于 ~。 
要 想 明 白 推论 3. 2. 2 的 结论 与 这 个 平均 原理 之 间 的 关系 ， 只 要 取 n(r 一 1) 十 1 个 物体 并 把 它 
们 放 人 了 个 盒子 即 可 。 对 于 :一 1，2，…，7， 设 mm 是 第 ; 个 盒子 中 的 物体 个 数 。 于 是 这 mm 个 数 
mi ，mz，*…，7, 的 平均 数 为 
mm 二 mt 二 rm Cr 一 1) 十 1 Cr 一 1) 十 工 
n n n 
因为 这 个 平均 数 大 于 r 一 1， 所 以 整数 m; 中 有 一 个 至 少 是 >。 换 句 话说， 这 些 盒子 中 有 一 个 盒子 
至 少 含有 -个 物体 。 
.一 个 不 同 的 平均 原理 是 : 
如 果 7 个 非 负 整数 mr! ，mz ，…，m 的 平均 数 小 于 r 十 1， 即 
mm 二 mz 十 … 十 mm 


n 








”< 一 7 十 】 


那么 其 中 至 少 有 一 个 整数 小 于 ~ 十 1。 

应 用 7 ”一 个 果 篮 装 有 苹果 、 香 项 和 橘子 。 为 了 保证 篮子 中 或 者 至 少 有 8 个 革 果 ， 或 者 至 少 
有 6 个 香 芒 ， 或 者 至 少 有 9 个 橘子 ， 则 放 人 篮子 中 的 水 果 的 最 小 件数 是 多 少 ? 

由 铝 梨 原理 的 加 强 版 可 知 ， 无 论 如何 选 择 ，8 十 6 十 9 一 3 十 1 一 21 个 水 果 将 保证 篮子 内 的 水 果 
满足 所 要 求 的 性 质 。 但 是 ，7 个 苹果 、5 个 香 葵 和 8 个 柱子， 总 数 20 个 水 果 则 不 满足 所 要 求 的 
性 质 。 口 


45 
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另外 一 个 平均 原理 是 ， 

如 果 ”个 非 负 整数 m ，m, ，…，m 的 平均 数 至 少 等 于 r+， 那么 这 7 个 整数 ml ，zp ，…，ma 
至 少 有 一 个 满足 m; 宕 r。 

应 用 8 有 两 个 碟子 ， 其 中 一 个 比 另 一 个 小 ， 它 们 都 被 分 成 200 个 均等 的 扇形 。 在 大 碟子 
中 ， 任 选 100 个 扇形 并 着 成 红色 ; 而 其 余 的 100 个 剧 形 着 成 蓝 色 。 在 小 碟子 中 ， 每 一 个 扇形 或 者 
着 成 红色 ， 或 者 着 成 蓝 色 ， 所 着 红色 扇形 和 蓝 色 扇形 的 数目 没有 限制 。 然 后 ， 将 小 碟子 放 到 大 碟 
子 上 面 使 两 个 碟子 的 中 心 重合 。 证 明 : 能 够 将 两 个 碟子 的 筷 形 对 齐 使 得 小 碟子 和 大 碟子 上 相同 
颜色 重合 的 扇形 的 数目 至 少 是 100 个 。 

为 了 证 明 这 一 结论 ， 我 们 做 如 下 考察 。 将 大 碟子 固定 时 ， 那 么 就 存在 200 个 可 能 的 位 置 使 
得 小 碟子 的 每 一 个 扇形 含 于 大 碟子 的 扇形 中 。 我 们 首先 数 一 下 两 个 碟子 重合 的 200 个 扇形 中 颜 
色 一 致 的 扇形 的 总 数 。 因 为 大 碟子 每 种 颜色 的 扇形 都 有 100 个 ， 因 此 在 200 个 可 能 位 置 中 ， 小 
碟子 上 的 每 一 个 扇形 都 恰好 在 100 个 位 置 上 与 大 碟子 上 的 对 应 扇形 颜色 一 致 。 于 是 ， 在 所 有 的 
位 置 上 ， 颜 色 重 合 的 总 数 等 于 小 碟子 上 的 扇形 数 乘 以 100， 其 结果 为 20 000。 因 此 ， 每 一 个 
位 置 上 的 平均 颜色 重合 数 是 20 000/200=100。 从 而 ， 必 然 存在 某 个 位 置 其 颜色 匹配 数 至 少 
为 100。 口 

下 面 讨论 的 应 用 是 由 Erd5s 和 Szekeres® 首先 发 现 的 。 

应 用 9 证 明 每 个 由 于 十 1 个 实数 构成 的 序列 al ，as ，…，ax+1 或 者 含有 长 度 为 n 十 1 的 递增 
子 序列 ， 或 者 含有 长 度 为 x 十 1 的 递减 子 序 列 。 

我 们 首先 阐明 子 序列 的 概念 。 如 果 六， 包 ，…， 姑 是 一 个 序列 ， 那么 ，b; ，6;, ，…， 久 是 
一 个 子 序列 ， 只 要 1 所 记 之 i 之 … 达 i 信 m。 因 此 ，bp，b，b;，be 是 刀 ，b。，…，bs 的 子 序 列 ， 但 
如 ，Bbe，Ds 则 不 是 。 子 序列 b， ，B ，…， 右 车 满足 65 二 委 … 委 儿 则 称 为 递增 的 〈 更 恰当 地 说 
是 非 递 减 的 )， 而 若 满 足 5b, 之 5b 之 … 之 b; 则 称 为 递减 的 。 

现在 来 证 明 应 用 9 的 结论 。 我 们 假设 不 存在 长 度 为 n 十 1 的 递增 子 序列 ,证明 必然 存在 长 度 
为 n 十 1 的 递减 子 序 列 。 对 于 每 一 个 有 二 1]，2，,，…，r 十 1， 设 mi 为 从 as 开始 的 最 长 的 递增 子 序 
列 的 长 度 。 假 设 对 于 每 一 个 4 二 1，2，…， ww 十 1， 有 mi 记 n， 使 得 不 存在 长 度 为 n 十 1 的 递增 子 
序列 。 因 为 对 于 每 一 个 上 二 1，2，…, 及 十 1， 都 有 mw 之 1 成立， 所 以 贡 ，zmz，…，mx+1 是 1 和 
n 之 间 的 nn? 十 1 个 整数 。 由 鲁 集 原理 的 加 强 版 可 知 ，my，m2，…，mwz+1 中 有 十 1 个 是 相等 
的 。 令 

ms 一 my 一 … Me 
其 中 1 志和 < 过 … 之 wi 亿 玉 十 1。 假设 对 于 某 个 i 二 1，2，…，n， 有 ai 过 a4,,,。 那 么 ， 由 于 
ki 过 +1， 我 们 可 做 成 一 个 从 as，, 开始 的 最 长 的 递增 子 序列 ， 并 将 a 放 在 前 面 而 得 到 一 个 从 as 
开始 的 递增 子 序列 。 由 于 这 意味 着 m4 >xw，， 因 此 我 们 得 出 a 之 a 的 结论 。 由 于 这 对 于 每 一 
个 i 二 1，2,，…，7n 均 成 立 ， 因 此 我 们 有 

a a 交 人 
从 而 得 出 ae ，au ，…，a4,, 是 一 个 长 度 为 n 十 1 的 递减 子 序列 。 口 

下 面 是 应 用 9 的 一 个 有 趣 的 实例 。 设 及 十 1 个 人 肩 并 肩 地 排 成 一 条 直线 。 于 是 ， 总 能 选 出 
?十 1 个 人 向 前 迈 出 一 步 ， 使 得 从 左 至 右 他 们 的 身高 是 递增 〈 或 递减 ) 的 。 只 要 用 排队 和 身高 的 术 
语 通读 一 记 应 用 9 的 证 明 ， 即 可 得 到 这 个 结论 的 证 明 。 





日 一 张 馅 饼 的 200 个 相等 的 切片 。 
© P.Erdos and A. Szekeres, A Combinatorial Problem in Geometry, Compositio Mathematica, 2 (1935) ，463-470。 


第 3 章 铝 莫 原理 


3. 3 ”Ramsey 定理 


现在 我 们 来 讨论 铝 梨 原理 的 一 个 深刻 而 又 重要 的 扩展 ， 它 就 是 以 英国 逻辑 学 家 Frank Ramsey 
的 名 字 命 名 的 Ramseye 定理。 

下 面 就 是 Ramsey 定理 的 最 流行 且 容 易 理解 的 例子 : 

在 6 个 (或 更 多 的 ) 人 中 , 或 者 有 3 个 人 ， 他 们 中 的 每 两 个 人 都 互相 认识 ; 或 者 有 3 个人， 
他 们 中 的 每 两 个 人 都 彼此 不 认识 。 

证 明 该 结果 的 一 种 方法 是 考察 这 6 个 人 相识 和 不 相识 的 所 有 不 同 的 可 能 方式 。 这 是 一 种 元 长 
乏味 的 工作 ， 但 是 ， 坚 订 的 人 能 够 完成 这 项 工作 。 然 而 ， 却 存在 一 个 既 简 单 又 优美 的 证 明 ， 它 如 
免 了 对 各 种 情形 的 考虑 。 在 给 出 这 个 证 明之 前 ， 我 们 先 对 这 个 结果 作 更 抽象 的 描述 : 

K。 -> K;,K，〈 读 作 K。 箭 指 Ks,K;) (3.1) 

这 是 什么 意思 呢 ? 首先 ， 我 们 用 K。 代表 6 个 对 象 〈 例 如 6 个 人 ) 和 由 它们 配 成 的 全 部 15 对 
(无 序 对 ) 的 集合 。 通 过 在 平面 上 选 出 6 个 点 来 画 出 开 , ， 其 中 没有 3 个 点 共 线 。 然 后 ， 画 出 连接 
每 一 对 点 的 线段 或 边 〈 现 在 ， 这 些 边 就 代表 这 些 点 对 )。 一 般 说 来 ， 我 们 用 K, 表示 n 个 对 象 和 
这 些 对 象 中 每 两 个 对 象 配 成 的 对 S。K,(n 二 1，2，3，4，5) 的 图 示 由 图 3-1 给 出 。 注 意 ，K; 的 
图 是 一 个 三 角形 的 图 ,我们 常常 把 K, 叫做 三 角形 。 

我 们 把 边 着 成 红色 来 表示 两 个 点 相识 ， 着 成 蓝 色 表 示 两 个 点 不 认识 ， 由 此 可 以 分 辨 出 相识 
的 一 对 和 不 相识 的 一 对 。 现 在 ， “互相 认识 的 3 个 人 ” 即 为 “每 条 边 都 被 着 成 红色 的 K;: 红 
K:”。 类 似 地 ，3 个 互 不 相识 的 陌生 人 则 形成 一 个 蓝 K3。 现 在 我 们 可 以 解释 表达 式 (3. 1) : 

Ks 一 K;，Ks 是 这 样 的 一 个 论断 ， 不 管用 红色 和 蓝 色 如 何 去 着 色 Ks 的 边 ， 总 存在 一 个 红 K， 
(原始 的 6 个 点 中 有 3 个 点 ， 它 们 之 间 的 3 条 线段 均 被 着 成 红色 ) 或 蓝 KK (原始 的 6 个 点 中 有 3 
个 点 ， 它 们 之 间 的 3 条 线段 均 被 着 成 蓝 色 )， 简 言 之 ， 总 存在 一 个 单 色 三 角形 。 

为 了 证 明 K,->K;，K;， 我 们 论述 如 下 : 假设 K。 的 边 已 经 被 随意 着 成 红色 或 蓝 色 。 考 虑 K。 
的 任意 一 点 p。 它 连接 了 5 条 边 。 由 于 这 5 条 边 中 的 每 一 条 都 被 着 成 红色 或 是 蓝 色 ， 因 此 《根据 
铝 梨 原理 的 加 强 版 可 知 ) 这 5 条 边 中 或 者 至 少 有 3 条 边 着 的 是 红色 ， 或 者 至 少 有 3 条 边 着 的 是 蓝 
色 。 设 连接 p 点 的 这 5 条 边 中 有 3 条 边 是 红色 的 《有 3 条 蓝 色 边 时 的 证 明 类 似 )。 令 经 过 点 户 的 
这 3 条 红 边 分 别 将 p 点 与 a, b,c 三 点 相连 。 考 虑 将 a, b,c 两 两 相连 的 边 。 如 果 这 些 边 都 是 蓝 
色 的 ， 那么 a,， b,c 就 确定 了 一 个 蓝 色 的 K;。 如 果 它 们 中 的 一 条 边 ， 比 如 说 连接 4 和 5b 的 边 是 红 
色 的 ， 那么 p，a,， 5 就 确定 一 个 红 K;。 因 此 ， 我们 得 出 结论 : 的 确 存 在 一 个 红 K; 或 者 一 个 
蓝天 

我 们 发 现 论 断 K; 一 K;，K; 不 成 立 。 这 是 因为 存在 某 种 方法 给 K; 的 边 着 色 ， 使 得 不 产生 红 
Ks 和 赣 KK;。 这 种 着 色 方 式 如 图 3-2 所 示 ， 其 中 五 边 形 的 边 〈 以 实 线 表示 的 边 ) 是 红色 边 ， 而 里 
面 的 五 角 星 形 的 边 〈 以 虚线 表示 的 边 ) 是 蓝 色 边 。 


一 从 多 贫 命 


图 3-1 3-2 








加 ”Frank Ramsey 出 生 于 1903 年 ， 死 于 1930 年 ， 当 时 他 还 不 到 27 周岁 。 尽 管 他 早早 就 去 世 了 ， 但 是 他 为 今天 的 
Ramsey 定理 葛 定 了 基础 。 
昌 在 后 面 的 章节 中 ，K, 被 称 为 n 阶 完全 图 (complete graph) 。 
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下 面 我 们 叙述 并 证 明 Ramsey 定理 ， 尽 管 它 还 不 是 此 定理 的 一 般 形式 。 
定理 3. 3. 1 如 果 m 之 2 及 nn 之 2 是 两 个 整数 ， 则 存在 正 整 数 p， 使 得 
K,— K,,K, 

用 语言 描述 的 话 ，Ramsey 定理 说 的 是 给 定 mx 和 nw， 存 在 正 整数 p， 使 得 当 把 K, 的 边 着 成 红 
色 或 蓝 色 时 ,或 者 存在 一 个 红 K,， 或 者 存在 一 个 蓝 K,。 无 论 K, 的 边 如 何 着 色 ， 都 保证 红 天。 
或 者 蓝 开 , 的 存在 性 。 如 果 KK, 一 K,,，K,;， 那 么 对 任何 满足 g 宇 p 的 整数 9g，Ks。 一 K,;，K， 都 成 
立 。Ramsey 数 rl(m，n) 是 使 K, 一 K,,，K, 成 立 的 最 小 的 整数 p。Ramsey 定理 断言 r(m,， nn) 一 
定 存在 。 通 过 交换 红色 和 蓝 色 ， 我 们 看 到 

r(mn) 一 r(n,m) 
Ks 一 Ks;，K; 成 立 而 K; 一 Ks3，K; 不成立 的 事实 表明 
r(3,3) 一 6 

很 容易 确定 Ramsey 数 ~(2，z 和 rlm，2)。 下 面 我 们 证 明 ~(2， 闪 一 mn。 

r(2，7z) 委 2: 事实 上 ， 如 果 把 K; 的 边 或 者 着 成 红色 或 者 着 成 蓝 色 ， 那么 ,或 者 K, 的 
某 条 边 是 红色 的 《因此 就 得 到 一 个 红 天 : ) ， 或 者 K, 所 有 的 边 都 是 蓝 色 的 〈 因 此 就 得 到 一 个 
蓝天 ,)。 

r(2，7M) 盖 ?一 1， 事 实 上 ， 如 果 把 K,_ ;的 边 都 着 成 蓝 色 ， 那 么 我 们 既得 不 到 红 天 : ， 也 得 不 到 
蓝 K,。 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 r(m，2) 二 m。 当 mr，7 之 2 时 ， 这 些 数 称 为 平凡 的 Ramsey 数 。 

定理 3. 3. 1 的 证 明 ”我们 对 两 个 参数 mm 之 2 和 n 之 2 利用 (双重 ) 归纳 法 证 明 r(m，n) 的 存 
在 性 。 如 果 m 二 2， 我 们 知道 -(2，n) 二 nx， 且 如 果 nn 二 2， 则 rlmx，2) 二 m。 现 在 假设 m 之 3 且 n 宇 
3， 并 取 归 纳 假设 为 r(m 一 1，z) 和 rm, n 一 1) 存在 。 设 ==r(m 一 1, n) 十 r(m，n 一 1)。 下 面 
要 证 明 对 于 这 个 整数 户 有 天 ,一 开 。， 开 ，。 

假设 天 ,的 边 已 经 用 某 种 方式 着 成 了 红色 或 者 蓝 色 。 考虑 K, 的 一 个 点 +。 设 R, 是 通过 红 边 
与 x 相连 的 点 的 集合 ， 而 B, 是 通过 蓝 边 与 点 x 相连 的 点 的 集合 。 于 是 

| 及 .| 十 |B. | 一 户 一 1 一 r(m 一 1 十 r(m 一 1) 一 1 
这 表明 

(1)》|R,| 实 r(m 一 1，n), 或 者 

(2) |B,| 完 r(m, n—1) 

(如 果 (1) 和 (2) 都 不 成 立 ， 那么 有 |R| 十 |B,| 志 rm 一 1, 7) 一 1 十 r(m, nn 一 1) 一 1 一 p 一 2， 
矛盾 .) 

假设 (1) 成 立 。 设 g= |R, | 满足 gq 宇 r(m 一 1，n)。 考 虑 由 R, 的 点 组 成 的 K。， 我 们 看 到 或 
者 K, 中 有 nm 一 1 个 点 (也 是 K， 中 的 点 ) 其 所 有 边 都 被 着 成 红色 (也 就 是 存在 一 个 红 K,_,), 或 
者 有 "个 点 ， 其 所 有 边 都 被 着 成 蓝 色 也 就 是 存在 一 个 蓝 K,)。 如 果 第 二 个 可 能 性 成 立 ， 那 么 
就 完成 了 证 明 ， 因 为 我 们 已 经 有 一 个 蓝 K,。 如 果 第 一 种 可 能 成 立 ， 我 们 也 完成 了 证 明 ， 因 为 
可 以 取 红 KK--,， 并 把 点 x 加 入 其 中 得 到 一 个 红 K,,， 这 是 因为 连接 与 民 , 中 的 各 点 的 边 都 是 红 
色 边 。 

当 (2) 成 立时 ， 我们 也 可 以 进行 类 似 的 证 明 。 通 过 归纳 法 可 以 得 出 结论 ， 对 于 所 有 整数 
m，n 之 2， 数 rC(mxq，n) 存在 。 口 
定理 3. 3. 1 的 证 明 不 仅 证 明了 Ramsey 数 r(m，n) 存在 ， 而 且 还 证 明了 它们 满足 不 等 式 

r(7 0) < 7 一 1]1,2) 十 r(7220 一 ]) (7 之 3) (3. 2) 
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设 
、 1 十 7 一 2 
fm,n) = ( ml 
于 是 ， 利 用 帕斯卡 公式 ,我 们 得 到 


( ”= (一 ” “】 (” ") 


) (mn > 2) 


m—1 m—1 m—2 
因此 有 
foamn) = fim—1,n) 二 fim nm—1) (m,n 完 3) 
上 面 这 个 关系 与 〈3. 2) 类 似 , 但 是 它 却 是 一 个 等 式 : 因为 7(2, nn) 二 n 王 f(2,， nn), rl(m，2) 二 


m 二 fl(m，2)， 所 以 我 们 得 出 Ramsey 数 r(m，n) 满足 


m 十 n 一 2 7 十 7 一 2 
rm < ( ml )= ( nl ) 
下 面 的 列表 2 给 出 了 一 些 已 知 的 非 平 凡 Ramsey 数 r(m，n): 
r(3,3) 一 6 


r(3,4) 一 r(4,3) 一 9 
r(3,5) 一 r(5,3) 一 14 
r(3,6) 一 r(6,3) 一 18 
r(3,7) 一 r(7,3) = 23 
r(3,8) 一 r(8,3) 一 28 
r(3,9) 一 r(9,3) = 36 
40 委 rr(3,10) 一 r(10,3) 委 43 
r(4,4) 一 18 
r(4,5) = r(5,4) = 25 
35 委 r(4,6) 一 7(6,4) 魏 41 
43 委 rr(5,5) 委 49 
58 委 rn5,6) 一 r(6,5) 委 87 
102 委 rr(6;6) 委 165 
注意 ， 在 上 面 的 列表 中 ，r(3，10) 在 40 和 43 之 间 ， 这 说 明 
Ki — 开 : ,天 0 
且 
Ks > K;, Ko 
因此 ， 没 有 办 法 给 Kis 的 边 着 色 使 得 既 不 产生 红 K; 又 不 产生 蓝 Ki。， 却 有 办 法 给 Ks 的 边 着 
色 使 得 既 不 形成 红 K， 又 不 形成 蓝 Ki。， 但 是 不 知道 这 两 个 结论 对 Ki。，Kii 和 天 是否 成 立 。 
结论 43 委 r(5，5) 委 49 意味 着 ，Kss 一 K;，Ks， 并 有 方法 给 Kiz 的 边 着 色 使 得 不 形成 单 色 
的 KK;。 
Ramsey 定理 可 以 扩展 到 任意 多 种 颜色 的 情况 。 对 此 我 们 给 出 一 个 非常 简略 的 介绍 。 如 果 
ni，nz 和 ns 都 是 大 于 或 等 于 2 的 整数 ， 则 存在 整数 p， 使 得 
K,— K, ,K, ,K, 





日 ”S. P. Radziszowski 发 表 在 Electronic Journal of Combinutorics，Dynamic Survey# 1 上 的 论文 “Small Ramsey 
Numbers” 中 包含 这 条 信息 和 其 他 信息 ; 参见 http: /www. combinatorics. org。 
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也 就 是 说 ， 如 果 把 K, 的 每 条 边 着 上 红色 、 蓝 色 或 绿色 ， 那 么 或 者 存在 一 个 红 K; ,或 者 存在 一 
个 蓝 K,,。 ， 或 者 存在 一 个 绿 K,。 使 该 结论 成 立 的 最 小 整数 p 称 为 Ramsey 数 rCnl，ns，ns)。 已 
知 这 种 类 型 的 仅 有 的 非 平 几 Ramsey 数 为 
r(3,3,3) 一 17 
因此 ，Ki 一 Ks，K;，K;， 而 氏 e 大 氏 ，K: ，K: 。 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 定义 Ramsey 数 rln， 
2 ，…，7M)， 而 对 于 点 对 Ramsey 定理 的 完全 一 般 形式 是 这 些 数 存在 ; 即 存在 整数 p， 使 得 
K,— 天。 下。 下 
成 立 。 
Ramsey 定理 还 有 更 一 般 的 形式 ， 在 这 种 形式 中 点 对 〈 两 个 元 素 的 子 集 ) 换 成 了 上 个 元 素 的 
子 集 ， 其 中 上 芝 1 是 某 个 整数 。 令 
天 。 

表示 nn 元素 集 合 中 所 有 个 元 素 的 子 集 的 集合 。 将 上 面 的 概念 扩展 ，Ramsey 定理 的 一 般 形 式 可 
叙述 如 下 : 

给 定 整数 1>2 及 整数 gi，gqs。，…，qi 之 :， 硼 在 一 个 整数 p， 使 得 

K; ~ K, ,Ks ss Ke, 
成 立 。 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 整数 p， 使 得 如 果 给 元 素 集 合 中 的 每 一 个 t 元 素 子 集 指 定 上 种 
颜色 cl ，cs，*…，cs 中 的 一 种 ， 那 么 或 者 存在 gi 个 元 素 ， 这 些 元 素 的 所 有 上 元 素 子 集 都 被 指 
定 为 颜色 cl ， 或 者 存在 qz 个 元 素 ， 这 些 元 素 的 所 有 上 上 元素 子 集 都 被 指定 为 颜色 c ，…， 或 者 
存在 @ 个 元 素 ， 它 的 上 元 素 子 集 都 被 指定 为 颜色 cc。 这 样 的 整数 中 最 小 的 整数 户 为 
Ramsey 数 
ri(gi ydgz Ge) 

假设 :二 1。 于 是 ,ri (o ，gq: ，…，gs) 就 是 满足 下 面条 件 的 最 小 的 数 上 : 如 果 p 元 素 集合 的 
元 素 被 用 颜色 c; ，c;，…，c 中 的 一 种 颜色 着 色 ， 那 么 或 者 存在 9 个 都 被 着 成 颜色 ci 的 元 素 ， 或 
者 存在 g; 个 都 被 着 成 颜色 c 的 元 素 ，…， 或 者 存在 % 个 都 被 着 成 颜色 c 的 元 素 。 因 此 ， 根 据 钢 
梨 原 理 的 加 强 版 ， 有 

rm (gilygz Ge) 二 gi 十 qz 十 … 十 qx 一 k 十 1 

这 就 证 明 Ramsey 定理 是 铀 介 原理 的 加 强 版 的 扩展 。 

确定 一 般 的 Ramsey 数 -~ (9 ，d ，…，9) 是 一 个 困难 的 工作 。 关 于 它们 的 准确 值 我 们 知道 
得 很 少 。 但 不 难看 出 ， 

ri (to = rq ,0) 

并 且 gq ，gq;，*…，gqi 的 排列 顺序 不 影响 Ramsey 数 的 值 。 


3.4 练习 题 


. 关于 应 用 4， 证 明 对 于 每 一 个 &=1，2，…，21， 存 在 连续 若干 天 ， 在 这 些 天 中 国际 象棋 大 师 将 恰好 下 
完 上 局 棋 〈 情 形 &=21 是 在 应 用 4 中 处 理 的 情况 ) 。 能 和 否 论断 : 存在 连续 若干 天 ， 在 此 期 间 国际 象棋 大 师 
将 恰好 下 完 22 局 棋 ? 


一 


5 


* 2. 关于 应 用 5， 证明 如 果 从 1，2，…，200 中 选 出 100 个 整数 ， 且 所 选 的 这 些 整数 中 有 一 个 小 于 16， 那 么 


存在 2 个 所 选 出 的 整数 ， 使 得 它们 中 的 一 个 能 被 另 一 个 整除 。 
3. 通过 从 集合 {1，2，…，2n) 中 选择 一 些 整数 〈 选 多 少 ?) 来 扩展 应 用 5。 
. 证 明 ， 如 果 从 集合 {1，2，…，2n)} 中 选择 ”十 1 个 整数 ， 那 么 总 存在 两 个 整数 ， 它 们 之 间 相 差 1。 
. 证 明 ; 如 果 从 科 ，2，…，3n) 中 选择 "十 1 个 整数 ， 那 么 总 存在 两 个 整数 ， 它 们 之 间 最 多 差 2。 
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. 扩展 练习 题 4 和 练习 题 5。 
“7. 证 明 : 对 任意 给 定 的 52 个 整数 ， 存 在 两 个 整数 ， 要 么 两 者 的 和 能 被 100 整除 ， 要么 两 者 的 差 能 被 100 


整除 。 


. 用 铅 梨 原理 证 明 ， 有 理 数 m/n 展开 的 十 进 制 小 数 最 终 是 循环 的 。 例 如 ， 


34478 
99 900 





一 0. 345 125 125 125 125 12… 


- 一 个 房间 内 有 10 个 人 ， 他 们 当中 没有 人 超过 60 岁 〈 年 龄 只 能 以 整数 给 出 ) 但 又 至 少 1 岁 。 证 明 : 总 


能 够 找 出 两 组 人 《〈 两 组 人 中 不 含 相同 的 人 )， 各 组 人 的 年 龄 和 是 相同 的 。 题 中 的 10 能 换 成 更 小 的 
数 吗 ? 


10. 一 个 孩子 每 天 至 少 看 一 个 小 时 电视 ， 总 共 看 7 周 ， 但 是 因为 父母 的 控制 ， 任 何 一 周 看 电视 的 时 间 从 不 


24. 
25, 


超过 11 个 小 时 。 证 明 : 存在 连续 若干 天 ， 在 此 期 间 这 个 孩子 恰好 看 20 个 小 时 电视 (假设 这 个 孩子 每 
天 看 电视 的 时 间 为 整数 个 小 时 ) 。 


. 一 个 学 生 有 37 天 用 来 准备 考试 。 根 据 以 往 的 经 验 ， 她 知道 她 需要 的 学 习 时 间 不 超过 60 小 时 。 她 还 希 


望 每 天 至 少 学 习 1 个 小 时 。 证 明 : 无 论 她 如 何 安排 她 的 学 习 时 间 〈 而 每 天 的 时 间 是 一 个 整数 )， 都 存在 
连续 的 若干 天 ， 在 此 期 间 她 恰好 学 习 了 13 个 小 时 。 


- 举例 证 明 ， 当 mm 和? 不 互 素 时 ， 中 国 剩余 定理 的 结论 〈 应 用 6) 未 必 成 立 。 
- 设 S 是 平面 上 6 个 点 的 集合 ， 其 中 没有 3 个 点 共 线 。 给 由 S 的 点 所 确定 的 15 条 线段 着 色 ， 将 它们 或 者 


着 成 红色 ， 或 者 着 成 蓝 色 。 证明: 至 少 存在 两 个 由 S 的 点 所 确定 的 三 角形 或 者 是 红色 三 角形 或 者 是 蓝 
色 三 角形 〈 或 者 两 者 都 是 红色 三 角形 ， 或 者 两 者 都 是 蓝 色 三 角形 ， 或 者 一 个 是 红色 三 角形 而 另 一 个 是 
蓝 色 三 角形 ) 。 


. 一 只 袋子 里 装 了 100 个 苹果 、100 个 香 共 、100 个 橘子 和 100 个 梨 。 如 果 每 分 钟 从 袋子 里 取出 1 种 水 果 ， 


那么 需要 多 少时 间 就 能 保证 至 少 已 拿 出 了 1 打 相 同 种 类 的 水 果 ? 


. 证 明 : 对 任意 7 十 1 个 整数 wa ，az，…，ar+1， 存 在 两 个 整数 w 和 大 (i 汉 力 ， 使 得 w 一 能 够 被 4 整除 。 
. 证 明 : 在 一 群 n>1 个 人 中 ， 存 在 两 个 人 ， 他 们 在 这 群 人 中 有 相同 数目 的 熟人 《假设 他 或 她 不 是 自己 的 


熟人 )。 


， 有 一 个 100 人 的 聚会 ， 每 个 人 都 有 偶数 个 《有 可 能 是 0 个 ) 熟人 。 证 明 : 在 这 次 聚会 上 有 3 个 人 ， 其 熟 


人 数量 相同 。 


. 证 明 ， 在 边 长 为 2 的 正方 形 中 任 选 5 个 点 ,它们 当中 存在 2 个 点 ,这 2 个 点 的 距离 至 多 为 /2。 
.《a) 证 明 : 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 中 任意 选择 5 个 点 ， 存 在 2 个 点 ， 其 间距 离 至 多 为 1/2。 


Cb) 证明 ， 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 中 任意 选择 10 个 点 ， 存 在 2 个 点 ， 其 间距 离 至 多 为 1/3。 
《c) 确定 一 个 整数 m,， 使 得 如 果 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 中 任意 选择 wm 个 点 ， 则 存在 2 个 点 ， 其 间距 
离 至 多 为 1/n。 


. 证 明 : r《3，3，3) 委 17。 
- 通过 展示 用 红 蓝 绿 3 色 给 连接 16 个 点 的 各 线段 着 色 的 方法 证 明 "(3，3，3) 之 17， 其 中 ， 着 色 结 果 具 有 


性 质 : 不 存在 3 个 点 使 得 连接 它们 的 3 条 线段 都 被 着 成 相同 的 颜色 。 


. 证 明 : 
r(3,3, ,3) 妇 ( 十 1)(r(3,3,… 3) 一 1) 十 2. 
0 
利用 该 结果 得 出 r 《3，3，…，3) 的 一 个 上 界 。 
. 将 连接 10 个 点 的 各 条 线段 随意 着 成 红色 或 蓝 色 。 证 明 : 一 定 或 者 存在 3 个 点 使 得 连接 这 3 点 的 3 条 线 


段 都 是 红色 的 ， 或 者 存在 4 个 点 使 得 连接 这 4 点 的 6 条 线段 都 是 蓝 色 的 〈 即 *(3，4) 委 10) 。 
设 qs 和 /为 正 整 数 旦 9; 之 :。 确 定 Ramsey 数 (tf，1，gs)。 
设 gq， G2 *'*, Qe ! 为 正 整 数 上 且 gi 之 i， 9 之 刘 i 令 m 为 gi， Gd， 中 最 大 者 。 证 明 
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rmm mm) Sr (gi sq" G4) 
结论 : 证 明 Ramsey 定理 时 ， 只 要 在 gq 一 和 一 … 一 4 的 条 件 下 证 明 即 可 。 
设 军乐 队 的 zz 个 人 以 下 述 方式 站 成 天 行 2 列 的 方 队 : 在 每 一 行 中 的 每 个 人 都 比 他 或 她 左边 的 人 高 。 
假设 指挥 将 每 一 列 的 人 按 身高 从 前 至 后 增加 的 顺序 重 排 。 证 明 : 各 行 仍 然 是 按 身高 从 左 至 右 增 加 的 顺 
序 排 列 。 
{1，2，…，n) 的 子 集 的 一 个 集合 具有 如 下 性 质 ， 每 一 对 子 集 至 少 有 一 个 公共 元 素 。 证 明 : 在 该 子 集 
的 集合 中 最 多 存在 2 ' 个 子 集 。 
在 一 次 舞会 上 有 100 位 男士 和 20 位 女士 。 对 于 1，2，…，100 中 的 每 个 ;1， 第 ;位 男士 选择 a 位 女士 
作为 他 的 潜在 舞伴 (这 a; 位 女士 组 成 他 的 “舞伴 清单 ”) ， 这 样 ， 对 任意 给 定 的 一 组 20 位 男士 ， 总 有 可 
能 把 这 20 位 男士 与 20 位 女士 配 成 舞伴 对 ， 且 每 位 男士 所 配 的 和 舞 伴 都 在 他 的 和 舞伴 清单 中 。 保 证 做 到 这 
一 点 的 最 小 和 w 十 cz 十 … 十 ao 是 多 少 ? 
把 一 组 不 同 的 对 象 分 配 到 ”个 盒子 Bl，B;，…，B, 中 。 从 这 些 盒子 中 取出 所 有 对 象 并 把 它们 重新 分 
配 到 新 的 "十 1 个 盒子 Bf ，B2 ,，…，B+1 中 ， 且 所 有 新 盒子 都 非 空 所 以 对 象 的 总 数 至 少 是 n 十 1)。 
证 明 存在 这 样 的 两 个 对 象 ， 它 们 都 有 这 样 的 性 质 : 它 所 在 新 盒子 的 对 象 数 小 于 原来 装 它 的 旧 盒 子 的 
对 象 数 。 
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本 章 探讨 排列 和 组 合 的 一 些 与 计数 没有 直接 关系 的 性 质 。 我 们 讨论 排列 和 组 合 的 某 些 排序 
方案 并 给 出 执行 这 些 方 案 的 算法 。 对 于 组 合 ， 使 用 曾经 在 2. 3 节 中 讨论 过 的 子 集 的 术语 。 我 们 还 
要 引入 集合 关系 的 概念 ， 并 讨论 两 个 重要 的 例子 : 偏 序 关 系 和 等 价 关 系 。 


4. 1 生成 排列 


由 前 个 正 整数 组 成 的 集合 {1，2,，…，n) 有 nl! 个 排列 ， 即 使 n 只 是 稍 大 一 些 ， 这 个 阶乘 
的 值 也 相当 大 。 例 如 ，15! 就 比 1000 000 000 000 还 要 大 。Stirling 公式 给 出 一 个 有 用 且 很 容易 的 
估算 n! 的 方法 : 


nl ~ V2m( 吾 ) 


其 中 r 一 3. 141…，e 一 2.718… 是 自然 对 数 的 底 。 随 着 7 无限 地 增长 ，n! 和 V2ma( 王 ) 的 比值 趋 


向 于 1。 这 个 结论 的 证 明 可 以 在 许多 高 等 微 积分 的 教科 书 中 找到 ， 也 可 在 Fellere 的 文章 中 找到 。 

在 许多 不 同 的 场合 ， 排 列 在 理论 和 应 用 上 都 很 重要 。 对 于 计算 机 科学 中 的 排序 技术 而 言 ， 排 列 对 
应 未 排序 的 输入 数据 。 我 们 在 本 小 节 考 虑 一 种 简单 优美 的 生成 由，2，…，?}》 所 有 排列 的 算法 。 

因为 ”元 素 集合 的 排列 的 数目 很 大 ， 为 了 使 算法 在 计算 机 上 有 效 地 运行 ， 算 法 的 每 一 步 执行 
起 来 必须 简单 。 算 法 的 结果 应 该 是 一 个 表 ， 该 表 包 含 (1，2,，…，n) 的 每 一 个 排列 且 每 一 个 排 
列 只 出 现 一 次 。 下 面 将 要 描述 的 算法 具有 这 些 特性 。 这 个 算法 是 由 Johnson? 和 TrotterS 独 立 发 
现 的 ， 而 Gardner 又 在 一 篇 大 家 熟知 的 文章 8 中 对 此 作 了 描述 。 该 算法 基于 下 面 的 观察 

如 果 把 整数 上 从 {1，2，…，?z} 的 一 个 排列 中 删除 ， 那 么 结果 是 {1，2，…，z 一 1}》 的 一 
个 排列 。 

集合 (1，2,，…，n 一 1) 的 同一 个 排列 可 以 从 {1，2，…，n} 的 不 同 排列 得 到 。 例 如 ， 若 





?一 5， 我 们 从 排列 3，4，1，5，2 中 删除 5， 得 到 3，4，1，2。 而 3，4，1，2 也 可 以 从 3，5， 
4，1，2 中 删除 5 而 得 到 。 实 际 上 恰好 存在 (1，2，3，4，5} 的 5 个 排列 ， 当 删除 5 以 后 产生 
3，4，1，2， 即 
53412 
35412 
34512 
34152 
34125 
我 们 还 可 以 把 上 面 的 排列 写成 
© W.Feller, A Direct Proof of Stirling’s Formula, Amer. Math. Monthly, 74 (1967), 1223-1225, 
© 5.M.Johnson, (reneration of Permutations by Adjacent Transpositions, Mathematics of Computation, 17 (1963)， 
© EE et， Algorithm 115. Communications of the Association for Computing Machinery, 5 (1962), 434-435。 
加 M.Gardner, Mathematical Games, Scientific Americuan, November (1974)，122-125。 
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34125 
34152 
34512 
35412 
53412 
更 一 般 地 ，(1，2，…，n 一 1) 的 每 一 个 排列 都 可 以 通过 从 {1，2，…，n) 的 恰好 个 排列 
中 删除 ”而 得 到 。 反 过 来 看 ， 给 定 {1，2，…，n 一 1} 的 一 个 排列 ， 恰 好 存在 ”种 方法 将 n 插 入 
到 该 排列 中 而 得 到 {1，2，…，?} 的 一 个 排列 。 因 此 ， 给 定 (1,，2,，…, n 一 1) 的 (mn 一 1)! 个 排 
列 的 表 ， 我 们 能 够 通过 以 所 有 可 能 的 方式 系统 地 将 n 插 入 到 {1，2,…，n 一 1) 的 每 一 个 排列 中 ， 
而 得 到 (1，2，…，7?} 的 n! 个 排列 的 表 。 现 在 给 出 这 种 算法 的 归纳 描述 : 从 {1，2,…,，n 一 1} 
的 排列 生成 {1，2，…，n) 的 排列 。 因 此 ， 从 {1》 的 唯一 的 一 个 排列 开始 ， 建 立 {1，2} 的 
所 有 排列 ， 然 后 构建 {1，2，3} 的 所 有 排列 ， 以 此 类 推 ， 一 直到 最 后 得 到 {1，2, …, n}) 的 
所 有 排列 。 
?一 2: 为 了 生成 (1，2} 的 所 有 排列 ， 把 (1} 的 唯一 的 排列 写 两 遍 并 “交错 插入 ”2: 
1 2 
2 1 
第 二 个 排列 通过 交换 第 一 个 排列 的 两 个 数 而 得 到 。 
"一 3: 为 了 生成 11，2，3} 的 所 有 排列 ,将 {1，2} 的 每 一 个 排列 按 上 面 生成 的 顺序 写 三 
次 并 交替 插入 3 得 到 如 下 列表 : 


1 2 3 
1 3 2 
3 1 2 
32 1 
2 3 1 
2 1 3 


可 以 看 到 ， 除 第 一 个 排列 外 ， 其 后 的 每 一 个 排列 都 由 前 一 个 排列 通过 交换 两 个 相 邻 的 数 而 
得 到 。 当 3 固定 时 ， 如 生成 序列 中 的 第 三 个 排列 到 第 四 个 排列 那样 ， 这 个 交换 的 生成 对 应 于 n= 
2 时 的 交换 。 注 意 ， 在 所 生成 的 最 后 排列 中 通过 交换 1 和 2， 可 以 得 到 第 一 个 排列 ， 即 123。 

nx 一 4: 为 了 生成 (1，2，3，4} 的 所 有 排列 ， 把 1，2，3 的 每 一 个 排列 按 上 面 生成 的 顺序 写 
四 遍 ， 并 如 下 面 所 示 的 那样 交替 插 人 4: 


人 


心 


~ 


心 
二 二 下 cc 
人 


J 
DD SD DD LDN 0 0 


心 
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ED 
心 


fi 
~ 
Co 


二 一 ob DD -~ 
~ 


3 4 

我 们 同样 可 以 观察 到 ， 每 一 个 排列 都 是 由 前 一 个 排列 交换 两 个 相 邻 的 数 而 得 到 的 。 当 4 固定 
时 ， 就 生成 了 上 面 排列 列表 中 的 第 4 个 排列 和 第 5 个 排列 、 第 8 个 排列 和 第 9 个 排列 、 第 12 个 
排列 和 第 13 个 排列 、 第 16 个 排列 和 第 17 个 排列 以 及 第 20 个 排列 和 第 21 个 排列 ， 这 个 交换 的 
生成 对 应 于 “一 3 时 的 交换 。 还 要 注意 到 ， 在 所 生成 的 最 后 一 个 排列 中 交换 1 和 2 后 就 得 到 第 一 
个 排列 1234。 

现在 应 该 清楚 对 于 任意 的 ”如 何 生成 所 有 排列 。 利 用 先前 的 说 明 ， 对 运用 归纳 法 可 知 ， 该 
算法 恰好 生成 (11，2，…，2} 的 所 有 排列 ， 且 其 中 的 每 个 排列 都 只 出 现 一 次 。 此 外 ， 除 第 一 个 
排列 外 ， 每 一 个 排列 都 可 以 通过 前 一 个 排列 交换 两 个 相 邻 的 数 而 得 到 。 所 生成 的 第 一 个 排列 是 
12…n。 这 对 于 "一 1 是 成 立 的 ， 因 为 在 这 个 算法 中 ，n 首先 被 放 在 最 右边 ， 根 据 归纳 法 结论 成 
立 。7 之 2 时 ， 所 生成 的 最 后 一 个 排列 总 是 213…n。 这 个 观察 结果 可 以 通过 对 n 运用 归纳 法 证 明 
如 下 :如果 "一 2， 那 么 最 后 生成 的 排列 是 21。 现 在 假设 "之 3 且 对 {1，2,，…， nn 一 1) 所 生成 的 
最 后 排列 是 213… (za 一 1) 。(1，2，…，z 一 1) 有 (2 一 1)1 个 排列 (偶数 个 排列 )， 通 过 应 用 算 
法 可 知 ，n 始终 结束 于 排列 的 最 右边 。 因 此 ，213…n 是 所 生成 的 最 后 一 个 排列 。 因 为 最 后 一 个 排 
列 是 213…n， 所 以 在 这 个 排列 中 交换 1 和 2 的 位 置 就 得 到 第 一 个 排列 。 因 此 ， 这 个 算法 实际 上 
是 循环 的 。 

为 了 用 前 面 描述 的 方法 生成 {1，2，…，n} 的 所 有 排列 ， 必 须 首先 生成 {1，2，…，n 一 1} 的 所 
有 排列 。 而 为 了 生成 和，2,，…，n 一 1} 的 所 有 排列 ， 又 必须 先 要 生成 {1]，2，…，n 一 2) 的 所 有 排 
列 ， 以 此 类 推 。 我 们 希望 一 次 生成 一 个 排列 ， 而 且 只 用 当前 的 这 个 排列 来 生成 下 一 个 排列 。 下 面 要 说 
明 如 何 用 这 样 的 方法 生成 与 前 述 顺序 相同 的 《1，2，…，z} 的 排列 。 这 样 ， 我 们 可 以 简单 地 用 后 面 
的 排列 覆盖 当前 排列 而 不 必 保 留 所 有 排列 的 列表 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 需 要 确定 交换 哪 两 个 相 邻 的 整数 
得 到 出 现在 列表 中 的 排列 。 下 面 给 出 的 描述 来 自 于 Evene 。 

给 定 一 个 整数 上 我 们 赋予 它 一 个 方向 (direction)， 即 在 这 个 整数 的 上 方 画 出 一 个 指向 右 或 
指向 左 的 箭头 : 和 或 &。 考 虑 {1，2，…，n} 的 一 个 排列 ， 其 中 的 每 一 个 整数 都 给 定 一 个 方向 。 
如 果 一 个 整数 上 的 箭头 指向 一 个 与 其 相 邻 但 比 它 要 小 的 整数 ， 那 么 称 这 个 整数 上 是 可 移动 的 
(mobile) 。 例 如 ， 对 于 下 面 给 出 的 各 整数 


一 一 > 一 > 一 一 


263154 





© SEven, Algorithmic Combinatorics, Macmillan, New York (1973) 。 
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只 有 3，5 和 6 是 可 移动 的 。 由 此 可 知 ，1 从 来 都 不 可 能 是 可 移动 的 ， 因 为 (1，2，…，z} 中 不 
存在 比 1 还 小 的 整数 。 除 下 面 两 种 情形 外 ， 整 数 ”总 是 可 移动 的 : 

(1) 2 是 第 一 个 整数 而 它 的 箭头 指向 左边 : 苑 …; 

(2) ?是 最 后 一 个 整数 而 它 的 箭头 指向 右边 : … 苑 。 
这 是 因为 只 要 ”的 箭头 指向 一 个 整数 它 就 是 可 移动 的 ， 因 为 ”是 集合 (1，2，…，zj} 中 最 大 的 
整数 。 现 在 ， 我 们 可 以 描述 直接 生成 {1，2，…，n} 的 排列 的 算法 了 。 


生成 {1，2，…，n} 的 排列 的 算法 


从 工 2…2 开 始 。 

当 存 在 一 个 可 移动 整数 时 ， 完 成 下 面 事情 : 

(1) 求 出 最 大 的 可 移动 整数 m。 

(2) 交换 m 和 它 的 箭头 所 指向 的 与 它 相 邻 的 整数 。 

(3) 交换 所 有 满足 pz 的 整数 户 上 的 箭头 的 方向 。 

我 们 以 * 一 4 为 例 给 出 算法 的 具体 说 明 。 结 果 用 两 列 显示 ， 第 一 列 给 出 前 12 个 排列 。 


| 
| 
+ 


St wt wt wt 一人 一 
wt Rt tt wt wt Rt 1 Nt SY 
tt Nt tt ct ef Rt 
Dt Mt St RE RL NT Nt Nt wt wt wt et 
Dt NE ot 人 | et Nt Nt Nt ol wl wl 
-tt ot I NT Nt Rt ww Nt Nt RL 
Co tS 
mI wo tt 


一 一 一 


因为 在 2 1 34 中 没有 可 移动 整数 ， 所 以 算法 终止。 

这 个 算法 生成 (1，2，…，?j} 的 所 有 排列 ， 而 且 所 生成 的 排列 与 前 面 给 出 的 通过 对 n 用 归 
纳 法 生成 的 排列 顺序 相同 。 下 面 我 们 不 具体 给 出 正式 的 证 明 ， 仅 就 从 n= 二 3 到 z 一 4 具体 说 明 归纳 
的 步 又。 我们 从 2 1 3 4 开始 ， 其 中 4 是 最 大 的 可 移动 整数 。 整 数 4 始终 是 可 移动 的 ， 直 到 它 达 
到 最 左边 位 置 为 止 。 此 时 4 已 经 以 各 种 可 能 的 方式 插入 到 {1，2，3} 的 排列 123 中 。 至 此 4 已 
不 再 是 可 移动 的 了 。 而 此 时 的 最 大 可 移动 整数 是 3， 它 同样 也 是 1 2 3 中 的 最 大 的 可 移动 整数 。 
把 3 和 2 交换 位 置 并 且 改 变 4 的 方向 。 这 个 交换 就 如 同 发 生 在 1 2 3 中 的 交换 一 样 。 现 在 结果 变 
成 4133 ;此 时 4 又 变 成 了 可 移动 整数 ， 并 且 一 直 保 持 着 可 移动 的 状态 直到 它 达 到 了 最 右边 为 
止 。 然 后 再 进行 交换 ， 该 交换 就 如 同 发 生存 1 3 2 中 的 交换 一 样 。 算 法 如 此 继续 进行 ，4 以 各 种 
可 能 的 方式 交错 地 插入 到 {1，2，3) 的 每 一 个 排列 中 。 | 

对 于 给 定 的 {1，2，-…，n) 的 一 个 排列 ， 可 以 确定 这 个 排列 在 前 述 算法 的 哪 一 步 出 现 。 反 
之 ， 也 可 以 确定 在 给 定 的 步 又 哪 一 个 排列 出 现 。 关 于 这 一 点 的 深入 分 析 ， 参 见 Even 的 著作 89 。 





日 同 前 面 一 样 。 
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给 定 正 整数 za， 我 们 描述 了 生成 (1，2，…，zj} 的 所 有 zi 个 排列 的 算法 。 在 结束 本 节 之 
际 ， 我 们 对 生成 {1，2,，…，n} 的 随机 排列 再 简单 地 说 几 句 ， 即 想 用 某 种 方法 生成 {1，2，…， 
n} 的 一 个 排列 ， 使 得 这 zl 个 排列 中 的 每 一 个 排列 被 生成 的 概率 都 是 1/n!1。 设 A= {1，2，…， 
n}。 完 成 上 述 任 务 的 一 个 显然 的 做 法 就 是 从 A 中 随机 选 出 一 个 整数 〈 所 以 A 中 每 一 个 整数 被 选 
中 的 概率 是 (1/n)，)， 并 把 这 个 整数 叫做 i。 然后 把 计 从 A 中 移出 ， 并 从 剩余 的 n 一 1 个 元 素 中 
随机 选 出 一 个 整数 〈 所 以 此 时 A 中 剩 下 的 每 一 个 整数 被 选中 的 概率 是 1/(n--1))， 并 把 这 个 整数 
叫做 i 。 继 续 这 样 的 过 程 ， 在 A 中 选 出 整数 并 移出 它 。 当 A 变 成 空 集 时 ， 我 们 就 得 到 1，2，…， 
n 的 一 个 排列 记 io…i,， 它 被 选中 的 概率 是 
ll 1 ll 
n n—l 7 一 2 2 1 nl 
因此 是 一 个 随机 排列 S 。 另 一 个 可 能 的 方法 就 是 Knuth shuffle 方 法 ， 它 生成 一 个 随机 排列 的 过 程 如 下 : 
从 一 个 恒 等 排 列 12…n 开始 ， 然 后 对 于 二 1，2，…，n 一 1 中 的 每 一 个 整数 ， 连 续 随 机 地 从 A，AT1， 
7 个 位 置 中 为 它们 选 定 一 个 位 置 ， 并 把 位 置 * 上 的 整数 与 被 选 定 的 位 置 交 换 ? 。 


4.2 排列 中 的 逆序 


本 节 讨 论 借 助 于 逆序 来 描述 排列 的 方法 ， 该 方法 由 Halle 发 现 。 逆 序 的 概念 是 一 个 老 概 念 ， 
它 在 矩阵 的 行列 式 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 

设 王 和 和 是 集合 {1， 2，…， n} 的 一 个 排列 。 如 果 A<< 且 i> 则 称 数 对 (tii, 2) 为 
一 个 送 序 (inversion) 。 因 此 ， 排 列 中 的 一 个 逆序 对 应 着 不 以 自然 数 顺 序 出 现 的 一 对 数 。 例 如 ， 
排列 31524 有 4 个 逆序 ,， 即 (3，1) ，(3，2)，(5，2)，(5，4)。 集 合 {1，2，…,，n} 唯 
一 没有 逆序 的 排列 是 12…m。 对 于 一 个 排列 io…i， 我 们 令 a; 表示 第 二 个 成 分 是 7 的 逆序 的 
数量 。 换 句 话 说: ww 等 于 在 排列 中 在 j 的 前 面 但 又 大 于 j 的 整数 的 个 数 ， 它 度量 j 的 无 序 
程度 。 

数值 序列 





dl sd2 9 9 
叫做 排列 i…i 的 逆序 列 。ai 十 a 十 … 十 a 度量 一 个 排列 的 无 序 程度 。 
例子 ”排列 31524 的 逆序 列 是 
1,2,0,1,0 口 
排列 iz*…is 的 逆序 列 e ，a ，…，a。 满足 下 面条 件 
0 委 a 委 2 一 1,0 委 0 委 10 一 20 委 a 委 1a 一 0 
这 是 因为 对 于 每 个 & 王 1，2，…，7m， 在 集合 {1，2,…，n}) 中 存在 "一 & 个 大 于 A 的 整数 。 利 用 
乘法 原理 ， 我 们 看 到 满足 
0 运 和 二 1 一 1;,0 运 户 运 1 一 2 0b 1,b,=0 (4.1) 
的 整数 bh ，5: ，…，b, 的 序列 个 数 等 于 nX(n 一 1)X…X2X1==nl。 
因此 ，{1，2，-…，n) 的 排列 数 等 于 可 能 的 逆序 列 数 。 这 表明 (但 还 不 是 证 明 ) 11， 


日 对 概率 的 了 解 比 本 书 所 介绍 的 内 容 更 多 的 读者 也 许 已 经 看 出 ， 在 这 里 我 们 通过 把 各 个 概率 相 乘 而 忽略 了 一 个 小 
问题 。 对 此 我 们 证 明 如 下 ;在 选择 前 个 整数 过 程 中 ， 有 n(n 一 1)… tn 一 k 十 1) 种 可 能 的 结果 ， 其 中 每 一 个 结 
果 被 选 出 的 机 会 相等 ， 都 有 nCn 一 1)…(n 一 十 1) 分 之 一 的 机 会 。 当 & 二 nn 时， 我 们 得 到 1/n1。 

四 注意 ,我们 允许 4 为 可 能 的 位 置 之 一 ， 而 且 当 4 被 选 作 一 个 位 置 时 ， 实 际 上 没有 发 生 交换 。 如 果 不 允 许 & 为 可 
能 的 位 置 之 一 ， 就 不 能 生成 恒 等 排 列 ， 因 此 也 就 不 可 能 有 一 个 随机 的 生成 方案 。 

候 MHall, Jr., Proceedings Symposium in Pure Mathematics, American Mathematical Society ， Providence. 
6 (1963)，203。 
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2，…,n) 的 不 同 排列 有 不 同 的 逆序 列 。 如 果 能 够 证 明 每 一 个 满足 (4.1) 的 整数 序列 六， 
记 ，…， 久 就 是 (1，2，…，z} 的 一 个 排列 的 逆序 列 ， 那 么 就 可 以 得 出 (根据 鸟巢 原理 ) 
不 同 的 排列 有 不 同 的 逆序 列 。 
定理 4.2.1 设 如 ，b,，…，b, 是 满足 下 面条 件 的 整数 序列 : 
0Qh nl10 和 Kh nb 16,=0 
那么 ， 一 定 存 在 唯一 一 个 {1 ，2，…，n}) 的 排列 ， 它 的 逆序 列 是 鹅 ，bs，…，b,。 
证 明 我 们 描述 两 种 方法 ， 它 们 能 够 唯一 构建 其 逆序 列 为 B，b，…，b, 的 排列 。 


算法 1 : 从 逆序 列 构建 一 个 排列 


n: 写 出 2。 
2 一 1: 考虑 六 -:。 我 们 知道 0 委 六 ， 委 1。 如 果 六 -一 0， 那 么 z 一 1 必须 放 在 n 的 前 面 。 如 果 
[59 bi 二 1， 那么 nn 一 1 必须 放 在 = 的 后 面 。 





n 一 2: 考虑 0 _。。 我 们 知道 0 委 久 : 委 2。 如 果 岂 := 王 0， 那 么 zx 一 2 必须 放 在 由 步骤 ”一 1 得 到 
的 两 个 数 的 前 面 。 如 果 5 二 1， 那 么 mn 一 2 必须 放 在 由 步骤 "一 1 得 到 的 两 个 数 之 间 。 
如 果 bs 二 2， 那 么 n 一 2 必须 放 在 由 步骤 一 1 得 到 的 两 个 数 的 后 面 。 


n 一 k: (一 般 步骤 ) 考虑 bb.。。 我 们 知道 0 适 % 和 &。 在 从 步 又 = 直到 步骤 2” 一 上 二 1 中 ,个 
数 n，7n 一 1，…，n 一 k 十 1 都 已 经 按 所 要 求 的 顺序 放 好 。 如 果 包 -* 一 0， 那 么 z 一 上 必须 
放 在 由 步骤 ”一 上 十 1 得 到 的 所 有 数 的 前 面 。 如 果 b= 二 1， 那么 nn 一 k 必须 放 在 前 两 个 
数 之 间 …… 如 果 5 二 £&， 那 么 n 一 k 必须 放 在 所 有 数 的 后 面 。 


1: 我 们 必须 把 1 放 在 步骤 2 所 构造 的 序列 的 第 b 个 数 的 后 面 。 
执行 上 述 构 建 算法 时 ， 步 又，n 一 1，n 一 2，…，1 唯一 确定 {1，2,，…，n) 的 一 个 排列 ， 
它 的 逆序 列 是 锯 ， 锯 ，…， 久 。 这 个 算法 的 缺点 是 ， 排 列 中 每 一 个 整数 的 位 置 不 到 最 后 是 不 得 而 
知 的 ; 算法 执行 过 程 中 只 做 到 了 这 些 整 数 的 相对 位 置 保持 固定 。 
在 第 二 个 算法 中， 整数 1，2,，…, x 在 排列 中 的 位 置 是 确定 的 。 


算法 上: 从 逆序 列 构建 一 个 排列 


我 们 从 个 空位 置 出 发 ， 把 这 些 空位 置 从 左 到 右 标 注 上 标签 1，2，…，?。 

1: 因为 在 这 个 排列 中 1 之 前 应 该 有 6b 个 整数 ， 因 此 必须 把 1 放 在 位 置 标签 为 名 十 1 的 位 
置 上 。 

2: 因为 在 这 个 排列 中 应 该 有 && 个 整数 大 于 2 且 在 2 之 前 ， 又 因为 这 些 整数 还 没有 被 插 进 
来 ， 所 以 必须 给 这 些 数 留 出 b 个 空位 置 。 因 此 ,把 2 放 在 第 b 十 1 的 空位 置 上 。 

: 

上 (一般 步骤 ) 因为 在 这 个 排列 中 的 前 面 还 应 该 有 & 个 整数 ， 这 些 整数 还 没有 被 插 进来 ， 因 
此 必须 给 这 些 数 留 出 & 个 空位 置 。 我 们 看 到 在 本 步骤 开始 时 空位 置 的 个 数 是 x 一 (4 一 1) 二 一 
十 1。 把 站 放 在 从 左边 数 第 《b% 十 1) 个 空位 置 上 。 因 为 名 和 ?一 上 ， 所 以 有 义 十 1] 委 2 一 A 十 1， 
从 而 可 以 如 此 确定 一 个 空位 置 。 





名 ]. Csima 向 我 推荐 了 这 个 算法 。 
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n: 把 n 放 在 剩 下 的 一 个 空位 置 上 。 

按 上 面 描述 的 顺序 执行 步骤 1，2，…， 后， 我 们 得 到 唯一 一 个 {1，2，…，n} 的 排列 ， 
且 它 的 逆序 列 就 是 Di b;， ”4 b,。 口 

例子 确定 {(1，2，3，4，5，6，7， 8)} 的 一 个 排列 ， 使 其 逆序 列 是 5，3,，4, 0,，2,， 1， 
1， 0 。 

对 给 定 的 逆序 列 执行 定理 4. 2. 1 证 明 中 的 两 个 算法 的 各 步骤 ， 产 生 下 列 结果 : 





算法 I 
8: 8 
7; 87 
6: 867 
5: 8657 
4: 48657 
3: 486537 
2: 4862537 
1: 48625137 
因此 ， 排 列 为 48625137 。 
算法 本 
] : 1 
2 : 2 1 
3: 2 1 3 
4: 4 2 1 3 
5: 4 2 5 1 3 
6: 4 6 2 5 1 3 
7; 4 6 2 5 1 3 7 
8: 4 8 6 2 5 1 3 7 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) 
我 们 又 得 到 这 个 排列 48625137 。 口 





根据 定理 4. 2. 1， 逆 序列 与 每 一 个 排列 之 间 的 对 应 关系 是 {1，2，…，n} 的 排列 与 满足 下 

面条 件 
0 扫 和 和 过 ?2 一 1;0 委 玉 委 m 一 2,…0 雪 六 lh, =0 

的 整数 序列 bl ，b。，…，b, 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 因 此 ， 通 过 指定 一 个 排列 的 逆序 列 就 可 以 唯一 
确定 这 个 排列 。 我 们 可 以 把 逆序 列 看 成 是 这 个 排列 的 代码 。 在 定理 4. 2. 1 的 证 明 中 ， 已 经 给 出 两 
种 破解 这 个 代码 的 方法 。 

排列 和 它 的 逆序 列 之 间 存 在 着 微妙 的 差异 。 在 选择 {1，2，…，z} 的 一 个 排列 时 ， 必 须 进 
行 n 次 选择 ， 一 次 选 定 这 个 排列 中 的 一 项 。 用 n 种 方式 中 的 任意 一 种 方式 选择 第 一 项 ， 然 后 用 
7 一 1 种 方式 中 的 任意 一 种 方式 选择 第 二 项 。 但 是 要 注意 ， 虽然 第 二 项 的 选择 个 数 总 是 n 一 1， 可 
是 第 二 项 的 实际 选择 要 依赖 于 第 一 项 的 选择 (我 们 不 能 选择 已 经 被 选择 的 项 )。 对 于 第 & 项 的 选 
择 也 发 生 类 似 的 情况 。 对 于 第 项 的 选择 有 nn 一 (& 一 1) 种 可 能 的 选择 方案 ， 但 是 实际 的 选择 依 
赖 于 前 一 1 项 的 选择 。 

我 们 可 以 将 上 面 的 描述 与 (1，2，…，z} 的 一 个 排列 的 逆序 列 5 ，b。 ，…，b, 的 选择 进行 
比较 。 对 于 b ， 可 以 选择 7 个 整数 0，1，…，n 一 1 中 的 任 一 个 。 对 于 饭 ， 可 以 选择 ”一 1 个 整数 


59 
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0，1,，……，n 一 2 中 的 任 一 个 ， 它 与 b 的 选择 没有 关系 。 一 般 地 ， 对 于 bh， 可 以 选择 n 一 (k 一 1) 
个 整数 0，1，…，n 一 k 中 的 任意 一 个 ， 且 与 名 ，bs，…，b 1 的 选择 没有 关系 。 因 此 ， 道 序列 以 
独立 的 选择 取代 了 相关 选择 。 

习惯 上 ， 按 照 某 个 排列 中 北 序 个 数 是 偶数 还 是 奇数 而 把 {1，2，…，n}) 的 这 个 排列 王 王 … 
称 为 偶 排 列 或 奇 排列 。 排 列 的 符号 按照 排列 是 偶 排 列 还 是 奇 排列 而 定义 为 十 1 或 一 1。 排 列 的 符 
号 在 矩阵 的 行列 式 理论 中 很 重要 ， 其 中 nxXn 矩阵 

A=[as] (i,j=1,2,.,n) 
的 行列 式 定义 为 
det(A) = Dy eliiani) a Ar, man, 
这 里 求 和 记号 是 对 集合 {1，2,…，n} 的 所 有 排列 zzz 求 和 ， 而 s(iaza…za) 等 于 二 ze 的 
符号 9 。 

如 果 排 列 za…z 有 逆序 列 5,，b, ，…，b, 且 下 一 记 十 记 十 … 十 久 为 着 序数 (number of inver- 
sion)， 那 么 可 以 通过 连续 次 交换 相 邻 两 个 数 而 把 zz 转化 成 12…n。 首 先 ， 我 们 连续 地 把 1 
与 它 左边 的 六 个 整数 交换 。 然 后 再 连续 地 把 2 与 它 左边 大 于 2 的 整数 交换 ， 以 此 类 推 。 这 样 ， 
就 可 以 经 过 已 十 到 十 … 十 久 次 交换 得 到 12…n。 

例子 ”通过 连续 交换 相 邻 的 数 将 排列 361245 变 成 123456 。 

这 个 排列 的 逆序 列 是 220110。 连 续 交 换 的 结果 是 ， 


6 1 2 4 5 
3 1 6 2 4 5 
1 3 6 2 .45 
1] 3 2 6 45 口 
12364 5 
1234.6 5 
1 2 3 4 5 6 


这 个 过 程 是 计算 机 科学 中 一 种 通用 的 排序 过 程 的 例子 。 排 列 ib…i 的 元 素 对 应 于 排序 前 的 
数据 。 对 于 更 有 效 的 排序 方法 及 其 分 析 ， 读 者 可 参考 Knuth 的 著作 8 。 


4.3 生成 组 合 
设 S 是 ”个 元 素 的 集合 。 为 了 下 面 分 析 清楚 起 见 ， 取 S 为 下 面 形式 的 集合 


S= {ri ,Xi ,To) 
现在 , 我们 寻找 一 种 生成 S 的 所 有 2” 个 组 合 〈 子 集 ) 的 算法 。 这 意味 着 要 找 一 个 将 S 的 所 有 子 
集 列 出 的 系统 程序 。 最 终 的 列表 应 该 包含 S 的 所 有 子 集 (并 且 只 有 S 的 子 集 ) 且 没 有 重复 。 因 
此 ,根据 定理 2. 3. 4， 在 这 个 列表 中 应 该 有 2" 个 子 集 。 
给 定 S 的 一 个 子 集 A，S 的 每 一 个 元 素 z 或 者 属于 A 或 者 不 属于 A。 如 果 用 1 表示 属于 ,用 
0 表示 不 属于 ， 那 么 就 可 以 把 S 的 2 个 子 集 看 成 2" 个 0 和 1 的 2 元 组 @ 





日 ”把 一 个 nXn 的 矩阵 考虑 成 为 一 个 nXz 的 棋盘 ， 其 中 的 方 格 被 数字 占据 ， 求 行列 式 的 这 个 公式 中 的 项 对 应 于 把 n 
个 非 攻 击 型 车 放 到 棋盘 上 的 nt1 种 方法 。 

© D.E.Knuh, Sorting and Searching. Volume 3 of The Art of Computer Programming, 2nd edition, Addison- 
Wesley, Reading, MA (1998) 。 

@ 根据 3. 3 节 的 叙述 ， 我 们 把 子 集 等 同 于 多 重 集合 (n，0,n。，1} 的 排列 。 
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(Qn 9""* ol ,Co ) 一 Cr CICG0 
对 于 每 个 ?一 0，1，…，7?2 一 1， 我 们 让 这 个 ?元 组 的 第 ; 项 a, 对 应 于 元 素 zx;。 例如 ， 当 ”一 3 时 ， 
2 二 8 个 子 集 以 及 它们 所 对 应 的 3 元 组 如 下 : 


司 
全 
RS 
© 


2 0 0 0 

{xo} 0 0 1 

{Xx1} 0 1 0 

{x1 ,Xo} 0 1 1 
{x2} 1 0 0 

{x2 » To} 1 0 1 
{x2 ,Ti } 1 1 0 
{Zz » XT1 ,To } 1 1 1 


例子 设 S={zxe， zs，X4， Xs，Xz，XI，Xo}。 对 应 于 子 集 (xs，xs，Zz2，zo) 的 7 元 组 是 
0110101。 对 应 于 7 元 组 1010001 的 子 集 是 {ze， zt， x0)。 

因为 n 元 素 和 集合 的 子 集 与 0,1 的 元 组 是 对 等 的 ， 因 此 为 了 生成 n 元 素 集 合 的 所 有 子 集 ， 
只 要 能 够 描述 出 写 出 0, 1 的 2” 个 元 组 的 系统 程序 就 足够 了 。 现 在 ,可 以 把 每 一 个 元 组 看 成 
是 二 进 制 数 S 。 例 如 ，10011 就 是 整数 19 的 二 进 制 数 ， 因 为 

19 一 1X2 十 0X2 十 0X22 十 1X2 十 1X29 
一 般 地 ， 给 定 一 个 从 0 到 2 一 1 的 整数 mw， 则 数 mx 可 以 表示 成 如 下 形式 
7 一 riX2 十 ar X2" 十 … 十 qr X21 十 aoX2° 

其 中 每 个 a 是 0 或 1。 它 的 二 进 制 数 是 














QI1Qm2…Q1G0 
反之 ， 因 为 
2 十 2 全 十 十 2 十 2 一 2 一 1 

上 面 这 个 形式 的 每 一 个 表达 式 都 有 一 个 值 ， 该 值 是 0 到 2" 一 1 之 间 的 一 个 整数 。 因 此 ,， 0 和 1 的 
?元 组 与 0，1，…，2 一 1 之 间 的 整数 存在 一 一 对 应 关系 。 注 意 ， 在 写 出 0 到 2 一 1 之 间 的 整数 
的 二 进 制 数 时 ， 我们 的 习惯 是 使 用 恰好 n 个 数字 ， 因 此 ， 如 果 必 要 ， 可 包含 通常 没有 的 一 些 前 置 
的 0。 

例子 设 n=7。 数 29 在 0 到 2 一 1 二 127 之 间 ， 因 此 它 可 以 表示 成 

29 二 0x2 十 0X2 十 1X2 十 1X2B 十 11X22 二 00X22 十 1X 2 
因此 ，29 的 七 位 二 进 制 数字 是 0011101， 而 且 它 与 下 面 集合 
S 一 {z6y25y24523 Te Tl 0 

的 子 集 {zx1，zxs，xz:，zo) 对 应 。 口 

我 们 如 何 生 成 集合 S 二 (zi1，…，Zzi，zo) 的 2 个 子 集 呢 ? 或 者 等 价 地 说 ， 如 何 生 成 0，1 
的 2" 个 元 组 呢 ? 这 个 答案 现在 变 得 简单 了 。 我 们 可 以 按 从 小 到 大 的 顺序 写 出 0 到 2 一 1 之 间 的 
数 ， 但 是 要 用 二 进 制 的 形式 ， 每 次 加 1 都 要 用 二 进 制 算术 。 这 就 是 前 面 我 们 生成 0 和 1 的 3 元 组 
的 方法 。 

例子 生成 0 和 1 的 4 元 组 。 








日 参见 1.7 节 。 
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数 二 进 制 数 
0 0000 

1 0001 

2 0010 

3 0011 

4 0100 

5 0101 

6 0110 

7 0111 

8 1000 

9 1001 
10 1010 
11 1011 
12 1100 
13 1101 
14 1110 
15 1111 D 


例子 ”如 果 我 们 利用 刚刚 讲 过 的 二 进 制 算术 方案 ， 紧 跟 在 集合 {zx6， zx， Xt， XX2, 1， 
xo} 的 子 集 {xs，Xx1，x2，X1，ZXo) 后 面 的 子 集 是 什么 ? 

子 集 {ze，zt，X2，XT1，zo) 对 应 的 二 进 制 数 是 1010111。 利 用 二 进 制 算术 ， 我们 看 到 下 一 
个 子 集 对 应 的 二 进 制 数 是 





因此 ， 下 一 个 子 集 是 {x ，xt，x3}。 又 因为 
l1x2+0X2+1lix2+0xX2+1lx2++1lx2+1l1xX2=87 
所 以 子 集 {xs，zTt，xz，ZXzt，xo} 为 表 上 的 第 87 位 。 而 表 上 的 第 88 位 的 子 集 就 是 {ze，zi， 
xz;)}。 注 意 在 所 有 子 集 列表 上 的 位 置 是 从 0 开始 的 ， 且 结束 于 2" 一 1。 占 据 第 0 个 位 置 的 子 集 总 是 
空 集 。 例 如 ， 当 我 们 说 表 上 的 第 5 个 子 集 时 ， 指 的 是 表 上 对 应 于 5 的 子 集 ， 而 不 是 对 应 于 4 的 子 
集 。 在 列表 上 的 第 5 个 子 集 的 前 面 有 5 个 子 集 。 如 果 这 一 点 还 不 清楚 ， 那 么 下 一 个 例子 应 该 能 够 
阐明 我 们 的 约定 。 口 
例子 S={xs，x;，Xx1，Zx3，Xz，X1，xo》 的 所 有 子 集 列表 中 ， 第 108 位 子 集 是 哪个 子 集 ? 
首先 ， 我 们 求 出 108 的 二 进 制 数 ， 
108 天 1XX2 十 1 义 革 十 0X24 十 1X2 十 1 义 2 十 0X2 十 0X29 
因此 ，108 的 二 进 制 数 是 1101100。 
因此 ， 这 个 位 置 上 的 子 集 是 (zx ，x; ，x3，x2}。 紧 挨 着 这 个 子 集 的 前 面 的 子 集 是 哪个 子 集 
呢 ? 简单 地 进行 二 进 制 减法 : 





1 10 1 10 0 
一 1 
1 10 10 11 
因此 ， 这 个 位 置 的 子 集 是 {z6， Ts 3 ZI1， Xo}o 口 


现在 ， 我 们 讲述 生成 ”元 素 集合 的 子 集 的 算法 。 描 述 是 用 0 和 1 的 元 组 的 形式 进行 的 。 算 
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法 中 给 出 的 连续 法 则 是 利用 二 进 制 算术 相 加 的 结果 。 
生成 ”{xo-1，…， Xi， Xo} 的 子 集 的 二 进 制 算法 
从 ai…aiao 一 0…00 开始 。 
当 Qadido ll11 时 ， 执行 下 面 操作 : 
(1) 求 出 使 得 w 王 0 的 最 小 整数 ) (在 nn 一 1 和 0 之 间 )。 
(2) 用 1 代替 ww 并 用 0 代替 ur，…，w 中 的 每 一 个 〈 根 据 我 们 对 7 的 选择 可 知 ， 在 用 0 代 


蔡 以 前 它们 都 等 于 1) 。 

当 aa 一 1…11 时 算法 结束 ， 它 是 最 终 列表 中 最 后 一 个 二 进 制 2 元 组 。 

通过 二 进 制 的 生成 方案 所 产生 的 0，1 的 元 组 的 顺序 称 为 n 元 组 的 字典 序 。 在 这 种 顺序 下 ， 
假设 表 中 有 两 个 = 元 组 ae ae 和 九 -1…ib。， 从 左边 开始 ， 即 它们 的 第 一 个 不 相同 的 位 置 
《比如 说 是 让， 那么 如 果 a 二 0 而 如 二 1， 则 a 1…aie 就 出 现在 元 组 6, 1…bb% 的 前 面 (这 是 
为 什么 呢 ? 因为 这 相当 于 说 二 进 制 数 a ，…ww 所 对 应 的 数 比 二 进 制 数 -1…bb 所 对 应 的 数 
小 )。 把 这 样 的 元 组 看 成 是 字母 表 中 的 两 个 “字母 ”0 和 1 的 长 度 为 w 的 “单词 "而 在 这 个 字 
母 表 中 ，0 是 第 一 个 字母 ，1 是 第 二 个 字母 ， 字 典 序 就 是 这 些 单词 出 现在 字典 中 的 顺序 。 


把 nn 元 组 看 作 和 集合 {x 1;，…，xt，w 的 子 集 后 ， 我 们 看 到 ， 对 于 每 一 个 满足 n 一 1 之 j 的 jj 
(六 "> AT, Zo} 的 所 有 子 集 都 在 至 少 含有 x |、 机 Zz 中 一 个 元 素 的 子 集 的 前 面 。 因此 ， 在 把 0， 


1 的 ”元 组 的 字典 序 看 成 是 集合 {1 ，…，tt，zw} 的 子 集 的 顺序 时 ， 有 时 它 也 被 叫做 子 集 的 压缩 
序 。 我 们 用 压缩 序列 出 在 引入 新 元 素 之 前 当前 这 些 元 素 的 所 有 子 集 。 下 面 给 出 集合 {二 4, 二 3， 
研一 2， 为 一 1} 的 各 子 集 的 压缩 序 ， 它 对 应 于 前 面 (字典 序 ) 列 出 的 二 进 制 4 元 组 。 


1,2,3,4 
以 压缩 序列 出 的 {1，2，3，4) 的 子 集 

我 们 要 注意 ， 在 这 种 排序 中 ， 所 有 不 包含 4 的 子 集 排 在 包含 4 的 子 集 的 前 面 。 在 不 包含 4 的 
子 集中 ， 不 包含 3 的 子 集 一 定 出 现在 包含 3 的 子 集 的 前 面 。 在 既 不 包含 4 也 不 包含 3 的 子 集中 ， 

那些 不 包含 2 的 子 集 一 定 出 现在 包含 2 的 子 集 的 前 面 。 
在 子 集 的 压缩 序 中 ， 一 个 子 集 的 直接 后 继 等 价 地 ， 为 在 字 上 典 顺 序 之 下 ， 一 个 n 元 组 的 直接 
后 继 ) 可 能 与 这 个 子 集 本 身 差异 非常 大 。 子 集 A= {xs，zxt，zs} (对 应 于 7 元 组 1011000〉 紧 随 
子 集 B= {zs， Zs Tz TI, Xo) (对 应 于 7 元 组 1010111) 之 后 ， 但 是 它 与 B 相 比 有 4 处 不 同 之 
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处 : A 包含 x;(B 不 包含 )， 而 B 包 含 x;，xl 和 z(4 不 包含 )。 这 就 引出 下 面 的 问题 :是否 有 可 
能 以 不 同 的 顺序 生成 nn 元 素 集合 的 子 集 ， 使 得 一 个 子 集 的 直接 后 继 与 其 本 身 的 差异 尽 可 能 小 ? 这 
里 尽 可 能 小 指 的 是 一 个 子 集 的 直接 后 继 是 在 通过 增加 一 个 新 元 素 或 者 删除 一 个 老 元 素 , 但 二 者 
不 同时 进行 的 前 提 下 得 到 的 。 简 言 之 ， 进 来 一 个 或 者 出 去 一 个 。 这 样 的 生成 方案 因 诸 多 原因 而 非 
常 重要 ， 其 中 一 个 原因 是 在 生成 所 有 子 集 的 时 候 出 现 错误 的 机 会 更 少 。 

例子 设 $S={x,1，…，Zxi，xzo)， 考 虑 下 面 的 S 的 子 集 列表 以 及 ”一 1，2，3 时 分 别 对 应 的 
n 元 组 。 











1 一 1 1 一 2 
好 0 2] 00 
{xo} 1 {xo} 01 
{x1 yzZo》 ll 
{zx1} 10 
7 一 3 

[gl 000 

{zo)} 001 

{Xl ,xo} 011 

{x1} 010 

{x2 ,X71 } 110 

{x2 ,TX1 » Xo } 111 

《zz » To} 101 

‘zz} 100 


在 每 一 个 列表 中 ， 从 一 个 子 集 到 下 一 个 子 集 的 转换 是 通过 插入 一 个 新 元 素 或 者 删除 一 个 已 经 存 
在 的 元 素 〈 但 不 是 两 者 都 进行 ) 而 得 到 的 。 用 0 和 1 的 元 组 术语 来 说 ， 把 0 变 成 1 或 者 把 1 变 
成 0， 但 两 者 不 同时 变化 。 口 
现在 ， 我 们 展示 一 个 更 形象 的 几何 表示 。 把 0、1 的 n 元 组 看 成 4 维 空间 中 一 个 点 的 坐标 。 
于 是 ， 对 于 "一 1， 这 种 表示 就 是 一 条 直线 上 的 点 ;对 于 "一 2， 则 用 2 维 空间 或 平面 上 的 点 表示 ; 
对 于 "一 3， 这 种 表示 用 的 是 3 维 空间 中 的 点 。 
例子 设 * 一 1。 这 时 ，0，! 的 1 元 组 对 应 于 单位 线段 的 两 个 端点 或 两 个 角 ， 如 图 4 1 所 示 。 口 
例子 设 n=2。 这 时 , 0, 1 的 2 元 组 对 应 于 单位 正方 形 的 4 个 角 上 的 点 ， 如 图 4-2 所 示 。 口 
例子 设 * 一 3。 这 时 ，0，1 的 3 元 组 对 应 于 单位 正方 体 的 8 个 角 上 的 点 ， 如 图 4-3 所 示 。 口 
110 


010 /| 


| 


101 
mL 


00 0l 001 
图 4-1 图 4-2 4-3 
注意 ， 在 上 面 三 个 例子 中 ， 当 每 两 个 角 点 的 坐标 只 有 一 个 位 置 不 同时 ， 这 两 个 点 之 间 有 一 条 
边 。 这 正 是 生成 0 和 1 的 元 组 时 要 寻找 的 特点 ! 
我 们 可 以 将 此 扩展 到 任意 的 n。 单 位 n 方 体 (1 方 体 是 一 条 线段 ，2 方 体 是 一 个 正方 形 ，3 方 
体 就 是 通常 的 立方 体 ) 有 2 个 角 ， 它 们 的 坐标 是 2 个 0, 1 的 nn 元 组 。 在 n 方 体 中 ， 当 两 个 角 点 
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的 坐标 只 有 一 个 位 置 不 同时 ， 存 在 一 条 连接 这 两 个 角 点 的 边 。 生 成 只 在 一 个 位 置 上 与 ”元 组 不 同 
的 其 后 继 n 元 组 的 算法 对 应 于 沿 着 n 方 体 的 边 的 遍历 该 方 体 恰好 访问 每 个 角 点 一 次 。 任 意 一 个 004 
这 样 的 遍历 (或 4 元 组 的 最 终 列表 ) 称 为 n 阶 Gray 码 S 。 如 果 遍 历 可 以 再 经 过 一 条 边 从 终点 回 到 
起 点 ， 那 么 就 称 这 个 Gray 码 是 循环 的 (cyclic)。 上 面 例子 中 对 于 nn 二 1，2，3 的 列表 就 是 循环 
Gray 码 。 有 一 个 附加 的 性 质 使 它们 相当 特别 。 下 面 我 们 具体 看 一 下 这 个 性 质 。 

我 们 从 单位 1 方 体 和 它 的 Gray 码 开 始 ， 它 从 0 开始， 到 1 结束 ， 如 图 4-4 所 示 。 拷 贝 两 个 1 
方 体 并 连接 相对 的 角 点 就 可 以 建立 一 个 单位 2 方 体 。 然 后 把 一 个 0 附加 在 一 个 拷贝 的 两 个 坐标 
前 ， 把 一 个 1 附加 到 另外 一 个 1 方 体 拷贝 的 两 个 坐标 前 : 首先 沿 着 1 方 体 的 一 个 拷贝 的 Gray 码 
行进 ， 穿 行 到 另 一 个 拷贝 ， 然 后 再 沿 着 这 个 1 方 体 的 Gray 码 相反 方向 行进 ， 得 到 一 个 2 方 体 的 
循环 Gray 码 ， 如 图 4-5 左 图 所 示 。 


00 ol 








4-4 图 4-5 

我 们 可 以 用 类 似 的 方法 由 单位 2 方 体 构建 单位 3 方 体 。 取 2 方 体 的 两 个 拷贝 并 连接 对 应 的 角 
点 。 把 一 个 0 附加 在 一 个 拷贝 的 各 个 坐标 前 ， 而 把 一 个 1 附加 到 另 一 个 拷贝 的 各 个 坐标 前 。 于 是 
我 们 就 像 下 面 这 样 得 到 一 个 3 方 体 的 循环 Gray 码 : 首先 ， 沿 着 2 方 体 的 一 个 拷贝 的 Gray 码 行进 ， 
穿行 到 另 一 个 拷贝 上， 然后 再 沿 着 这 个 2 方 体 的 Gray 码 的 相反 方向 行进 ， 如 图 4-5 的 右 图 所 示 。 

我 们 可 以 持续 这 种 方式 对 任意 的 整数 n 宇 1 递归 地 构建 n 阶 Gray 码 。 用 这 种 方式 构建 的 
Gray 码 称 为 反射 Gray 码 。n 方 体 是 一 个 便利 的 可 视 化 工具 ， 但 在 构建 阶 反射 Gray 码 时 并 不 需 
要 它 。n 一 4 时 的 反射 Gray 码 如 下 所 示 : 


OO OO OO OO OO OO OO SO 
OO COO 一 一 一 OO OO 
OO 一 OO OO 一 ”OD 
OP OO OO 一 OO OP ~ oO 


牟 1878 年 ,法 国 工程 师 Emile Baudot 展示 了 Gray 码 在 电报 中 的 运用 。 正 是 Bell Labs 的 研究 员 Frank Gray 于 1953 
年 首次 获得 了 这 些 代 码 的 专利 。 
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n 阶 反射 Gray 码 的 递归 定义 如 下 : 
(1) 1 阶 反射 Gray 码 是 ， 


(2) 假设 wn 二 1 且 已 经 构建 好 了 "一 1 阶 反 射 Gray 码 。 为 了 构建 阶 反射 Gray 码 ， 首 先 ， 以 
?一 1 阶 反射 Gray 码 所 给 出 的 顺序 列 出 0，1 的 (n 一 1) 元 组 ， 并 把 一 个 0 添加 到 每 个 (n 一 1) 元 
组 的 开头 〈( 即 左边 )， 然后， 再 以 n 一 1 阶 反 射 Gray 码 所 给 顺序 的 相反 顺序 列 出 (n 一 1) 元 组 ， 
并 把 1 添加 到 各 (n 一 1) 元 组 的 开头 。 

于 是 ， 根 据 这 个 递归 定义 ,nn 阶 反 射 Gray 码 以 n 元 组 00…0 开始 并 以 ”元 组 10…0 结束 。 由 
于 00…0 和 10…0 只 在 一 处 不 同 ， 因 此 该 码 是 循环 的 。 

因为 反射 Gray 码 是 递归 定义 的 ， 因 此 为 了 构建 阶 反射 Gray 码 ， 必 须 首先 构建 n 一 1 阶 反 
射 Gray 码 。 例 如 ， 为 了 构建 6 阶 反射 Gray 码 ， 我 们 首先 要 构建 5 阶 反 射 Gray 码 。 为 此 ， 又 必 
须 先 要 构建 4 阶 反射 Gray 码 ， 以 此 类 推 。 为 了 利用 递归 定义 构建 6 阶 反射 Gray 码 ， 就 必须 依次 
构建 1，2，3，4，5 阶 反 射 Gray 码 。 现 在 我 们 描述 一 种 算法 ， 这 个 算法 使 得 可 以 直接 构建 阶 
反射 Gray 码 。 为 此 ， 需 要 一 个 逐次 性 法 则 ， 它 告诉 我 们 在 反射 Gray 码 中 从 一 个 ?元 组 走 到 下 一 
个 n 元 组 时 ， 需要 在 哪个 地 方 改变 (从 0 变 到 1 或 从 1 变 到 0)。 下 面 的 算法 给 出 这 个 逐次 性 
法 则 。 

如 果 w-ie -wo 是 0 和 和 1 的 nn 元 组 ， 那么 

aa dn do) 一 Ci 十 Co 十 十 co 


是 其 中 1 的 个 数 〈 因 此 这 个 数 等 于 它 所 对 应 的 子 集 的 大 小 ) 。 
以 反射 Gray 码 的 顺序 生成 0， 1 的 n 元 组 的 算法 


从 7 元 组 4,14, 2…ao 二 00…0 开始 。 

当 n 元 组 a 14 2……ao 关 10…0 时 ， 执 行 下 面 操作 : 

(1) 计算 gCa,_ias 2 a0) 二 Qa, 1 十 d, 2 十 … 十 ao。 

(2) 如 果 c(a 1a,_:…ao) 是 偶数 ， 则 改变 ao( 从 0 变 到 1 或 从 1 变 到 0) 。 

(3) 和 否则， 确定 这 样 的 7， 使 得 a 二 1 且 对 满足 7) 的 所 有 的 有 ww 一 0〈 即 这 是 从 右边 开始 
的 第 一 个 1)， 然后， 改变 a,;; (从 0 变 到 1 或 从 1 变 到 0)。 

注意 ， 如 果 在 步 又 (3) 中 a 14, 2*…ao 关 10…0， 那 么 j 二 mn 一 2， 从 而 j 十 1 志 n 一 1，aj4! 有 定 
义 。 还 要 注意 ,在 步骤 (3) 中 有 可 能 j 一 0， 也 就 是 说 ，ao 一 1; 在 这 种 情形 下 不 存在 满足 i<j 
的 i， 因 此 我 们 按 步 又 (3) 的 指示 改变 w 。 

读者 可 以 验证 一 下 这 个 算法 的 确 给 出 前 面 提 到 的 4 阶 Gray 码 。 

定理 4.3.1 对 于 每 一 个 正 整 数 m， 前 面 生 成 0，1 的 nn 元 组 的 算法 产生 nn 阶 反射 Gray 码 。 

证 明 ”我们 通过 对 n 施 归 纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 显 然 ,，n 二 1 时 ， 这 个 算法 产生 1 阶 反 射 
Gray 码 。 设 x>1， 并 假设 对 于 n 一 1， 这 个 算法 产生 nn 一 1 阶 反 射 Gray 码 。n 阶 反 射 Gray 码 的 前 
2"! 个 n 元 组 是 由 nn 一 1 阶 反 射 Gray 码 的 (n 一 1) 元 组 通过 在 每 一 个 (n 一 1) 元 组 的 开头 添加 一 
个 0 组 成 的 。 因 为 (n 一 1) 元 组 10…0 出 现在 n 一 1 阶 反射 Gray 码 的 最 后 ， 于 是 ， 把 逐次 性 法 则 
运用 于 nn 阶 反 射 Gray 码 的 前 (2”!' 一 1) 个 元 组 产生 的 效果 等 同 于 先 把 这 个 法 则 运用 于 除了 最 
后 一 个 (n 一 1) 元 组 之 外 的 所 有 n 一 1 阶 反 射 Gray 码 的 (n 一 1) 元 组 ， 然 后 再 附加 一 个 0 的 效 
果 。 因 此 ， 由 归纳 假设 可 知 逐 次 性 法 则 产生 前 一 半 的 nn 阶 反射 Gray 码 。n 阶 反 射 Gray 码 的 第 
2” 1! 个 nn 元 组 是 010-…0。 因 为 a。 (010…0) 一 1 是 一 个 奇数 ， 所 以 把 逐次 性 法 则 用 于 010…0 给 出 
110.…0， 它 就 是 阶 反 射 Gray 码 的 第 (2"! 十 1) 个 元 组 。 

现在 ， 考虑 7 阶 反射 Gray 码 后 半 部 分 中 的 两 个 连续 的 ”元 组 : 
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1 Q， ao 
1 0 2 
于 是 ， 在 n—1 阶 反射 Gray 码 中 ， GQ-2"" "Uo 紧 跟 在 b,—2**"bo 之 后 : 
Po 
现在 oC(a,-2…ao) 与 ac(0 加) 奇偶 性 相反 。 一 个 是 偶数 则 另 一 个 就 是 奇数 。 而 c(1a，:…ao ) 
与 ola, …ao) 也 是 奇偶 性 相反 ，c(12 2…b) 与 c( 如) 也 是 奇偶 性 相反 。 假 设 uc(2 -2 … 
bh) 是 偶数 ， 则 cla，…ao) 是 奇数 而 c(la-:…w) 是 偶数 。 根 据 归 纳 假设 ， 我们 看 到 通过 改 
变 2…b 中 的 ,而 得 到 ai-2z…ao。 对 la， 2…ao 运用 逐次 性 法 则 提示 我 们 改变 ae ， 这 就 给 出 
了 所 期 望 的 1b, 2°*°boo 现在 假设 obn,-2°" ho) 是 奇数 。 于 是 GCC 2 00 ) 是 偶数 而 o(la,-.2***a0) 
是 奇数 。 对 la, ，…ao 运用 逐次 性 法 则 产生 的 效果 正好 与 对 b._-，…b 运用 此 法 则 的 效果 相反 。 
因此 ， 由 归纳 假设 可 知 ， 对 le，:…a 运用 逐次 性 法 则 给 出 所 期 望 的 15,-，…b。 因 此 ， 由 归纳 
法 可 知 定理 成 立 。 口 
例子 ”确定 三 个 8 元 组 ， 使 得 它们 在 8 阶 反 射 Gray 码 中 分 别 是 10100110、00011111 和 
01010100 的 后 继 。 
因为 a(10100110)==4 是 偶数 ， 故 10100111 紧 跟 在 10100110 之 后 。 而 c(00011111) 一 5 是 一 
个 奇数 ， 因 而 ， 在 算法 的 步骤 (3) 中 ,j= 二 0， 所 以 00011101 跟 在 00011111 的 后 面 。 又 因为 c 
(01010100) 王 3， 所 以 01011100 跟 在 01010100 的 后 面 。 口 
前 面 描述 了 2" 个 二 进 制 ”元 组 的 两 种 线性 排序 : 其 一 是 从 00…0 开始 利用 二 进 制 算术 得 到 
的 字典 序 ， 其 二 是 同样 从 00…0 开始 的 反射 Gray 码 序 。 字 上 典 序 对 应 的 是 从 0 到 2" 一 1 的 二 进 制 
的 整数 ， 而 我 们 可 以 把 反射 Gray 码 序 看 成 是 以 特殊 的 顺序 列 出 了 从 0 到 2 一 1 的 二 进 制 n 元 组 。 
我 们 可 以 明确 地 说 出 二 进 制 n 元 组 出 现在 Gray 码 序 表 的 准确 位 置 。 对 于 i 一 0，1，…，n 一 1， 设 
0 车 ari 十 -… 十 a 是 偶数 
1 车 ar 十 十 ai 是 奇数 
此 时 ，as-1…ayao 在 Gray 码 序 表 的 位 置 和 6. ，…bib 在 字典 序 表 上 的 位 置 相 同 。 换 句 话说 ， 
ai alcao 在 Gray 码 序 表 的 位 置 是 
k=b X22™ 二 二 bh X2+h X22 
我 们 把 验证 它 的 工作 留 作 练习 题 。 


4.4 生成 了 子 集 


在 4.3 节 中 ,我们 描述 了 =” 元素 集合 的 子 集 的 两 种 排序 方法 以 及 基于 生成 子 集 的 逐次 性 法 则 
的 一 些 相应 的 算法 。 现 在 ， 我 们 只 考虑 有 国定 大 小 -的 子 集 ， 并 寻找 生成 这 些 子 集 的 方法 。 其 中 
一 种 方法 是 生成 所 有 的 子 集 ， 然 后 查看 所 得 列表 并 从 中 选择 那些 恰好 含有 -~ 个 元 素 的 子 集 。 但 
是 ， 这 显然 不 是 一 种 有 效 的 方法 。 
例子 在 4.3 节 中 ,我 们 以 压缩 排序 列 出 了 {1，2，3，4} 的 所 有 的 4 子 集 。 从 中 选 出 2 子 
集 ， 我 们 得 到 下 面 的 (1，2，3，4} 的 2 子 集 的 压缩 排序 : 
1， 
1， 
2， 
1， 
2， 
3， 


六 = 


必 中 中 ic 
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本 节 将 开发 n 元素 集 合 的 r 子 集 的 字典 排序 算法 ， 其 中 > 是 满足 1 委 r 和 ”的 固定 整数 。 现 在 ， 

我 们 把 集合 取 作 | 
S= {1,2,..,n) 
这 个 集合 是 由 前 个 正 整 数组 成 的 。 因 此 这 给 出 S 的 元 素 的 一 个 自然 顺序 
1] 过 2 二 <n 

设 A 和 B 是 集合 (1，2，…，?} 的 两 个 > 子 集 。 如 果 在 并 集 AUB 中 但 不 在 交集 A 门 B 中 ( 即 
它 只 能 在 这 两 个 子 集中 的 一 个 ,不 能 同时 在 这 两 个 子 集 之 中 ) 的 最 小 整数 在 A 中 ， 我 们 就 说 在 
字典 序 中 和 A 先 于 B。 口 

例子 设 (1，2，3，4，5，6，7，8} 的 5 子 集 A 和 B 是 下 面 给 出 的 两 个 子 集 : 

A= {2,3,4,7,8}, B= {2,3,5,6,7} 

则 在 一 个 集合 但 不 同时 在 两 个 集合 的 最 小 元 素 是 4( 它 属于 A)。 因 此 ， 字 上 典 序 中 ，A 先 于 B。 口 

这 是 否 是 在 4. 3 节 意 义 下 及 通常 字典 意义 下 的 字典 序 呢 ? 我 们 把 S 的 元 素 看 成 是 字母 表 中 的 
字母 ， 其 中 1 是 这 个 字母 表 中 的 第 一 个 字母 ，2 是 这 个 字母 表 中 的 第 二 个 字母 ， 依 此 类 推 。 我们 
希望 把 7 子 集 看 成 这 个 字母 表 S 上 长 度 为 > 的 “单词 >”， 从 而 给 这 个 “单词 ”强加 一 个 字典 类 型 
的 顺序 。 但 是 ， 我 们 知道 ， 一 个 单词 中 的 字母 形成 一 个 有 序列 〈 例 如 ，zarz 不 同 于 trap)， 但 对 
于 子 集 来 说 ， 顺 序 则 是 无 关 紧 要 的 。 因 为 对 于 子 集 顺 序 无 关 紧 要 ， 因 此 我 们 约定 当 书 写 集合 
(1，2，*…，7} 的 子 集 时 ， 以 从 最 小 整数 到 最 大 整数 的 顺序 书写 其 中 的 整数 。 所 以 ， 我 们 约定 
S 二 {1，2,，…，n}) 的 r 子 集 要 书写 成 下 面 的 形式 

QisQ29'"yQr; 其 中 1 守 @j 过 4 之 < 之 4a, 声 n 
为 了 方便 起 见 ， 还 约定 把 ~ 子 集 写 成 下 面 没有 逗号 的 形式 
CIC2 Cr 

即 把 它 写 成 一 个 长 度 为 > 的 单词 。 在 建立 这 样 的 书写 子 集 的 约定 后 ， 就 可 以 把 一 个 子 集 看 成 一 个 
单词 。 但 要 注意 的 是 并 不 是 所 有 的 单词 都 是 合法 的 。 在 我 们 这 里 的 字典 中 ， 合 法 单词 仅 是 从 我 们 
的 字母 表 {1，2，…，n} 取出 r 个 字母 且 按 严格 的 递增 顺序 排列 的 那些 单词 (特别 是 ， 在 我 们 
的 单词 中 不 存在 重复 的 字母 )。 

例子 ” 回 到 前 面 的 例子 ， 此 时 用 我 们 建立 的 约定 ， 把 A，B 两 个 子 集 分 别 写作 A 二 23478 和 
B 二 23567。 我 们 看 到 ，A 和 B 的 前 两 个 字母 是 一 样 的 ， 在 第 三 个 字母 上 出 现 了 不 一 致 。 因 为 4 二 
5 在 我 们 的 字母 表 中 4 在 5 的 前 头 )， 所 以 在 字典 序 中 A 先 于 也 。 口 

例子 考虑 (1，2，3，4，5，6，7，8，9)} 的 5 子 集 的 字典 序 。 第 一 个 5 子 集 是 12345; 最 
后 一 个 5 子 集 是 56789。 在 我 们 的 字典 中 ，12389 的 直接 后 继 5 子 集 是 什么 呢 ? 在 123 开始 的 5 
子 集中 ，12389 是 最 后 的 一 个 。 而 在 以 12 开始 并 且 第 三 个 位 置 不 是 3 的 5 子 集中 ，12456 是 第 一 
个 。 因 此 12456 是 12389 的 直接 后 继 。 口 

下 面 扩展 这 个 例子 ， 并 确定 除了 我 们 字典 中 最 后 一 个 单词 之 外 的 所 有 单词 的 直接 后 继 。 

定理 4.4.1 设 aaz…a, 是 {1，2，…，7) 的 r 子 集 。 在 字典 序 中 ， 第 一 个 > 子 集 是 12…r。 
最 后 一 个 r 子 集 是 〈z 一 r 十 1) (一 r 十 2) …1。 假 设 四 az…q 天 (一 r 十 1) (n 一 r 十 2)…n。 设 上 
是 满足 a<n 且 使 得 ak 十 1 不 等 于 asi1，*…，a, 中 任 一 个 数 的 最 大 整数 。 那 么 ， 在 字典 序 中 ， 
cida…er 的 直接 后 继 r 子 集 是 

Qiwapilas tt D(a 2 (a+ rom 十 1) 

证 明 根据 字典 序 的 定义 ，12…r 是 在 字典 序 的 第 一 个 + 子 集 , 而 (xn 一 r 十 1) Gn 一 r 十 2) … 
n 是 最 后 一 个 r 子 集 。 现 在 ， 设 wa …a, 是 任意 一 个 > 子 集 ， 但 不 是 最 后 的 > 子 集 ， 确 定 出 定理 
中 指定 的 &。 于 是 

61620r 一 0 和 QQ 一 证 有 十 1 一 六 十 有 十 2) (72) 
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其 中 
4 十 1<2 一 > 十 & 十 1 
因此 ，aiaz*…a, 是 以 a…at-ias 开始 的 最 后 的 -~ 子 集 。 而 下 面 的 > 子 集 
Qa 1)C 二 2) (十 rr 一 k 十 1) 
是 以 aae id: tl1 开始 的 第 一 个 r 子 集 ， 从 而 是 QI1C2 Cr 的 直接 后 继 。 口 
从 定理 4.4.1 可 以 得 出 结论 : 下 列 算法 按 字典 序 生成 {1，2，…，n) 的 所 有 ~ 子 集 。 


按 字典 序 生成 11，2，…，n} 的 了 上 子 集 的 算法 


从 > 子 集 aiaz…a: 一 12…r 开 始 。 

当 aaz…a: 天 (Cn 一 r 十 1) (nn 一 7 十 2)…n 时， 执行 下 列 操作 : 

(1) 确定 最 大 的 整数 上 ， 使 得 ww 十 1<a 是 ai 十 1 不 是 a1，as，…，a, 中 的 一 个 ， 
(2) 用 > 子 集 





ad 十 1)(a 十 2)… 和 (十 r 一 有 十 1) 
替换 alaz*…a,。 
例子 “利用 上 面 的 算法 生成 S={1，2，3，4，5，6} 的 4 子 集 ， 得 到 下 列 结 果 (写成 三 
列 )。 
1234 1256 2345 
1235 1345 2346 
1236 1346 2356 
1245 1356 2456 
1246 1456 3456 口 
把 生成 集合 排列 的 算法 与 生成 n 元素 集合 的 r 子 集 的 算法 结合 起 来 ， 我 们 得 到 生成 ”元 素 集 
合 的 > 排列 的 算法 。 
例子 生成 {1，2，3,，4}) 的 3 排列。 首先 ， 我 们 按 字典 序 生成 3 子 集 : 123，124，134， 
234。 对 于 每 一 个 3 子 集 ， 表 生成 其 所 有 的 排列 : 
123 124 134 234 
132 142 143 243 
312 412 413 423 
321 421 431 432 
231 241 341 342 
312 214 314 324 口 
我 们 通过 确定 {1，2，…，n} 的 ~ 子 集 字 典 序 下 每 一 个 ~ 子 集 的 位 置 来 结束 本 节 的 内 容 。 
定理 4.4.2 (1，2，…，1H) 的 r 子 集 aiaz…ar 出 现在 (1，2，…，71H) 的 + 子 集 的 字典 序 
中 的 位 置 下 标 是 : 


(人 一 (人 一 (人 


rr 


证 明 首先 计算 出 现在 uas*…a, 后 面 的 r 子 集 的 数目 : 
(CD 在 aa.…a, 的 后 而 且 第 一 个 元 素 比 a 大 的 "于 集 数目 是 (”.”) 。 


r—1l 


(2) 在 CC2 Cr 的 后 面 且 第 一 个 元 素 是 w 但 是 第 二 个 元 素 大 于 az 的 r 子 集 数 目 是 (” 人“ ) , 
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《r 一 1) 在 aiaz…a: 的 后 面 且 以 a.…a, ;开始 但 其 第 (r 一 1) 个 元 素 比 a 1 大 的 r 子 集 数 日 是 


( ). 


2 
(7) 在 aas…a, 的 后 面 且 以 41…a, :开始 但 其 第 -个 元 素 大 于 a, 的 子 集 数目 是 (” 1” ) 。 


从 r+ 子 集 的 总 数 (”) 减 去 出 现在 a14…a, 后 面 的 ~ 子 集 个 数 ， 我 们 发 现 a14..…a, 的 位 置 正 是 
定理 所 给 出 的 位 置 。 
例子 在 {(1，2，3，4，5，6，7，8} 的 4 子 集 的 字典 序 之 下 ， 子 集 1258 处 于 什么 位 置 ? 
应 用 定理 4. 4. 2，1258 的 位 置 是 
3 0 
(>) (7)=12 





























4.5 偏 序 和 等 价 关系 


本 章 在 有 限 集合 的 排列 的 集合 、 子 集 以 及 > 子 集 上 定义 了 各 种 “自然 顺序 ”， 即 由 生成 
算法 所 确定 的 顺序 。 在 下 面 的 意义 之 下 这 些 顺 序 都 是 “全 序 ”: 存在 第 一 个 对 象 、 第 二 个 对 
象 、 第 三 个 对 象 直到 最 后 一 个 对 象 。 还 存在 一 种 称 为 偏 序 的 更 一 般 的 顺序 概念 ， 在 数学 中 偏 
序 的 概念 非常 重要 而 且 很 有 用 。 由 一 个 集合 包含 于 另 一 个 集合 以 及 一 个 整数 可 被 另 一 个 整数 
整除 所 定义 的 偏 序 可 能 是 大 家 最 熟悉 的 两 个 非 全 序 的 偏 序 。 它 们 在 这 样 的 意义 之 下 是 偏 序 : 
任意 给 定 两 个 集合 ， 无 需 一 个 是 另外 一 个 的 子 集 ， 任 意 给 定 两 个 整数 ， 无 需 一 个 整数 能 被 另 
一 个 整除 。 

为 了 给 出 偏 序 的 精确 定义 ,我们 需要 知道 在 数学 中 关系 是 什么 意思 。 设 六 是 一 个 集合 。XX 
上 的 关系 是 和 的 元 素 的 有 序 对 的 集合 XXX 的 子 集 R。 我 们 把 属于 RR 的 有 序 对 (a，6b) 写作 aRb 
(a 和 6 相关 ); 把 不 属于 民 的 有 序 对 (a，6) 写作 oRb (a 和 6 不 相关 )。 

例子 设 X= {1，2，3，4，5，6}。 用 alb 表示 a 是 5 的 一 个 约 数 〈 或 等 价 说 成 5 能 被 4 整 
除 )。 这 样 就 在 X 上 定义 了 一 个 偏 序 ， 例 如 ，216 而 315。 

现在 ， 考 虑 X 的 所 有 子 集 的 集合 P(X) 。 对 于 P(X) 中 的 A 和 B， 如 果 A 的 每 一 个 元 素 也 是 
B 的 元 素 ， 那 么 就 如 往常 一 样 写 成 ASB， 读 作 A 包 售 于 B。 这 定义 了 P(X) 上 的 一 个 关系 ， 例 
如 ，{1}) 守 代 ，3}, 而 {1, 2} 壬 {2，3})。 口 

下 面 是 集合 X 上 的 关系 民 可 能 具有 的 一 些 特性 : 

(1) 如 果 对 于 和 中 所 有 的 zx， 都 有 zxRz,， 则 尺 是 自 反 (reflexive) 的 。 

(2) 如 果 对 于 X 中 所 有 的 zx， 都 有 xz&z， 则 民 是 反 自 反 (irreflexive) 的 。 

(3) 如 果 对 于 X 中 所 有 的 zx 和 y， 只 要 zRy 就 有 3Rz， 则 民 是 对 称 〈symmetric) 的 。 

(4) 如 果 对 于 XX 中 所 有 满足 + 关 yy 的 x 和 y， 只 要 zRy， 就 有 及 z， 则 尺 是 反对 称 〈anti- 
symmetric) 的 。 等 价 地 ， 对 于 XX 中 所 有 的 x 和 y， 若 xRy 和 3yRz 同时 成 立 则 x 二 y， 则 R 是 反 
对 称 的 。 

(5〉 对 于 久 中 所 有 的 +，y 和 xz， 只 要 xzRy 且 yRz， 就 有 xzRz， 则 尺 是 传递 (transitive》 的 。 

例子 ”前面 例 子 所 用 到 的 子 集 关 系 己 和 可 整除 关系 | 是 自 反 且 传 递 的 。 子 集 关 系 也 是 反对 
称 的 ， 如 果 只 考虑 正 整 数 ， 则 整除 的 关系 也 是 反对 称 的 。 

如 果 A 的 每 一 个 元 素 也 是 B 的 元 素 且 A 关 B， 则 由 ACB 定义 了 真子 集 关系 己 ， 这 个 关系 是 
反 自 反 、 反 对 称 且 传递 的 。 数 集 上 的 小 于 或 等 于 关系 三 是 自 反 、 反 对 称 且 传递 的 ， 而 小 于 关系 二 
则 是 反 自 反 、 反 对 称 且 传递 的 。 口 
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集合 X 上 的 偏 序 是 一 个 自 反 、 反 对 称 且 传递 的 关系 。 集 合 X 上 的 严格 偏 序 是 一 个 反 自 反 、 
反对 称 且 传递 的 关系 。 因 此 , 握 、 委 和 | 均 是 偏 序 ， 而 CC 和 < 是 严格 偏 序 2 。 如 果 一 个 关系 尺 是 
一 个 偏 序 ， 则 通常 用 专 取 代 尺 来 表示 ; 由 当 且 仅 当 as 且 4 关 5 时 a<b 所 定义 的 关系 二 是 一 个 
严格 偏 序 。 反 过 来 ， 从 关上 严格 偏 序 二 出 发 ， 由 当 且 仪 当 a<b 或 4=b 时 a 二 6 定义 的 关系 和 是 
一 个 偏 序 。 

在 其 上 定义 了 偏 序 委 的 集合 X 有 时 也 叫做 偏 序 集 ， 记 作 〈X， 魏 )。 

如 果 尺 是 集合 XX 上 的 关系 ,那么 对 于 关中 的 x 和 yy， 若 zRy 或 者 yRz， 则 说 和 > 是 可 比 
的 ， 否 则 就 说 zx 和 yy 是 不 可 比 的 8 。 如 果 集 合 X 中 的 每 一 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 则 在 集合 X 上 的 
偏 序 R 是 全 序 。 数 集 上 标准 的 二 关 系 是 一 个 全 序 。 

如 果 XX 是 一 个 有 限 集 ， 而 我 们 以 某 种 线性 顺序 列 出 X 的 元 素 〈X 的 一 个 排列 ) wa ， 必 ，…， 
a,， 那 么 通过 ;和 7 定义 ai 魏 w (在 该 排列 中 假定 ww 先 于 a;〉 可 以 验证 我 们 得 到 集合 X 上 的 一 个 
全 序 。 现 在 证 明 X 上 的 每 一 个 全 序 都 可 用 这 种 方法 生成 。 

定理 4.5.1 设 关 是 有 nn 个 元 素 的 有 限 集 。 则 X 上 的 全 序 与 X 的 排列 之 间 存 在 一 一 对 应 。 
特别 地 ，X 上 不 同 全 序 的 个 数 是 n1。 

证 明 我们 对 nn 施 归纳 法 证 明 X 上 的 每 一 个 全 序 对 应 于 六 的 一 个 排列 a ，w ，…，w， 其 
中 w<o<…<aw。n 一 1 时 ， 结 论 显 然 成 立 。 令 xz>1。 首 先 ， 我 们 证 明生 存在 一 个 极 小 元 ; 
即 存在 一 个 元 素 w ， 如 果 有 pa ， 则 5 二 a，( 或 等 价 地 说 成 不 存在 满足 zx<ai 的 元 素 xz)。 设 a 
是 X 的 任意 一 个 元 素 。 如 果 a 不 是 极 小 元 ， 那 么 就 存在 一 个 元 素 5 使 得 56a。 如 果 5b 不 是 极 小 
元 ， 就 存在 一 个 元 素 c， 使 得 c< 从 而 c<b<a。 继 续 这 样 做 下 去 ， 并 利用 XX 是 有 限 集 的 事实 ， 
最 后 总 可 以 找到 极 小 元 a,。 假 设 XX 存在 一 个 元 素 x 关 a 使 得 ai 不 小 于 xz。 因为 我 们 有 一 个 全 
序 ， 就 必然 有 z<a ， 这 与 a 是 极 小 元 了 矛盾。 因此， 对 于 XX 中 所 有 不 等 于 a 的 + 都 有 a 二 x。 
将 归纳 法 应 用 到 X 的 不 同 于 al 的 xn 一 1 个 元 素 的 集合 ,得 到 结论 : 这 些 元 素 可 以 被 排序 成 a;， 
ap， au， 其 中 aas< <as。 因 此 , ww，a，…， 是 XX 的 元 素 的 一 个 排列 ， 且 a 一 
dasad,o 口 

作为 定理 4. 5. 1 的 一 个 结论 ， 有 限 的 全 序 集 通常 表示 成 w<a<…<a.， 或 简单 地 表示 成 排 
列 a)，az，*…，a, 的 形式 。 

偏 序 集 可 以 用 几何 方法 表示 。 为 了 叙述 这 种 几何 表示 方法 ， 我 们 需要 定义 偏 序 集 (X， 委 ) 
的 覆盖 关系 。 设 a 和 4 是 X 中 的 元 素 。 如 果 a<b 并 且 没有 元 素 c 能 够 夹 在 a 和 5 之 间 ， 那 么 称 a 
被 5 覆盖 (也 说 成 5 覆盖 a)， 记 为 a<b; 就 是 说 ， 不 存在 元 素 xz， 使 得 c<<z 和 x<b 同 时 成 立 。 
如 果 式 是 一 个 有 限 集 ， 则 由 传递 性 可 知 ， 偏 序 委 是 由 它 的 覆盖 关系 唯一 确定 的 。 因 此 ， 履 盖 关 
系 是 描述 偏 序 的 有 效 方法 。 根 据 定理 4.5.1 可知， 如果 (X, 委 ) 是 全 序 集 ， 则 X 的 元 素 可 以 列 
成 xi， 2 9 Tn? 使 得 TI< LT2< To 正 是 由 于 这 种 原因 ， 全 序 集 也 叫做 线性 有 序 集 。 

有 限 偏 序 集 (X,， 委 ) 的 图 (有 时 称 为 Hasse 图 ) 可 以 按 如 下 方式 得 到 : 给 X 的 每 一 个 元 素 
取 平 面 上 的 一 个 点 ， 如 果 有 zx<.y， 则 把 zx 的 点 放 在 > 的 点 的 下 面 ， 且 x 和 y 可 以 用 一 条 线段 连 
接 起 来 当 且 仅 当 z 被 y 覆盖 (我 们 把 x 放 在 y 的 下 面 只 表示 Xx 被 y 覆盖 )。 

例子 5 个 元 素 的 全 序 集 可 以 用 图 来 表示 ， 如 图 4-6 所 示 ， 这 个 图 是 由 5 个 垂直 点 和 4 条 垂 








直线 段 连 接 组 成 。 口 
全 ”整除 但 不 相等 的 关系 也 是 严格 偏 序 。 
已 ”重要 的 是 要 知道 ab 并 不 意味 着 a 和 6 是 数 且 a 不 比 b 大 。 此 时 符号 “和 ”是 表示 偏 序 的 抽象 符号 。 
因 ”把 这 句 话 “x 和 y 是 不 可 比 的 ”考虑 成 “你 不 能 把 苹果 与 柳 子 比较 ”的 抽象 说 法 ， 所 以 苹果 与 检 子 不 可 比 。 
加 这 就 是 为 什么 我 们 要 特别 留意 区 分 偏 序 的 抽象 符号 “和 ”和 数 上 的 普通 关系 “ 委 ” 之 间 的 不 同 ， 后 者 是 一 种 全 


序 ， 对 任意 两 个 数 vc 和 5b 是 可 比 的 《要 么 是 cs 要 么 是 6 安 c)， 但 是 这 种 性 质 对 于 一 般 偏 序 不 成 立 。 
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例子 集合 {1，2，3} 的 子 集 的 偏 序 集 是 由 包含 关系 定义 偏 序 ， 它 可 以 表示 成 如 图 4-7 所 


[15 示 的 图 ， 其 中 子 集 “ 坐 ”在 立方 体 的 角 上 。 口 
例子 由 “是 … 的 因子 ”确定 的 前 8 个 整数 的 集合 的 偏 序 由 如 图 4-8 所 示 的 图 表示 。 口 
{1.23) 8 


116 





IC es 49 6 
下 2 3 
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(hh 
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图 4-6 图 4-7 图 4-8 

设 委 ， 和 科 : 是 同一 个 集合 X 上 的 两 个 偏 序 。 于 是 ， 只 要 o 委 ,成立 则 < 委 :2 也 成 立时 偏 序 集 
(X， 委 :) 是 偏 序 集 (X， 委 ,) 的 扩展 (extension)。 特 别 地 ， 偏 序 集 的 扩展 有 更 多 的 可 比 对 。 
我 们 要 证 明 每 一 个 有 限 偏 序 集 (X， 委 ) 一 定 有 线性 扩展 ; 即 有 一 个 扩展 是 线性 有 序 集 。 这 表明 
可 以 用 线性 顺序 列 出 X 的 元 素 xz;1，x:，…，x,， 使 得 当 x 过 zx) 时 ，z 就 列 在 z 前 面 ; 也 就 是 
说 ， 如 果 去 近 六 ， 则 ;< (这 里 ;< 7 表明 i 小 于 让。 

定理 4.5.2 设 (X,， 委 ) 是 有 限 偏 序 集 。 则 (X， 委 ) 有 线性 扩展 。 

证 上 明 有 一 个 非常 简单 的 算法 能 够 以 线性 顺序 列 出 X 的 元 素 zx1，xzz，…，x,， 从 而 得 到 
(， 委 ) 的 一 个 线性 扩展 。 


求 偏 序 集 线 性 扩展 的 算法 


(1) 选 出 关中 (关于 偏 序 专 的 ) 一 个 极 小 元 x 。 

(2) 从 和 中 删除 =， ， 并 从 剩 下 的 n 一 1 个 元 素 中 选择 一 个 极 小 元 x;。 
(3) 再 从 X 中 删除 xz。， 并 从 剩 下 的 n 一 2 个 元 素 中 选择 一 个 极 小 元 zx。 
(4) 再 从 X 中 删除 zx; ， 并 从 剩 下 的 x 一 3 个 元 素 中 选择 一 个 极 小 元 x 。 


(n) 从 关中 删除 xz,-!， 恰 好 留 下 一 个 元 素 xz, 。 

下 面 利 用 反 证 法 证 明 x;，z:，…，x, 是 (X，) 的 一 个 线性 扩展 。 假 设 存在 x; 和 zx;， 使 
得 zz 但 ;过 i。 那么 ,在 上 面 的 步骤 (7;) 中 ， 当 我 们 在 剩 下 的 元 素 中 选择 x, 时 ，xz; 就 在 剩余 
的 元 素 当 中 ， 而 又 因为 x; 二 x;， 这 样 x) 就 不 是 算法 所 求 的 极 小 元 。 因 此 ，xi:，zs，…，x, 是 
(z， 魏 ) 的 一 个 线性 扩展 。 口 

例子 设 X=(1，2，…，7z} 是 前 ”个 正 整数 的 集合 ， 考 虑 偏 序 集 (X，| )， 其 中 ，| 和 前 
面 一 样 意 指 “是 … 的 因子 ”。 若 站 7 ， 则 i 小 于 7， 这 就 推出 1，2，…, nn 是 (X， 三 ) 的 一 个 线 
性 扩展 。 口 

例子 设 XX 是 nn 个 元 素 的 集合 ， 考 虑 由 包含 关系 所 形成 的 的 所 有 子 集 构成 的 偏 序 集 
(P(X)， 导 )。 因 为 ACB 意味 着 |A | 二 |1B|， 因 此 可 知 ， 如 果 我 们 从 空 集合 开始 ， 以 某 种 硕 序 
列 出 所 有 一 个 元 素 的 子 集 ， 然 后 再 以 某 种 顺序 列 出 两 个 元 素 的 子 集 ， 三 个 元 素 的 子 集 ， 等 等 ， 那 
么 就 可 以 得 到 (P(X)， 导 ) 的 一 个 线性 扩展 。 例 如 ， 如 果 = 一 3 且 X=(1，2，3})， 则 

好， 人 11)，{(2)，(3)，{(1，2)，{(1，3)，(2，3}，{(1，2，3) 

是 (P(X)， 己 ) 的 一 个 线性 扩展 。 口 

我 们 将 在 第 5 章 继续 讨论 偏 序 集 。 

现在 ,我 们 定义 另 一 类 特殊 的 关系 。 设 X 是 集合 。 如 果 X 上 的 关系 民 是 自 反 、 对 称 且 传递 
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的 ， 则 尺 是 一 个 等 价 关 系 〈 因 此 ， 等 价 关 系 和 偏 序 的 区 别 仅 仅 在 于 等 价 关系 是 对 称 的 ， 而 偏 序 
是 反对 称 的 ) 。 等 价 关 系 通常 用 “一 ”表示 。 如 果 a 一 56， 就 说 a 等 价 于 9。 正如 偏 序 可 以 看 成 数 
的 通常 顺序 “和 ”的 扩展 一 样 ， 等 价 关 系 可 以 看 成 是 数 的 相等 关系 “一 ” 的 扩展 。 现 在 我 们 证 
明 ,，X 上 的 等 价 关系 自然 地 对 应 于 把 X 分 成 若干 非 空 集合 的 划分 。 

设 一 是 集合 X 上 的 等 价 关 系 。 对 于 X 中 的 每 一 个 a，a 的 等 价 类 是 X 中 所 有 与 a 等 价 的 元 素 
组 成 的 集合 

[a] = {x:x ~ a} 

因为 a~a， 故 a 的 等 价 类 包含 a， 从 而 是 非 空 的 。 

例子 设 X 是 人 的 集合 ,在 X 上 定义 一 个 关系 尺 ， 只 要 < 和 年 龄 相同 ， 则 aRb5。 于 是 容易 
验证 尺 是 X 上 的 一 个 等 价 关 系 。 人 a 的 等 价 类 是 和 的 一 个 子 集 ， 它 是 由 所 有 与 a 年 龄 相同 的 人 
组 成 的 。 可 以 发 现 有 同一 个 人 的 两 个 等 价 类 实际 上 是 相同 的 ， 因此 ， 不 同 的 等 价 类 划分 了 X。 下 
面 的 定理 将 证 实 这 一 现象 对 于 所 有 的 等 价 关 系 都 成 立 。 口 

定理 4.5.3 设 一 是 集合 X 上 的 等 价 关 系 。 于 是 ， 不 同 的 等 价 类 把 和 划分 成 若干 非 空 的 部 
分 。 反 之 ， 对 于 任意 把 夸 分 割 成 非 空 部 分 的 划分 ， 存 在 和 上 的 等 价 关 系 ， 它 的 等 价 类 就 是 这 个 
划分 的 部 分 。 

证 明 首先 设 一 是 集合 X 上 的 等 价 关 系 。 我 们 需要 证 明 不 同 的 等 价 类 是 两 两 不 相交 的 ， 而 
且 它 们 的 并 集 等 于 X。 每 个 等 价 类 是 非 空 的 ， 而 美的 每 个 元 素 包 含 在 一 个 等 价 类 中 〈a 的 等 价 类 
包含 ae)。 剩 下 只 需 证 明 不 同 的 等 价 类 是 两 两 不 相交 的 ， 或 者 等 价 说 就 是 ， 如 果 两 个 等 价 类 有 非 
空 的 交 ， 那 么 它们 就 是 两 个 相等 的 集合 。 设 Lal 门 [5j 关 名 ， 并 设 c< 是 [a] 和 [5] 的 一 个 公共 
元 素 。 则 c~a( 从 而 a~c) 和 c 一 5 从 而 6 一 c)。 设 工 含 于 La]j。 于 是 z 一 a。 由 于 ac 以 及 c 一 局 
由 传递 性 得 出 < 一 2， 于 是 zx 一 2， 并 因此 z 含 于 [5j。 可 得 Laj]SLib]。 用 类 似 的 方法 我 们 得 到 
[人 ELo， 从 而 [aj 二 [6]。 

反之 ， 设 A!，A,，…，A, 是 把 X 划分 成 非 空 集合 的 划分 。 对 于 和 中 的 z 和 y， 定 义 ~y 
当 且 仅 当 z 和 y 在 该 划分 的 同一 部 分 中 。 于 是 ， 通 过 直接 验证 可 知 一 是 X 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 
其 不 同 的 等 价 类 就 是 A, ，A, ，…，A4A，( 见 练习 题 44) 。 口 

例子 考虑 1，2，…， 于 的 2! 个 排列 的 集合 。 在 这 个 集合 上 这 样 定义 一 个 关系 ， 两 个 排列 
有 关系 io…isRi1ja…j, 只 要 存在 某 个 整数 满足 jj2o…j 一 i…isiiio…i-1。 这 定义 了 一 个 等 价 
关系 (请 验证 !)， 其 中 这 个 等 价 类 的 集合 与 1，2，…，n 的 循环 排列 集合 之 间 一 一 对 应 。 口 


4.6 练习 题 


. 在 使 用 4. 1 节 给 出 的 算法 之 后 ，{1，2，3，4，5} 的 哪个 排列 紧 随 31524 之 后 ?哪个 排列 先 于 31524? 
2. 确定 


— 


和 


中 的 可 移动 整数 。 


> 


. 证 明 4. 1 节 直 接生 成 {1，2，…，n} 的 排列 的 算法 中 ，1 和 2 的 方向 从 不 变化 。 

. 设 记 2…is 是 位 ，2，…，n} 的 排列 ， 且 它 的 闭 序 列 是 各， 锯 ，…， 久 ， 并 设 & 一 名 十 各 十 … 十 各。 用 归 
纳 法 证 明 我 们 不 能 通过 少 于 次 连续 交换 相 邻 两 项 而 把 局 io…i 变 为 12…n。 

6. 确定 (1，2，…，8} 的 下 列 排列 的 逆序 列 。 

(a) 35168274 


on 
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10. 
11. 


12. 


13. 
14. 
15. 


24. 
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(b) 83476215 


.构造 {1，2，…，8) 的 排列 ， 其 逆序 列 是 


(a) 2, 5, 5, 0, 2, 1, 1, 0 
(b) 6, 6, 1, 4, 2, 1, 0, 0 


，{1，2，3，4，5，6} 有 多 少 个 排列 ? 


(a) 正好 有 15 个 逆序 。 
(b) 正好 有 14 个 逆序 。 
(c) 正好 有 13 个 道 序 。 


. 证 明 : {1]，2,，…，n} 的 排列 的 最 大 逆序 个 数 等 于 n(n 一 1)/2。 确 定 拥有 n(n 一 1)/2 个 逆序 的 唯一 的 排 


列 。 再 确定 所 有 那些 拥有 n(n 一 1)/2 一 1 个 逆序 的 排列 。 

通过 连续 交换 相 邻 两 个 数 把 排列 256143 和 436251 变 成 123456 。 

设 S={zr，z，…，zl，zo)}。 确 定 对 应 于 S 的 下 列子 集 的 0 和 1 的 8 元 组 : 

(a) {xs, X14, ra} 

(b) (x1, X35, Ta3, Xr1} 

(c) {ze} 

设 5S 二 {xrz，xe，*……，X1，xo}。 确 定 S 对 应 于 下 列 8 元 组 的 子 集 : 

(a) 00011011 

(b) 01010101 

《c) 00001111 

利用 二 进 制 算术 生成 算法 生成 0 和 1 的 5 元 组 并 用 集合 {zt，x;，xz，X1，x0o) 的 子 集 表示 之 。 
对 0 和 1 的 6 元 组 重 做 练习 题 13。 

对 于 {xi，xs，*…，X1，xo) 的 下 列 每 一 个 子 集 ， 利 用 二 进 制 算术 生成 算法 分 别 确定 它 的 直接 后 继 
子 集 ， 

(a) {za, Xi, Xo} 

(b) {xr, xs, Xs} 

(Cc) {zr, Zs, T4, Ts, Xe, XI, Xo} 


{d) {xo} 


. 对 于 上 题 的 子 集 (a)、(b)、(c)、(d) 中 的 每 一 个 子 集 ， 利 用 二 进 制 算术 生成 算法 确定 它 的 直接 前 趋 


子 集 。 


. 使 用 二 进 制 算术 生成 算法 时 ，{x;，xs，…，z!，xo) 的 哪个 子 集 是 S 的 子 集 列表 中 的 第 150 个 子 集 ? 


第 200 个 子 集 ? 第 250 个 子 集 ?( 同 4. 3 节 一 样 ， 表 中 的 这 些 位 置 是 从 0 开始 计数 的 。) 


. 建立 4 方 体 〈 的 顶点 和 边 ) ， 并 指出 其 上 的 反射 Gray 码 。 
. 举 出 一 个 3 阶 非 循环 Gray 码 的 例子 。 
, 举 出 一 个 3 阶 循环 Gray 码 但 却 不 是 反射 Gray 码 的 例子 。 
. 通过 下 列 方法 构造 5 阶 反 射 Gray 码 。 


(a) 使 用 递归 定义 。 
(b) 使 用 Gray 码 算法 。 


. 确定 6 阶 反射 Gray 码 。 
. 确定 下 列 9 阶 反 射 Gray 码 中 9 元 组 的 直接 后 继 。 


(a) 010100110 
(b) 110001100 
Ce) 111111111 
确定 练习 题 23 中 的 每 一 个 9 元 组 在 9 阶 反 射 Gray 码 中 的 直接 前 趋 。 


”25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
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严格 地 说 ，n 阶 反射 Gray 码 应 该 叫做 二 进 制 反射 Gray 码 ， 这 是 因为 它 是 0，1 的 n 元 组 的 列表 。 它 可 
以 扩展 到 任意 进 制 系统 ， 特 别 是 三 进 制 系统 和 十 进 制 系统 。 于 是 ，n 阶 十 进 制 反 射 Gray 码 是 所 有 的 
位 十 进 制 数 的 一 个 列表 ， 表 中 连续 两 个 数 仅 有 一 个 位 置 不 同 ， 且 它们 的 差 的 绝对 值 是 1。 确定 1 阶 和 2 
阶 十 进 制 反 射 Gray 码 〈 注 意 ， 我 们 尚未 精确 地 说 十 进 制 反射 Gray 码 是 什么 。 此 问题 的 一 部 分 就 是 去 
发 现 它 是 什么 )。 再 确定 1 阶 、2 阶 和 3 阶 三 进 制 反射 Gray 码 。 

使 用 4.4 节 中 所 描述 的 算法 ， 以 字典 序 生 成 {1，2，3，4，5) 的 2 子 集 。 

使 用 4.4 节 中 所 描述 的 算法 ， 以 字典 序 生成 (1，2，3，4，5，6} 的 3 子 集 。 

在 字典 序 之 下 ， 确 定 {1，2,…，10) 的 直接 跟 在 2，3，4，6，9，10 之 后 的 6 子 集 。 再 确定 直接 位 于 
2，3，4，6，9，10 之 前 的 6 子 集 。 : 

在 字典 序 之 下 ， 确定 {1，2，…，15} 的 直接 跟 在 1，2，4，6，8，14，15 之 后 的 7 子 集 。 直 接 位 于 
1，2，4，6，8，14，15 之 前 的 是 哪个 7 子 集 ? 

以 字典 序 生成 {1，2，3) 的 各 排列 的 逆序 列 ， 并 写 出 对 应 的 排列 。 对 {1，2，3，4} 的 排列 的 逆序 列 
重 做 本 题 。 

生成 (1，2，3，4，5)} 的 3 排列 。 

生成 {1，2，3，4，5，6) 的 4 排列 。 

子 集 2489 出 现在 {1，2，3，4，5，6，7，8，9} 的 4 子 集 的 字典 序 的 哪个 位 置 上 ? 

考虑 {1，2，…，n) 在 字典 序 中 的 r 子 集 。 

(a) 前 一 r 十 1) 个 7 子 集 是 什么 ? 

Cb) 最 后 的 (vr 十 1 个 r+ 子 集 是 什么 ? 

{]，2,，…，n}) 的 r 子 集 A 的 补 集 和 A 是 (1，2，…，?) 的 (nm 一 r) 子 集 ， 它 由 所 有 不 属于 A 的 元 素 组 


成 。 设 M=(”) 是 11，2，…， 可 的 + 子 集 的 个 数 ， 同 时 也 是 一 r) 子 集 的 个 数 。 证 明 ， 如 果 


Ai ,Az ,As 四 
是 字典 序 中 的 ~ 子 集 ， 那 么 





AAA Ai 
是 字典 序 中 的 (n 一 r) 子 集 。 
设 生 是” 元素 集合 。 在 X 上 有 多 少 不 同 的 关系 ? 这 些 关 系 中 有 多 少 是 自 反 的 ? 对 称 的 ? 反对 称 的 ? 自 
反 且 对 称 的 ? 自 反 且 反 对 称 的 ? 
令 R' 和 尺 是 XX 上 的 两 个 偏 序 。 定 义 X 上 一 个 新 的 关系 只 : zRy 当 且 仅 当 xzR > 和 xR"y 同时 成 立 。 证 
明 : R 也 是 X 上 的 偏 序 〈R 称 为 是 R' 和 R" 的 交 )。 
设 (2 ， 委 ,) 和 (X ， 委 :) 是 两 个 偏 序 集 。 在 集合 

XI XXX 一 {((zyz):zr EXr EX?} 
上 定义 关系 
(zi )TOzriyzr2) 当 且 仅 当 z 二 zl 且 入 :zl 

证 明 ， (XI XX:，T) 是 偏 序 集 。 (Xi XXz，T) 叫做 (X， 委 !) 和 (2 ， 委 :) 的 直 积 并 记 作 
(Xi ， 委 ,) X (X。， 太 2)。 更 一 般 地 ,证 明 偏 序 集 的 直 积 (X,，1) X (Xe ， 安 2) XX (Xn 二, ) 
也 是 偏 序 集 。 
设 J， 二) 为 偏 序 集 ， 且 J 二 {0，1}，0 二 1。 通 过 用 0，1 的 n 元 组 表示 7 个 元 素 的 集合 X 的 子 集 ， 
证 明 偏 序 集 (X， 守 ) 能 够 用 nn 重 直 积 (J ， 委 )X(J， 委 )X…X(J ， 委 ) (2 个 因子 ) 表示 。 
将 练习 题 39 扩展 到 多 重 集合 X= (ma。w ，na，az，"…，nm。 am】 的 所 有 组 合 的 多 重 集合 的 情形 (本 
练习 的 部 分 工作 就 是 要 确定 这 些 多 重 集合 上 的 “自然 的 ” 偏 序 ) 。 
证 明 有 限 集 上 的 偏 序 由 它 的 覆盖 关系 唯一 确定 。 
描述 集合 X 的 所 有 子 集 的 集合 P(X) 上 的 偏 序 导 的 覆盖 关系 。 
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设 X= (eae，5，c，d，e， 几 ， 且 将 和 上 的 关系 民 定义 为 aRb，bRc，cRd，aRe，eRf，fRd。 验 证 R 是 

一 个 偏 序 集 上 的 覆盖 关系 ， 并 确定 这 个 偏 序 集 的 所 有 线性 扩展 。 

设 Al，As。，…，A, 是 集合 X 上 的 一 个 划分 。 定 义 关上 的 关系 尺 ，zxRy 当 且 仅 当 z 和 yy 均 属于 划分 的 

同一 部 分 。 证明 R 是 等 价 关 系 。 

定义 所 有 整数 的 集合 Z 上 的 关系 RR: aRb 当 且 仅 当 ac 一 士 5。 尺 是 Z 上 的 等 价 关系 吗 ? 如 果 是 等 价 关 系 ， 

那么 等 价 类 是 什么 ? 

设 刀 是 正 整 数 并 定义 所 有 非 负 整数 的 集合 X 上 的 关系 尺 :， aRb 当 且 仅 当 a 和 6 除 以 有 相同 的 余数 。 

证 明 尺 是 X 上 的 等 价 关 系 。 这 个 等 价 关 系 有 多 少 不 同 的 等 价 类 ? 

设 开 , 表示 把 集合 {1，2，…，n} 分 割 成 非 空 集 合 的 所 有 划分 的 集合 。 给 定 下 中 的 两 个 划分 * 和 c， 

如 果 r 的 每 一 部 分 都 包含 在 c 的 某 个 部 分 中 ， 则 定义 rc。 因此 ， 划 分 x 可 以 通过 划分 a 的 部 分 而 得 

到 。 这 种 关系 通常 表述 为 «是 o 的 一 个 加 细 。 

(a) 证 明 这 个 加 细 关 系 是 II, 上 的 偏 序 。 

(b) 根据 定理 4. 5.3，、 我 们 知道 在 二 与 (1，2,，…，n) 上 的 所 有 等 价 关系 的 集合 A, 之 间 存 在 一 一 对 
应 。 对 应 于 也 上 的 这 个 偏 序 ，A, 上 的 偏 序 是 什么 呢 ? 

(c) 对 于 上 一 1，2，3 和 4， 构造 (I, ， 记 的 图 (diagram)。 

考虑 由 “是 … 的 一 个 因子 ”所 给 的 正 整 数 集合 X 上 的 偏 序 委 。 设 a 和 6 是 两 个 整数 。 设 c 是 使 得 c 委 a 

且 c 委 2 的 最 大 整数 ， 并 设 d 是 使 得 < 委 Cd 和 bd 的 最 小 整数 。c 和 d 是 什么 ? 

证 明 : 集合 X 上 的 两 个 等 价 关 系 尺 和 35 的 交 R 门 S 也 是 X 上 的 等 价 关系 。X 上 的 两 个 等 价 关 系 的 并 总 

是 等 价 关 系 吗 ? 

考虑 三 元 素 集合 XX 一 {4，6，c) 的 子 集 组 成 的 偏 序 集 (X， 导 )。 它 存在 多 少 线性 扩展 ? 

设 n 是 正 整数 ， 并 设 X, 是 {1，2，…， nn) 的 n! 个 排列 的 集合 。 令 x 和 o 是 X, 中 的 两 个 排列 ， 如 果 

7 的 逆序 列 的 集合 是 o 的 逆序 列 的 集合 的 子 集 ， 则 定义 <c。 验 证 这 个 定义 是 X, 上 的 偏 序 ， 我 们 称 之 

为 逆序 列 偏 序 集 (inversion poset)。 描 述 该 偏 序 的 覆盖 关系 ， 然 后 画 出 逆序 列 偏 序 集 〈 五 :， 委 ) 的 图 。 

验证 二 进 制 元 组 a, 1…aiao 位 于 Gray 码 序 表 的 位 置 E 上 ， 其 中 & 是 如 下 确定 的 : 对 ;一 0，1，…， 

?一 ]， 设 





= 0 若 ari 十 … 十 a; 是 偶数 
' 1 若 ar 2 ai 是 奇数 











则 
k=bi X21 十 十 Bb X22 十 bo X20 
因此 ，aw4*…aiao 在 二 进 制 Gray 码 列表 的 位 置 与 -1…bb 在 二 进 制 n 元 组 的 字典 序 表 中 的 位 置 相同 。 
参考 练习 题 52， 证 明 : 可 以 通过 1 二 1 从 如 -1… 抑 恢复 a_1…alao， 且 对 于 ;一 0， 1，…，72 一 1， 有 
10 车 刀 十 bit! 是 偶数 

“1 著 乌 十 bi 是 奇数 
设 (X, 委 ) 为 有 限 偏 序 集 。 根 据 定理 4. 5. 2 可 知 ，(X， 委 ) 有 一 个 线性 扩展 。 设 a 和 4 为 X 的 不 可 
比 元 素 。 修 正定 理 4. 5. 2 的 证 明 得 到 〈(X， 委 ) 的 线性 扩展 ， 使 得 a<5。 (提示 : 首先 找 出 苇 上 的 偏 
序 委 '， 使 得 只 要 zx<y 就 有 z 生 > 和 a 委 .0。) 
利用 练习 题 54 证 明 : 有 限 偏 序 集 是 它 的 所 有 线性 扩展 的 交 ( 见 练习 题 37) 。 
有 限 偏 序 集 (X， 委 ) 的 维 数 是 交 为 〈X， 委 ) 的 线性 扩展 的 最 小 个 数 。 根 据 练习 题 55 ， 每 个 偏 序 集 都 
有 一 个 维 数 。 维 数 为 1 的 有 限 偏 序 集 是 线性 顺序 。 令 2 是 一 个 正 整 数 ， 并 设 nm ，ia，…，ai 是 
{1，2，…,9)} 的 不 同 于 1，2，…，, 7 的 排列 c。 设 X 一 {(1，5)，(2，ia)，…，(2， mm))}。 现 在 如 下 定 
义 壬 上 的 关系 尺 : (A, i) R (Lii) 当 且 仅 当 < (通常 的 整数 不 等 式 ) 和 关 魏 (还 是 通常 的 不 等 
式 ); 也 就 是 说 ，(i，i) 不 是 o 的 道 序 。 因 此 ， 例如， 如 果 n 王 3 且 o 二 2，3，1， 那么 X 一 {(1，2)， 
(2，3),，(3, 1)} 且 (1，2)R(2，3), 但 是 (1，2) 及 (3，1)。 证明， 如果，is，'…， 不 同 于 恒 等 
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排列 1，2,，…，n， 那 么 R 是 X 上 的 偏 序 并 且 偏 序 集 (X，R) 的 维 数 是 2。 

57. 考虑 满足 下 面条 件 的 1，2，…，? 的 所 有 排列 za…z 的 集合 : 对 于 kt 一 1，2，…，?m， 站 天 上 。 (这样 的 
排列 称 为 错位 排列 ， 我 们 将 在 第 6 章 讨论 错位 排列 .》 描述 一 个 可 以 随机 生成 一 个 错位 排列 的 算法 〈 修 
改 4.1 节 给 出 的 随机 生成 一 个 排列 的 算法 )。 

58. 考虑 第 2 章 定义 的 完全 图 K, ， 在 完全 图 中 它 的 每 一 条 边 或 者 被 着 成 红色 或 者 被 着 成 蓝 色 。 在 K, 的 nn 
个 顶点 上 如 下 定义 一 个 关系 :两 个 顶点 相关 只 要 连接 它们 的 边 是 红色 。 确 定 在 什么 时 候 这 个 关系 是 等 
价 关 系 ， 进 而 ， 当 它 是 等 价 关系 时 ， 确 定 其 等 价 类 。 

59. 设 nn 之 2 为 整数 。 证 明 1，2,，*…，n 的 所 有 n! 个 排列 的 反 序 总 数 等 于 


Tmt(") = nb 


(提示 : 把 这 些 排 列 配对 使 得 每 一 对 中 反 序 的 个 数 等 于 n(n 一 1) /2。) 
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二 项 式 系数 





(4 ) 计数 元 素 集合 的 & 子 集 的 个 数 。 它 们 有 很 多 迷人 的 性 质 并 满足 许多 有 趣 的 等 式 。 由 于 


它们 出 现在 二 项 式 定 理 中 〈 见 5. 2 节 )， 因 此 也 称 之 为 二 项 式 系 数 。 在 理论 计算 机 科学 的 算法 分 
析 中 产生 了 诸多 公式 ， 二 项 式 系数 频繁 出 现在 这 些 公 式 之 中 ， 因 此 熟练 掌握 它们 非常 重要 。 本 章 
讨论 它们 的 一 些 初等 性 质 和 等 式 。 证 明 Sperner 的 一 个 有 用 的 定理 ， 然 后 继续 研究 偏 序 集 并 证 明 
Dilworth 的 一 个 重要 定理 。 


5.1 帕斯卡 三 角形 
在 2. 3 节 ， 我 们 已 经 对 所 有 的 非 负 整 数 和 定义 了 二 项 式 系数 (%)。 回 想 一 下 ， 如 果 人 > 


n， 则 (2?) 二 0， 对 所 有 的 a，(0) 二 1。 如 果 是 一 个 正 整 数 ， 且 1<k<n， 则 


(”) nl n(n 1)'…(n—k 二 1) 
k kl(n—&£)! kl(k— 1).1 


在 2.3 节 ， 我 们 已 注意 到 





(5.1) 


(= 
对 于 所 有 满足 0<k<n 的 整数 A 和 ww 上面 的 关系 式 成 立 。 我 们 还 导出 了 帕斯卡 公式 ， 它 说 的 是 
(0) = ("Ee ) ti) 
利用 帕斯卡 公式 和 初始 信息 
(9) = 1 及 (人 一 1 (>0) 
我 们 可 以 不 借助 公式 〈5. 1) 而 得 到 这 些 二 项 式 系数 。 当 用 这 样 的 方法 计算 二 项 式 系数 时 ， 计 算 












































结果 通常 用 所 谓 的 帕斯卡 三 角形 〈Fascal s triangle) 的 无 [aeToTiT2T3T4TSTETTSTT 

穷 数 组 展示 出 来 。 图 5-1 展示 了 这 个 数组 ，1653 年 它 出 现 |。 |， 

在 帕斯卡 的 著作 Traité du triangle arithmétique 〈 论 算术 三 | 1 1 |1 

角形 ) 之 中 。 3 113 |， 

在 这 个 三 角形 中 ， 除 了 出 现在 分 界线 上 等 于 1 的 项 之 |4 14 4s 

外 ,其 余 各 项 都 是 对 上 一 行 的 两 项 求 和 得 到 的 : 直接 上 方 |$ 194215) 

的 项 加 上 其 直接 左 邻 项 。 这 符合 帕斯卡 公式 。 例 如 , 在 |8 |1|828156|70|56 28 8|1 

?一 8 这 一 行 上 ， 我 们 有 下 证 全 二 攻 尖 攻 二 本 光 攻 
8 7 7 - 二 角形 
(3)=56=35+21= (,)+(;) 图 5-1 帕斯卡 三 角形 


通过 对 帕斯卡 三 角形 深入 仔细 的 研究 ， 我 们 发 现 了 包括 二 项 式 系 数 在 内 的 很 多 关系 。 在 这 
个 三 角形 中 我 们 注意 到 下 面 的 对 称 关系 : 
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(7) = (,",) 
另外 ， 定 理 3. 3. 2 中 的 恒等式 
(9) 十 (一 ) 十 …… 十 (人 一 入 IT28 


是 把 帕斯卡 三 角形 中 各 行 的 数 相 加 而 得 到 的 。 在 第 《一 1 列 上 ，( 3) 一 ”是 计数 数 。 而 在 第 《一 2 


列 上 的 数 ( > ) 二 n(n 一 1)/2 就 是 所 谓 的 三 角形 数 ， 这 个 数 等 于 图 5-2 所 示 的 由 点 组 成 的 三 角形 数 
组 中 点 的 个 数 。 
在 第 k=3 列 上 , 数 () 二 n(n 一 1) (n 一 2)/31 就 是 所 谓 的 四 面体 数 ， 它 们 等 于 由 点 组 成 的 


四 面体 数组 中 点 的 个 数 (想象 堆 起 来 的 炮弹 )。 现 在 ,我 们 尝试 着 仔细 研究 帕斯卡 三 角形 以 得 到 
包含 二 项 式 系 数 的 其 他 关系 式 。 | 

对 帕斯卡 三 角形 的 各 项 还 有 另 一 种 解释 。 设 n 是 非 负 整数 ， 而 是 满足 0 委 & 委 ”的 整数 。 
定义 





pln,k) 
为 从 左上 角 的 项 即 项 (0) 一 1) 到 项 (”) 的 路 径 的 数目 ， 其 中 在 每 一 条 路 径 上 ， 我 们 从 一 项 移 


动 到 下 一 行 上 这 一 项 的 直接 下 方 的 项 或 者 它 的 直接 右 方 的 项 上 。 图 5-3 给 出 在 这 条 路 径 上 从 一 项 
到 下 一 项 所 允许 的 两 种 类 型 的 移动 。 





图 5-2 图 5-3 
我 们 定义 p(0，0) 等 于 1， 而 对 于 每 一 个 非 负 整数 nw， 都 有 
p(nm,0) 一 1 (必须 直接 下 移 到 (") ) 


po 一 1 【必须 沿 对 角 线 移动 到 (了 ) ) 


注意 , 从 (0) 到 (”) 的 每 一 条 路 径 或 者 是 





Q) 一 条 从 (0) 到 (”， ) 的 路 径 ， 并 随后 加 上 类 型 a) 的 一 次 垂直 移动 ， 或 者 是 


(2) 从 (0) 到 ("1 ) 的 路 径 ， 并 随后 加 上 类 型 (b) 的 一 次 对 角 线 移动 。 
因此 ， 根 据 加 法 原理 ， 我 们 有 
plnsk) = p(n—1,k)+ pln—1,k— 1) 
上 式 就 是 p(n，&) 的 一 个 帕斯卡 类 型 的 关系 。 从 相同 的 初始 值 开始 计算 ，pCn，&) 的 确 等 于 二 
项 式 系数 。 因 此 ， 对 于 所 有 满足 0<k<n 的 整数 k 和 nw， 有 


pimk) = (1) 
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于 是 ， 帕 斯 卡 三 角形 的 项 (，) 的 值 代表 从 左上 角 到 这 一 项 的 路 径 数 ， 所 人 允许 的 移动 或 者 是 类 型 
(a) 或 者 是 类 型 〈b) 。 因 此 ， 我 们 得 到 了 数 (，) 的 另 一 种 组 合 解释 。 


5.2 二 项 式 定理 ， 

二 项 式 系数 的 名 字 来 自 它 们 在 二 项 式 定 理 中 的 使 用 。 该 定理 最 初 的 几 种 情形 是 若干 为 人 熟 
知 的 代数 恒等式 。 

定理 5.2.1 设 n 是 正 整 数 。 对 所 有 的 + 和 y， 有 


(x 十 3)" 二 十 (imriy 十 (jz 十 … 十 人 1) zy 十 六 
用 求 和 记号 写 出 ， 妈 


(Xx 十 y)” 二 3 (ze 
证 明 一 将 (x 十 y)" 写成 个 + 十 y 因子 的 乘积 形式 
(zx 十 yy) (zx 十 y)"…(Zz 十 yy) 
利用 分 配 律 将 这 个 乘积 完全 展开 ， 然 后 再 合并 同类 项 。 因 为 在 将 〈(z 十 y)"” 乘 开 时 ， 对 于 每 一 个 因子 
(z 十 力 ， 我 们 或 者 选择 z 或 者 选择 y， 所 以 结果 有 2 项 ， 并且 每 一 项 都 可 以 写成 zx“y* 的 形式 ， 其 中 A 一 
0，1，…，?。 在 ”个 因子 中 ， 通 过 从 个 因子 中 选择 y 且 在 剩 下 的 mn 一 k 个 因子 (默认 〉 中 选择 z 而 得 


到 页 zy 。 这 样 ， 在 展开 的 乘积 中 项 zy 出 现 的 次 数 等 于 个 因子 的 集合 的 k 子 集 数 (2?) 。 因 此 ， 


(十 3) ”一 > (zy 

证 明 二 ”通过 对 n 施 归纳 法 证 明 。 该 证 明 比 较 复杂 ， 可 以 帮助 我 们 理解 证 明 一 中 给 出 的 组 合 

观点 。 如 果 “一 1， 则 公式 变 成 
(Xx 十 y)! 一 之 (zy 一 (Ory + (1)zy 一 工 十 y 
显然 这 是 成 立 的 。 现 在 假设 该 公式 对 于 正 整 数 >” 成立， 证明 用 ”十 1 代替 nn 时 公式 仍然 成 立 。 我 
们 做 如 下 重 写 
(zy = (ry rt y)" 

根据 归纳 假设 ， 上 式 变 成 


tt 四) 一 (回国 (家) 


k=0 A=0 k=0 
一 > 人 ze 十 (ze 


-Ot 
在 最 后 的 一 个 求 和 中 ， 用 -1 代替 &， 得 到 
Se Be 
因此 ， 
Gt" = +t) + ) ey ty 
利用 帕斯卡 公式 ， 上 式 变 成 | 
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(zt 十 WD 一 xd 十 > (zy 十 中: 
十 1 十 1 、 A 
因为 (”0 ) 一 (2 1T) 二 1， 所 以 可 以 重 写 上 面 的 等 式 得 
tl 
(z 二 yy)" 二 3 (" Dear 
这 就 是 用 n 十 1 代替 后 的 二 项 式 定理 ， 根 据 归 纳 法 ， 该 定理 成 立 。 口 
二 项 式 定理 还 可 以 写成 下 面 几 种 等 价 形式 ， 
(z 十 人 "一 2 人 jz 


根据 定理 5. 2. 1 和 下 面 的 事实 ， 可 以 推出 上 面 的 第 一 个 公式 : 


(0) =(,",) (=0,1,n) 
我 们 可 以 把 z 和 y 互 换 ， 从 而 得 到 上 面 的 后 两 个 公式 。 
2 一 1 的 情形 经 常 出 现 ， 现 在 可 以 把 它 作为 一 个 特殊 情形 表述 如 下 。 
定理 5.2.2 设 n 是 正 整 数 。 对 于 所 有 的 z， 有 
(1 十 zx)" 二 D(a) = 2 (1) 
在 n= 二 2，3,，4 时， 二 项 式 定理 的 特殊 情况 分 别 是 
(zx 十 y)* 二 zx 十 2xy 十 > 
(Xz 十 y)? 二 十 3Zy 十 37y :十 
(zy 二 x 十 4z3y 十 6XTYy 十 4xy 十 六 
注意 ， 上 面 这 些 展开 式 中 出 现 的 系数 就 是 帕斯卡 三 角形 相应 行 上 的 数 。 从 定理 5. 2. 1 和 帕斯卡 三 
角形 的 构造 可 知 ， 情 况 正 是 如 此 。 
现在 ， 考 虑 二 项 式 系 数 所 满足 的 其 他 一 些 等 式 。 下 面 的 等 式 


A(2) 一 ("|) (mn 和 k 都 是 正 整数 ) (5. 2) 


可 以 利用 这 样 的 事实 立即 得 到 证 实 : 如 果 >>n, 则 (7) =0,， 且 





(7) = A (1 <kEN 
而 等 式 
(9 二 (人 二 (人 二 二 (一 2 (n> 0) (5. 3) 


已 经 作为 定理 3. 3. 2 而 得 到 了 证 明 ， 但 是 也 可 以 根据 二 项 式 定理 并 设 z 一 > 一 !1 而 证 明 它 是 成 立 
的 。 如 果 在 二 项 式 定理 中 设 z 一 1，y 一 一 1， 则 可 以 得 到 下 面 的 交错 和 : 


(9 一 ( 们 二 (人 一 二 CD 人) 一 0 z=D (5.4) 


把 带 有 负 号 的 项 移 项 ， 我 们 可 以 把 它 重新 写作 
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(3)+ (7) += 7)+() + > D (5. 5) 


恒等式 (5. 5) 可 以 理解 如 下 : 如 果 S 是 ”元 素 集合 ， 则 有 偶数 个 元 素 的 S 子 集 的 数目 等 于 有 奇 
数 个 元 素 的 S 的 子 集 的 数目 。 的 确 ， 因 为 这 两 个 和 相等 ， 再 根据 等 式 (5. 3)， 它 们 的 和 等 于 2"， 
所 以 这 两 个 和 的 值 等 于 2"!; 即 


(0) + (2) t= 2 (5. 6) 
(7) + (5) + = 2" (5.7) 


利用 组 合 推理 可 以 验证 这 些 便 等 式 如 下 : 设 S 二 {I，x;，…，Xo) 是 nn 元素 集合 。 我们 可 
以 把 S 的 子 集 看 成 是 下 面 判 定 过 程 的 结果 : 

(1) 考虑 x ， 决 定 是 把 它 放 进去 ， 还 是 留 在 外 面 ( 两 种 选择 ); 

(2) 考虑 zx， 决定 是 把 它 放 进去 ， 还 是 留 在 外 面 〈 两 种 选择 ); 


(n) 考虑 x,， 决 定 是 把 它 放 进去 ， 还 是 留 在 外 面 〈 两 种 选择 )。 

我 们 有 n 次 决策 ， 每 一 次 都 有 两 个 选择 。 因 此 正如 我 们 在 〈5. 3) 中 看 到 的 、 有 2" 个 子 集 。 

现在 ， 假设 要 选择 一 个 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 。 于 是 ， 同 前 面 一 样 ， 对 于 Xz，…， Xx-! 中 的 
每 一 个 元 素 ， 都 有 两 种 选择 。 但 是 当 我 们 取 到 zx, 时 ， 却 只 有 一 种 选择 。 因 为 如 果 已 经 选择 了 偶 
数 个 元 素 x ， X29 "sy Tl? 那么 对 于 zx,， 我 们 只 能 把 它 留 在 外 面 ; 如 果 已 经 选择 了 奇数 个 元 素 
Xi，XTz，…，Xs1， 那 么 我 们 必须 把 zx, 放 进 来 。 因 此 ， 拥 有 偶数 个 元 素 的 S 的 子 集 的 数目 等 于 
2"!，。 因 为 (5. 6) 的 左边 也 计数 S 的 有 偶数 个 元 素 的 子 集 的 数目 ， 所 以 〈5. 6) 成 立 。 用 同样 的 
方法 可 以 验证 (5.7) 成 立 。 (然而 ， 此 时 我 们 已 经 知道 (5.3) 和 〈5.6) 都 成 立 ， 所 以 〈5.7) 
也 成 立 。) 

利用 等 式 (5.2) 和 (5. 3) ， 可 以 导出 下 面 的 恒等式 ; 


1(7) +2(2)+.+n(") 一 02 > (5. 8) 
n 
为 了 证 明 它 ， 首 先 ， 我们 注意 到 根据 “5. 2)，(5. 8) 与 下 式 等 价 : 
no ) ta ) + ) 一 mm (n 之 1) (5.9) 


a ) ta ) tt ) = +) tt (1)) = 
因此 ，(5. 9) 成 立 ， 从 而 (5. 8) 成 立 。 下 面 是 证 明 (5.8) 的 另 一 种 方法 : 由 二 项 式 定理 ， 
Qt (+(et (et (ett (ne 
如 果 对 上 式 两 边关 于 xz 求 导 ， 我 们 得 到 
n(1 十 xz)"! 一 (7) 十 2(2)z 十 3( 2) + 
把 x=1 代入 上 式 ， 得 到 (5. 8)。 


许多 等 式 都 可 以 通过 连续 求 导 及 关于 x 的 乘法 展开 得 到 。 为 了 简洁 ,我们 现在 利用 求 和 符 
号 。 从 下 面 等 式 开始 : 


(1 十 zz)" = D1)z! (5. 10) 


第 5 章 二 项 式 系数 
对 〈5. 10) 两 边关 于 xz 求 导 , 我们 得 到 
n(1l 十 zx)"! 一 Dr(7)e™ (5.11) 
把 z 一 1 代 和 人 上 式 ， 得 
xz2 一 > (7) 
这 个 等 式 就 是 恒等式 (5. 8)。 在 5.11) 两 边 乘 以 rz， 我 们 得 到 
mxz(1 十 一 (2 (5. 12) 
对 等 式 (5. 12) 两 边关 于 + 求 导 ， 我 们 得 到 
nL 十 2)" 十 (n 一 Dzx(l 二 xz)"] = DEN) (5.13) 
把 z=1 代入 (5.13)， 我 们 得 到 
"2 + bn D2 = DR(?) (5.14) 
因此 
ant D2 = Pp(T) (n>D) (5.15) 


从 (5.10) 开始 ， 通 过 交替 关于 工 求 导 并 乘 以 ， 我 们 可 以 得 到 >)&(”) 相对 于 任何 正 整 


数 p 的 恒等式 , 但 是 随 着 p 的 增 大 ， 这 将 变 得 很 复杂 。 

关于 帕斯卡 三 角形 各 行 上 的 数字 的 平方 和 ， 我 们 得 到 下 面 这 样 的 恒等式 : 

/ne 2n 
> (i) =(™) (n> 0) (5. 16) 

利用 组 合 推理 可 以 证 明 恒 等 式 (5.16)。 设 S$S 是 一 个 有 2n 个 元 素 的 集合 ，(5. 16) 的 右边 计 
数 S 的 n 子 集 的 数 日 。 我 们 把 S 划分 成 A 和 B 两 个 子 集 ， 每 一 个 子 集 都 有 2 个 元 素 。 利 用 S 的 
这 个 划分 去 划分 S 的 n 子 集 。5S 的 每 一 个 n 子 集 包 含 k 个 A 的 元 素 和 nn 一 & 个 B 的 元 素 。 这 里 , 上 
是 介 于 0 和 ?之 间 的 任意 整数 。 我 们 把 S 的 n 子 集 划 分 成 n 十 1 个 部 分 : 


Gs ,Cs C2», C, 
其 中 G 是 由 包含 个 A 的 元 素 和 nn 一 k 个 B 中 的 元 素 组 成 的 子 集 。 根 据 加 法 原理 ， 有 
()=IGI+IG tIGIt .+1 (5.17) 


C; 中 的 n 子 集 可 以 通过 从 A 中 选择 上 个 元 索 有 (， ) 种 可 能 的 选择 方法 ) ， 然 后 再 从 B 中 选择 
一 k 个 元 素 (有 (，”,) 种 可 能 的 选择 方法 ) 而 得 到 。 因 此 ， 根 据 乘法 原理 有 


IC 一 (人 ) 一 (2 Ck = 0,1,%,n) 


把 上 面 这 个 等 式 代入 到 (5. 17)， 我 们 得 到 
2 2 n 2 2 n 2 
z (2 = (8) + (+) et) 
这 就 证 明了 (5. 16) (练习 题 25 给 出 了 这 个 恒等式 的 一 般 形式 ,我们 把 这 个 恒等式 的 一 般 形式 称 
为 范 德 蒙 (Vandermonde) 卷 积 公式 。) 
现在 ， 扩 展 (，) 的 定义 范围 ， 允 许 ”是 任意 实数 ， 而 4 是 任意 整数 〈 正 的 、 负 的 或 零 ) 。 


83 


136 


84 


， 第 5 章 二 项 式 系数 


设 r 是 实数 ,& 是 整数 。 这 时 ， 我 们 定义 二 项 式 系数 (7) 为 





r(Cr 一 1)…(r 一 上 十 1) 之 1 
k! 
) * 
人 1 k=0 
0 k<—1 


例如 ， 
(5/2) - C5/2) C3/2) (1/2) 2) =—s 
4 4! 





(28)=: Sk 9) 


帕斯卡 公式 和 公式 〈5.2)， 即 

r 一 1 r—1l —1 

(1)=(", ) 二 (5 1) 和 Ai: ) = 二) 
对 所 有 实数 "和 A 也 成 立 。 这 些 公式 都 可 以 通过 直接 替换 得 到 证 明 。 利 用 帕斯卡 公式 的 和 迭代， 我 
们 可 以 得 到 二 项 式 系数 的 两 个 求 和 公式 。 


考虑 帕斯卡 公式 
(=( hh )+r(i) 


其 中 是 正 整数 。 把 帕斯卡 公式 应 用 到 右边 两 个 二 项 式 系数 中 的 一 个 ， 我 们 得 到 作为 三 个 二 项 式 
系数 之 和 的 关于 (7 ) 的 表达 式 。 假设 我 们 反复 对 上 式 中 最 后 一 个 二 项 式 系数 变量 最 小 的 一 项 ) 
运用 帕斯卡 公式 ， 那么 得 到 
(人 = (到 )+( i) 
7 一 1 rr 一 2 
(人 = (7 )+( 人) 二 (23) 
(= (到 )+( 人 (人 2)+( 人 3) 


r r—1 r—2 r r—k r—k—1 r—k—1 
中- 上 )+(7_ 7)+( 2) + 十 ( )+(” 0 ) 十 人 一 1 ) 
上 式 的 最 后 一 项 ( ”1 ) 的 值 是 0， 可 以 消 掉 。 若 用 r 十 4 上 1 取代 r， 并 移 项 ， 我 们 得 到 
r 十 1 rr 十 久 r 十 kk 十 1 
(0)+( 1 + 十 ( ) 一 (下 ) (5. 18) 
等 式 (5. 18) 对 于 所 有 实数 > 和 所 有 整数 & 都 成 立 。 注 意 , 在 (5. 18) 中 ， 上 面 的 变量 开始 于 某 
个 r+， 而 下 面 的 变量 开始 于 0， 这 些 变 量 逐 项 增加 1; 最终 的 和 是 一 个 二 项 式 系数 ， 其 上 方 变量 比 
最 后 一 项 的 上 方 变量 大 1， Wh rn 
现在 ， 假 设 对 帕斯卡 公式 中 的 第 一 个 二 项 式 系数 反复 运用 帕斯卡 公式 。 为 了 简单 起 见 ， 此 时 
假设 -是 正 整数 ”， 而 且 还 盆 设 是 正 整数 


(=( 2 )+(]) 
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(人 = (人 +(2)+( i++( ) + (1) 
利用 事实 (2 ) 一 0( 因 此 可 以 抹 掉 这 一 项 )， 用 十 1 取代 w， 并 用 十 1 取代 &， 我 们 得 到 


十 1 0 1 一 1 
(1) = (ti) tt ) +(7) (5. 19) 

等 式 (5.19) 对 于 所 有 的 正 整 数 k 和 都 成 立 。 更 重要 的 是 要 理解 这 个 恒等式 仅仅 是 帕斯卡 
公式 的 迁 代 形式 。 当 然 ，(5. 19〉 中 的 第 一 个 非 零 项 是 (《) 一 1。 

如 果 在 (5. 19) 中 取 & 一 1， 那 么 得 到 

1 十 2 十 … 十 (2 一 1) 十 双生 

这 就 是 前 ”个 整数 的 求 和 公式 。 

我 们 可 以 用 数学 归纳 法 和 帕斯卡 公式 证 明 (5.18) 和 (5. 19)。 这 些 证 明 留 作 练习 题 。 练 习 
题 中 还 给 出 其 他 一 些 关于 二 项 式 系数 的 恒等式 。 
5.3 二 项 式 系数 的 单 峰 性 


如 果 考 察 帕斯卡 三 角形 某 一 行 上 的 二 项 式 系数 ， 就 会 发 现 这 些 系数 先是 递增 然后 又 递减 。 
具有 这 种 性 质 的 数值 序列 称 作 是 单 峰 的 (unimodal) 。 因 此 ， 如 果 存 在 一 个 整数 :， 且 0<1<<， 
使 得 


nt Dn 
2 


0 
那么 序列 w%，s5 ，s;，…，s, 就 是 单 蜂 的 。s, 为 序列 中 的 最 大 数 。 整 数 上 不 必 是 唯一 的 ， 因 为 最 大 
数 可 以 在 序列 中 出 现 不 止 一 次 。 例 如 ， 如 果 $= 二 1,， 5 = 王 3，% 一 3 和 ss 二 2， 那 么 
0 和 和 5， 5% 宇 5 (t= 2) 
但 也 有 
0 和 | 宇 5% 宇 5 (t= 1) 
定理 5.3.1 设 n 为 正 整 数 。 二 项 式 系数 序列 


C0)» (1) (2) ,li) 


是 单 蜂 序列 。 更 精确 地 说 ， 如 果 nn 是 偶数 ， 则 
(0) <00) < < (7) 
(72) > > (1) >(n) 
如 果 了 是 奇数 ， 则 
(<(D<…<(o Da (orboi 


(812) > > >() 
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证 明 考虑 序列 中 连续 两 个 二 项 式 系 数 的 商 。 令 为 满足 1 和 4A<” 的 整数 。 于 是 





1 
(2) _ CE _ nkt+l 

! k 
(71) ne rm 


因此 ， 根 据 &<” 一 &A 十 1，A 一 ?一 A 十 1 或 者 Am 一 上 1， 分 别 有 


(人 7) ~ (2), (, "1) 一 (2) 或 者 (，”)) > (7) 
现在 ，&k<<n 一 上 十 1 当 且 仅 当 <(n 十 1)/2。 如 果 nn 是 偶数 ， 那 么 因为 是 整数 ， 所 以 上 二 (n 十 1)/2 等 
价 于 kn/2。 如 果 ”是 奇数 ， 那 么 E< (十 1)/2 等 价 于 k(n 一 1)/2。 因 此 ， 此 时 的 二 项 式 系 数 按照 
定理 叙述 是 递增 的 。 现 在 ， 我们 看 到 有 =n 一 k 十 1 当 且 仅 当 2 二 n 十 1。 如 果 n 是 偶数 ， 则 对 任何 的 
都 有 2& 隆 n 十 1。 如 果 nm 是 奇数 ， 则 对 二 (n 十 1)/2， 有 2 一 2 十 1。 因 此 ， 对 于 偶数 n， 序 列 中 没有 两 
个 相 邻 的 二 项 式 系数 相等 。 对 于 奇数 nx， 具有 相等 值 的 唯一 两 个 相 邻 二 项 式 系数 是 


n n 
(Da 和 《ora 
同 理 可 证 二 项 式 系数 的 递减 部 分 。 0 
对 任意 实数 x， 讽 zj 表示 小 于 或 等 于 xz 的 最 大 整数 。 整 六 zj| 称 为 x 的 向 下 取 整 floor)。 类 
似 地 ，z 的 向 上 取 整 ceiling) 为 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 z]。 例 如 ， 
[2.5]=2, 13]=3,， [1.5|=-—2 








和 
[2.5]= 二 3，[『31=3，|[ 一 1.51= 一 1 
还 有 
[= 人 一 本。 考量 和 
及 








1 到 一 1 人] 全。 郑 。 是 有 
推论 5. 3. 2 ”对 于 正 整数 mn， 二 项 式 系数 


(0), (); 


中 的 最 大 者 为 


n n 
(721) = (pay21) 

证 明 该 推论 由 定理 5. 3. 1 以 及 前 面 对 于 向 下 取 整 和 向 上 取 整 函数 的 观察 导出 。 口 

在 本 节 的 结尾 ， 我 们 讨论 定理 5. 3. 1 的 一 个 扩展 一 一 Sperner 定理 9 。 设 S 是 n 元 素 集合 。5 
的 一 个 反 链 (antichain) 是 集合 S 的 子 集 的 一 个 集合 4， 其 中 A 中 的 子 集 不 相互 包含 。 例 如 ， 若 
S 二 {a, b,c，d},， 则 

A= {{a,b},{b,crd} ,la,d},{a,c}} 

就 是 一 个 反 链 。 得 到 集合 S 的 反 链 的 方法 之 一 是 选择 一 个 整数 上 委 2?， 然 后 取 4 为 S 所 有 的 & 子 
集 。 因 为 4 中 的 每 一 个 子 集 都 有 A 个 元 素 ， 和 水 中 的 子 集 不 相互 包含 ， 因 此 斥 是 一 个 反 链 。 根 据 前 





日 E. Sperner，Ein Satz uber Untermengen einer endlichen Menger [关于 有 限 集合 子 集合 的 一 个 定理 ]，Math， 
Zeitschrift, 27 (1928), 544-548。 
昌 。、 稍 后 将 定义 链 的 概念 。 
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面 的 推论 可 知 ， 用 这 种 方法 构造 的 反 链 至 多 含有 


n 
(172]) 
个 集合 。 例 如 , 车 n= 二 4 且 S=={a, 5,，c，d}， 则 S 的 2 子 集 给 出 大 小 为 6 的 反 链 
Ce = {{asb}, ac}, (ad}, {bc}, (bd}, (c,d}} 

我 们 是 否 能 够 通过 选择 不 止 一 种 大 小 的 子 集 而 做 得 更 完美 呢 ? 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 这 就 
是 Sperner 定理 的 结论 。 在 陈述 这 个 定理 之 前 ， 我 们 引入 一 个 新 概念 。 

S 的 子 集 的 集合 C 是 一 条 链 (chain)， 只 要 对 于 C 中 的 每 一 对 子 集 ， 总 有 一 个 包含 在 另 一 个 
之 中 : 

Ai,A; 在 C 中 , 且 4 关 As 意味 着 Al CA, 或 者 A: CCA 
如 果 ma 一 5， 而 S 二 和，2，3，4，5}， 利 用 包含 关系 写 出 的 链 的 例子 是 
{2} C {2,3,5} C {1,2,3,5} 
和 
TCTC{)C(3,4C{,3,4} CC{1,3,4,5} C {1,2,3,4,5)} 141 
第 二 个 例子 是 一 个 最 大 链 ， 它 包含 S 各 种 可 能 大 小 的 子 集 各 一 个 ,或 等 价 地 说 ， 在 这 个 链 中 不 
再 可 能 挤 人 更 多 的 子 集 。 一 般 地 ， 如 果 S 二 {1，2，…，n)， 所 谓 的 最 大 链 是 这 样 的 一 个 链 : 
A=GCACAC…CA, 

其 中 对 于 :二 0，1，2，…，7， 都 有 |4,| 二 i。 利 用 如 下 方法 可 以 得 到 S 的 每 一 个 最 大 链 : 

(0) 从 空 集 开始 。 

(1) 在 S 中 选择 一 个 元 素 1， 形成 Al 二 {i}。 

(2) 选择 一 个 元 素 is 隆 i ， 形 成 A; 二 (i ，is)。 

(3) 选择 一 个 元 素 a 了 关 ，iz， 形 成 As 一 人 i， is，is}。 


(k) 选择 一 个 元 素 Fy os le 形成 A 二 人 i， 如) 


Cn) 选择 一 个 元 素 志 天 hh 请， 形成 义 一 但 ， 环 ，…， 二。 显然 ,4 一 (1，2，…， 帮 。 

注意 ， 执 行 上 述 步骤 实际 上 相当 于 选择 {1，2，…，n} 的 一 个 排列 祝 ，i。，…, i 而且 S 
的 最 大 链 与 (1，2，…，?2} 的 排列 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 。 特 别 地 ， 最 大 链 的 数目 等 于 n!1。 更 
一 般 地 ，| A | ==k 时 ， 给 定 任意 的 ACS, 包含 A 的 最 大 链 的 数目 等 于 k! (n 一 &)! (其 中 有 &! 
个 是 包含 于 A 的 集合 的 数目 , 而 有 (mn 一 k)! 个 是 包含 A 的 集合 的 数目 ) 。 

由 链 和 反 链 的 定义 可 以 得 出 一 个 结论 ， 就 是 链 至 多 只 能 包含 任意 一 个 反 链 的 一 个 成 员 ， 也 
就 是 说 链 和 反 链 的 交 至 多 只 有 一 个 成 员 。 

定理 5.3.3 设 S 是 元 素 集合 。 那 么 S 上 的 一 个 反 链 至 多 包含 (| /2|) 个 集合 。 


证 明 S ” 设 4 是 一 个 反 链 。 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 计数 有 序 对 “A，C) 的 数目 8, 其 中 A 在 
4 中 ，C 是 包含 A 的 最 大 链 。 首 先 ， 我 们 关注 最 大 链 C， 因 为 每 一 个 最 大 链 至 多 包含 反 链 A 中 的 
一 个 子 集 ， 所 以 8 至 多 等 于 最 大 链 的 个 数 ， 即 Bn!。 现 在 ,再 看 反 链 A 中 的 子 集 A， 我 们 知道 ， 
如 果 |A| 二 &， 那 么 至 多 存在 k! (n 一 有 )! 个 包含 A 的 最 大 链 C。 设 w 是 反 链 4 中 大 小 为 & 的 子 集 [II43 习 





日 ”这 一 漂亮 的 证 明 归 功 于 DD Iaubell，A short Proof of Spemer7s Theorem, J. Combinatorial Theory, 1 (1966)，299。 
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个 数 ,使 得 |4| = a。 于 是 


8= Dakln— pA! 
又 因为 En!， 所 以 我 们 得 到 
Shak! nh! nl 


1 nC— kk)! 
mn 人 ll] 





根据 推论 5. 3.2， 当 ln/2| 时 ，( 7) 最 大 ， 于 是 我 们 得 到 要 证 的 结果 


[Al< Ya<( O 
到 一 人 


ba 
如 果 ? 是 偶数 ， 我 们 可 以 证 明 大 小 为 (72 |) 的 唯一 的 反 链 是 S 的 所 有 号 子 集 构成 的 反 链 。 


如 果 ”是 奇数 ， 仅 有 的 同样 大 小 的 反 链 是 S 的 所 有 + 子 集 构成 的 反 链 以 及 S 的 所 用 + 子 集 
构成 的 反 链 。 参 见 练习 题 30 一 32。 

如 果 再 稍稍 多 做 些 工作 就 可 以 得 到 比 定理 5. 3. 3 更 强 的 结论 ， 我 们 将 在 5. 6 节 中 讨论 。 
5.4 多 项 式 定 理 


对 于 每 一 个 正 整数 nw， 二 项 式 定理 给 出 (zx 十 y)" 的 公式 。 我 们 可 以 把 它 扩展 得 到 〈z 十 ?十 
z)" 的 公式 ， 或 更 一 般 地 ， 扩 展 到 ;个 实数 的 和 的 nn 次 星 (zi 十 训 十 … 十 z.)" 的 公式 。 在 这 个 一 
般 的 公式 中 ， 二 项 式 系数 的 角色 被 所 谓 的 多 项 式 系 数 取代 ， 该 系数 的 定义 是 





(5. 20) 


(， cn ) 加 a 
其 中 ,ns ，nz，…，n, 是 非 负 整 数 且 
7 十 7 十 … 十 到 一 
回想 一 下 3.4 节 ， 我 们 知道 (5. 20) 表示 重 数 分 别 为 nn ，ns，…，n 的 t 种 不 同类 型 对 象 的 
多 重 集合 的 排列 数目 。 对 于 非 负 的 nw 和 kk 且 有 如 下 值 


nl 
k!l(n—&k)! 


的 二 项 式 系数 (%) 按 这 一 记 法 变 成 


(k= 0,1,.,n) 


(i 2 
而 且 它 代表 着 重 数 分 别 为 & 和 ?一 上 的 两 种 类 型 的 对 象 的 多 重 集合 的 排列 数目 。 
在 这 个 记 法 之 下 ， 关 于 正 数 ”和 A 的 二 项 式 系 数 的 帕斯卡 公式 为 


4 2 = pT 
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多 项 式 系数 的 帕斯卡 公式 是 


(人 (5. 21) 


直接 代入 并 利用 (5. 20) 的 多 项 式 系数 值 可 以 证 明 (5.21)。 例 如 ， 设 1 二 3，n,，n。，n; 都 是 正 
整数 且 ni 十 nz 十 ns 二 n。 这 时 有 


—1 一 工 一 工 
(1 











(nO— 1)! | (nO— 1)! (2 一 1)1 
Cm—Dinln! mln— lln! nln!(n—1)! 
nxa Dl! nx DD)! ,nxX ne 1)! 
nln, ns! ni lnz lns! nm lnz lns! 
一 1)1 一 1)1 
= twtm) XE nx 
721 .722 ,M3 。 nl ,72 。723 , 
nl n 
本 ( nl2 i.) 


在 练习 题 中 ， 我 们 对 5. 21) 的 组 合 推理 证 明 给 出 了 一 个 提示 。 

在 陈述 下 面 的 一 般 定理 之 前 ， 我 们 首先 考虑 一 个 特殊 情况 。 设 zx;，x:，zs 是 实数 。 如 果 把 
下 面 的 表达 式 

(Zw 十 zy 十 工 )” 
完全 乘 开 并 合并 同类 项 〈 要 求 读者 这 样 做 一 下 ) ， 我 们 得 到 和 
十 如 十 如 十 3X?Xz 十 3xiz? 十 3x?xs 十 33x13 十 37xixs 十 3x 十 6x Xxxs 

上 面 的 和 中 出 现 的 各 项 都 是 形 如 zx? 地 z 的 项 ， 其 中 地，n:，ns 都 是 非 负 整数 ， 且 ni 十 十 
ma 一 3。 在 上 面 的 表达 式 中 ， 经 验证 不 砍 友 的 系数 恰好 等 于 


( 3 ) = 31 
ni nz ns m lnz nl! 
更 一 般 地 ， 我 们 得 到 下 面 的 多 项 式 定理 。 
定理 5. 4. 1 设 n 是 正 整 数 。 对 于 所 有 的 二， 29 ”9 TX, 有 


《Zi 十 十 … 十 并 7 一 > ( 


)za a 
nl 722 nN, 


其 中 求 和 是 对 训 十 rw 十 … 十 nn, 一 n 的 所 有 的 非 负 整 数 解 nl ，n;，…，n, 进行 的 。 

证 明 ”我 们 扩展 二 项 式 定理 的 第 一 个 证 明 。 把 〈z 十 了 十 … 十 二 )" 写成 个 因子 乘积 的 形式 ， 每 
个 因子 等 于 (x 十 避 十 … 十 x.)。 用 分 配 律 及 合并 同类 项 将 这 个 乘积 完全 展开 。 对 于 n 个 因子 中 的 每 一 
个 ， 选取 i 个 数 式 ，xzs，…， 芭 中 的 一 个 并 形成 乘积 。 用 这 种 方法 所 得 的 结果 共有 疡 项， 而且 每 一 项 
都 可 以 写成 欢 砂 … 友 的 形式 ， 其 中 力 ， 六 ，…, nn 是非 负 整数 ， 其 和 为 x"。 通 过 选择 ”个 因子 中 的 
m 个 为 二 ， 剩 下 的 ”一 mm 个 因子 中 的 加 个 为 之 ，…， 剩 下 的 n 一 nn 一 … 一 m1 个 因子 中 的 nw 个 为 壕 ， 
最 终 得 到 友 深 …xr 项。 根据 乘法 原理 ， 项 区 x 演 …xp 出 现 的 次 数 等 于 


(站 (mo 


我 们 已 在 3. 4 节 中 看 到 ， 这 个 数 等 于 多 项 式 系数 
nl! 
mlnz!ln,! 


到 此 ， 定 理 得 证 。 口 
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例子 ”展开 (Xi x zit rt rs)" 时 ， TS 的 系数 等 于 














(»0131) 一 50dsmn = 420 - 
例子 展开 (2z 一 3z 士 5zs) 时 ，xixzzs 的 系数 等 于 
(7 ») 2 (~—3)65)* = 一 36000 品 
出 现在 (xi 十 x 十 … 十 x)" 的 多 项 式 展开 式 中 的 不 同 项 的 个 数 是 
再 十 十 十 0 二 nn 
的 非 负 整数 解 的 个 数 。 由 3. 5 节 可 知 ， 这 些 解 的 个 数 等 于 
(2 一) 
n 
例如 ， 如 果 把 (zi 十 zz 十 zx 十 zx)* 完全 乘 开 ， 则 它 含 有 
(+ 人 人- 


个 不 同 的 项 。 项 的 总 数 等 于 4 。 


5.5 牛顿 二 项 式 定理 


1676 年 ， 牛 顿 扩 展 了 5. 2 节 给 出 的 二 项 式 定 理 ， 得 到 了 (x 十 y)* 的 展开 式 ， 其 中 ，x 是 任 
意 实 数 。 然 而 ， 对 于 一 般 的 指数 ， 这 种 展开 式 将 是 一 个 无 穷 级 数 ， 需 要 考虑 收敛 性 问题 。 我 们 
将 只 局 限于 叙述 定理 并 考虑 某 些 特殊 的 情况 。 这 个 定理 的 证 明 可 以 在 大 多 数 高 等 微 积 分 书 中 
找到 。 

定理 5.5.1 设 w 是 实数 。 对 于 所 有 满足 0 委 |z| 所 |y[ 的 六 和 y， 有 


oa 


(XxX 十 y)" 二 > (ze 
A=0 


其 中 


(a— 1)°(a—k 二 1) 
(7) _ala i 


如 果 a 是 正 整数 x， 那么 对 于 >n，( 





n 


4) 二 0， 上 述 展开 式 变 成 


(x 十 y)" = > (zoom 
这 就 是 5. 2 节 的 二 项 式 定理 。 
如 果 设 盖 .zy， 则 (z 十 2 一 yY(z 十 D。 于 是 定理 5.5. 1 可 以 等 价 地 转述 成 , 对 满足 | =| 过 1 的 
任意 之 9 有 
G+ = > (e)zt 


类 一 0 


假设 ”是 一 个 正 整数 ， 我 们 选择 a 为 负 整 数 一 x"， 则 











一 (一 1) 





kaC2 十 1)…Ca 二 有 一 1) 
A! 
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ll 
HTD -HT DA 
用 一 代替 =， 我 们 得 到 
1 nik—1l\ 
(1 — 2) "= > ( pz (5. 22) 
n+k—l\ _/k i 
如 果 w 一 1， 则 (”% ”) 二 (%) 一 1， 我 们 得 到 
1 _ ~ kk 
TH 一 之 l)*z* (|z|<1) 
和 
T= > (|z|<=1) (5. 23) 
之 k=0 


在 展开 式 5.22) 中 出 现 的 二 项 式 系数 ( ”“ ，) 是 前 面 计数 问题 中 已 经 出 现 的 类 型 ， 而 这 


表明 可 以 用 组 合 推 理 导出 《5. 22) 。 我 们 从 无 穷 几 何 级 数 〈5. 23) 开始 。 此 时 


Ty = (1 十 z 十 好 十 …)…(1 十 z 十 好 十 …) (n 个 因子 ) (5. 24) 


通过 从 第 一 个 因子 选取 鸭 ， 从 第 二 个 因子 选取 x ，…， 从 第 二 个 因子 选取 ze ， 得 到 这 个 乘积 
中 的 一 项 zz ， 其 中 ，k,，…， 上, 为 非 负 整数 ， 其 和 为 : 

2 2 0 hn 一 2 Oo 
因此 ， 得 到 x 的 不 同方 法 数 〈 即 式 (5. 24) 中 x 的 系数 ) 等 于 

ki 十 十 *… 十 k, 二 上 
的 非 负 整数 解 的 个 数 ， 而 我 们 知道 它 就 是 
(2 二) 
k 


二 项 式 定理 可 以 用 来 得 到 任意 精度 的 平方 根 。 如 果 我 们 取 a 一 却 ， 那么 


(0) = 








而 对 于 &>>0 有 
1/1 1 
12、 (sD) (Et) 
(®) = (2) 后 
1!l1xX2x3x4X.:… Xx (2k— 3) Xx (2k— 2) 
2* 2X4X. Xx (2k— 2) Xx (Ek1) 


_ CD (2 一 2)1 CD (2 2) 
kX2*! (k—1)!l?: kx2*!1\k—1l 








/Tz i Dk 2 sl 
Tz= (1 十 z =1+ 2 ri ) 共 一 1 十 广 z 
例如 ， 
V20 一 V16 二 1 一 4 VT 二 开 列 一 4(1 十 言 (0.25) 一 言 (0.25) 十 二 (0.25)3 一 …) 一 4472… 
在 第 7 章 ， 我 们 将 利用 一 般 的 二 项 式 定理 去 解决 生成 函数 给 出 的 某 种 递 推 关系 。 


-a (1)?+ La (2) 








91 





92 








149 








第 5 章 二 项 式 系 数 


5.6 再 论 偏 序 集 


5. 3 节 讨 论 了 集合 X 的 所 有 子 集 的 这 个 特殊 偏 序 集 P(X) 中 的 反 链 和 链 的 概念 。 本 节 我 们 把 
这 些 概念 扩展 到 一 般 意义 下 的 偏 序 集 ， 并 证 明 某 些 基本 的 定理 。 

设 (X， 委 ) 是 有 限 偏 序 集 。 反 链 是 X 的 一 个 子 集 A， 它 的 任意 两 个 元 素 都 不 可 比 。 相 比 之 
下 ， 链 是 XX 的 一 个 子 集 C， 它 的 每 一 对 元 素 都 可 比 。 因 此 , 链 C 是 X 的 一 个 全 序 子 集 ， 根 据 定 
理 4.5.2 可 知 , 链 的 元 素 可 以 被 线性 排序 ， zi 过 zx; 二 … 过 x,。 通 常 ， 我 们 表示 一 个 链 时 就 是 用 这 
种 方式 将 其 写成 线性 序 的 形式 。 从 定义 立刻 可 知 ， 链 的 子 集 也 是 链 ， 反 链 的 子 集 还 是 反 链 。 由 链 
和 反 链 的 定义 可 知 ， 反 链 和 链 之 间 的 重要 联系 为 : 

如 果 和 是 一 个 反 链 而 C 是 一 个 链 , 则 |ANCI 和 1 

例子 设 X=(1，2，…，10)， 考 虑 偏 序 集 (X，| )， 它 的 偏 序 | 是 “可 被 … 整 除 ”。 于 是 ， 
{4，6，7，9，10) 是 大 小 为 5 的 反 链 ， 这 是 因为 其 中 没有 整数 可 以 被 另 一 个 整数 整除 ， 而 
LI| 21418 是 大 小 为 4 的 链 。 不 存在 大 小 为 6 的 反 链 ， 也 不 存在 大 小 为 5 的 链 。 

设 (XxX,， 三 ) 是 有 限 偏 序 集 。 现 在 ， 我 们 考虑 将 X 划分 成 链 的 划分 以 及 划分 成 反 链 的 划分 。 
如 果 存 在 一 个 大 小 为 > 的 链 C， 则 因为 C 中 没有 两 个 元 素 能 够 同属 于 同一 个 反 链 ， 所 以 X 不 能 划 
分 成 少 于 r 个 反 链 。 类 似 地 ， 如 果 存 在 一 个 大 小 为 ; 的 反 链 A， 则 因为 A 中 没有 两 个 元 素 能 够 同 
属于 同一 个 链 ， 所 以 X 不 能 划分 成 少 于 * 个 链 。 本 节 的 主要 目的 就 是 要 证 明 两 个 定理 ， 这 两 个 定 
理 更 精确 地 反映 了 反 链 和 链 之 间 的 这 种 联系 。 虽 然 在 链 和 反 链 之 间 有 这 种 “对 偶 性 和 ， 但 其 中 
一 个 定理 的 证 明 相当 简短 ， 而 另 一 个 的 证 明 则 要 复杂 一 些 。 

让 我 们 回忆 一 下 ， 所 谓 的 偏 序 集 的 极 小 元 是 这 样 一 个 元 素 a， 即 不 存在 满足 x<a 的 元 素 x。 
而 极 大 元 是 这 样 的 一 个 元 素 5”， 即 不 存在 满足 p<y 的 元 素 y。 偏 序 集 的 所 有 极 小 元 的 集合 形成 一 
个 反 链 ， 所 有 极 大 元 的 集合 也 如 此 。 

定理 5.6.1 设 (X,， 委 ) 是 有 限 偏 序 集 ， 而 设 是 链 的 最 大 大 小 。 则 X 可 以 被 划分 成 > 个 
反 链 ， 但 不 能 划分 成 少 于 了 个 反 链 。 

证 明 正如 前 面 已 经 提 到 的 那样 ，X 不 能 划分 成 少 于 ~ 个 反 链 。 这 样 ， 只 要 证 明 和 可 以 划 
分 成 r 个 反 链 即 可 。 令 XI 一 X， 并 设 A, 是 义 的 极 小 元 的 集合 。 从 XX! 中 删除 A; 的 元 素 得 到 X;， 
对 于 X, 中 的 每 一 个 元 素 ， 存 在 4, 的 某 个 元 素 在 这 个 偏 序 之 下 在 这 个 元 素 的 下 方 。 设 A 是 X， 
的 极 小 元 的 集合 。 从 Xs 中 删除 A 的 元 素 得 到 X83。 对 于 Xs 的 每 一 个 元 素 ， 存 在 A 的 某 个 元 素 
在 这 个 偏 序 之 下 在 它 的 下 方 。 设 A 是 X; 的 极 小 元 的 集合 。 继 续 这 样 做 下 去 ， 直 到 我 们 得 到 满 
足下 面条 件 的 第 一 个 整数 p: X, 关 名 , 但 Xi 二 名 。 于 是 A1，A,，…，A， 就 是 把 X 划分 成 反 
链 的 划分 。 用 图 表示 ， 我 们 有 




















在 一 个 链 中 ,每 一 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 而 在 一 个 反 链 中， 每 一 对 元 素 都 是 不 可 比 的 。 
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其 中 ,对 于 A; 的 每 一 个 元 素 ， 总 存在 4-: 中 的 某 个 元 素 在 这 个 偏 序 之 下 在 它 的 下 方 〈2 委 7/ 委 
PP)。 从 4 的 某 个 元 素 a。 开始 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 链 

Qa a 
其 中 , a 在 Al 中 ,az 在 As 中 ，…, a 在 A, 中 。 因 为 7 是 链 的 最 大 大 小 ， 所 以 r 宇 p。 又 因为 
XX 可 以 被 划分 为 p 个 反 链 ， 所 以 有 7 二 p。 因 此 r= 二 p， 定 理 得 证 。 口 

为 了 说 明定 理 5. 6. 1， 设 X 一 (1，2，…，7?)， 考 虑 和 的 所 有 子 集 在 包含 关系 之 下 构成 的 偏 

序 集 。 于 是 链 的 最 大 大 小 为 "十 1; 事实 上 ， 

OCTC{t2)C(112,3) CC {1,2,.,n) 
就 是 这 样 的 一 个 链 。 而 X 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 PCX) 可 以 被 划分 成 ?十 1 个 反 链 ， 即 由 XX 的 所 
有 大 小 为 kC(k 一 0，1，…，n) 的 子 集 构成 的 反 链 。 

这 个 定理 的 “对 偶 ” 定 理 通常 叫做 Dilworth 定理 。 

定理 5.6.2 设 (X,， 委 ) 是 有 限 偏 序 集 ， 并 设 m 是 反 链 的 最 大 大 小 。 则 鲜 可 以 被 划分 成 mm 
个 链 ， 但 不 能 划分 成 少 于 m 个 链 。 

证 明 ? 正如 前 面 已 经 提 到 的 那样 ，X 不 能 划分 成 少 于 m 个 链 。 这 样 ， 只 要 证 明 X 可 以 被 
划分 成 m 个 链 即 可 。 通 过 对 X 中 的 元 素 个 数 n 施 归 纳 法 证 明定 理 结论 。n 二 1 时， 结论 显然 成 
立 。 假 设 ”之 1。 

我 们 考虑 两 种 情形 : 

情形 1 存在 一 个 大 小 为 刀 的 反 链 A， 它 既 不 是 X 的 所 有 极 大 元 的 集合 ， 也 不 是 X 的 所 有 
极 小 元 的 集合 。 

在 这 种 情况 下 ， 设 

人 4 一 {z: 属 于 导 且 对 A 中 某 个 aa 委 了 ) 
这 个 集合 是 X 中 属于 A 的 元 素 及 在 A 中 某 个 元 素 之 上 的 那些 元 素 组 成 的 集合 ， 设 

A 一 {(z:zr 属 于 和 上 且 对 A 中 某 个 az 委 a) 
这 个 集合 是 XX 中 属于 A 的 元 素 及 在 A 中 某 个 元 素 之 下 的 那些 元 素 组 成 的 集合 。 因 此 A! 由 所 有 AA 
“上 方 ” 的 元 素 组 成 ,而 A 由 所 有 A“ 下 方 ”的 元 素 组 成 。 对 此 ， 下 述 性 质 成 立 : 

(1) 因为 存在 不 在 A 中 的 极 小 元 ， 所 以 A' 关 XX( 从 而 |A' | 过 |X|); 

(2) 因为 存在 不 在 A 中 的 极 大 元 ， 所 以 A 天 X( 从 而 14 | 过 |X|); 

(3) A* 门 A 一 A， 这 是 因为 假如 存在 一 个 在 A! 门 A- 中 但 不 在 A 中 的 元 素 x， 那么 A 中 存 
在 元 素 ai 和 az， 使 得 < TZ< ay， 这 与 A 是 反 链 了 矛盾; 

(4) A'UA 一 X， 这 是 因为 假如 存在 不 在 A* UA 中 的 元 素 x， 那 么 AU {x} 就 是 一 个 大 
小 比 A 还 要 大 的 反 链 。 

应 用 归纳 假设 于 更 小 的 偏 序 集 4 和 A 上 ，A!' 可 以 被 划分 成 个 链 El, E, …, E,, A 
可 以 被 划分 成 m 个 链 下 ,，F,，…，F,。A 的 元 素 都 是 A- 的 极 大 元 ， 从 而 是 链 Fl，F;，…，F。 
的 最 后 的 元 素 ; A 的 元 素 都 是 A' 的 极 小 元 ， 从 而 是 链 El ，E, ，…，E, 的 最 开始 的 元 素 。 把 这 
些 链 成 对 “ 粘 ” 在 一 起 形成 m 个 链 ， 构 成 X 的 一 个 链 划分 ” 。 

情形 2 最 多 存在 两 个 大 小 为 m 的 反 链 ， 即 它们 或 者 是 所 有 极 大 元 的 集合 和 所 有 极 小 元 的 集 





昌 这 一 相对 简单 一 些 的 证 明 取 自 于 M. A. Perles，A Proof of Dilworth’s Decomposition Theorem for Partially Or- 
dered Sets, Jsrael J . Math., 1 (1963), 105-107, 

电 ”这 里 “ 粘 在 一 起 ”的 意思 是 ， 由 链 划 分 的 定义 可 知 ，A 中 每 -- 个 元 素 z 出 现在 m 个 链 玉 |，E2;，…，EE, 中 的 一 
个 链 中 ， 同 时 出 现在 mr 个 链 F|，F2,…，F 中 的 一 个 链 中 。 将 这 两 个 链 首 尾 连 接 并 去 掉 多 余 的 一 个 x 构成 和 
的 一 个 链 ， 而 这 样 得 到 的 mm 个 链 构 成 X 的 链 划 分 。 一 一 译 者 注 


93 





94 
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合 ,或 者 是 它们 之 中 的 一 个 。 设 z 是 极 小 元 而 y 是 极 大 元 且 z 委 yz 可 以 等 于 y)。 于 是 ，X 一 
{Xx，y} 的 反 链 的 最 大 大 小 为 m 一 1。 根 据 归 纳 假设 ，X 一 {+，y) 可 以 被 划分 成 m 一 1 个 链 。 这 
些 链 和 链 zx 委 y 一 起 给 出 了 将 X 划分 成 m 个 链 的 一 个 链 划 分 。 

现在 ， 考 虑 元素 集合 XX 二 {1，2,，…，n} 的 所 有 子 集 的 偏 序 集 P(X)。 根 据 定理 5. 3. 3， 


PCX)9 的 反 链 的 最 大 大 小 是 最 大 的 二 项 式 系数 (|7|) 。 因 此 ， 根 据 定理 5. 6.2，X 的 所 有 子 集 


的 集合 可 以 被 划分 成 (| 72|) 个 链 。 每 个 链 都 必须 正好 包含 一 个 大 小 为 (|， 72|) 的 子 集 。 现在， 我 
们 说 明 如 何 构造 出 一 个 链 划分 。 一 且 完 成 这 一 工作 ， 我 们 也 就 给 出 了 Sperner 定理 的 另 一 个 
证 明 。 

下 面 是 x 二 1，2，3 时 的 链 划 分 : 














1 一 ]: 

ZG C1{1} 
?一 2 : 

FCC{l}C{1,2} 
{2} 
7 一 3: 
GETC{}CTC{,2 C1{1,2,3) 
{2} C {2,3) 
{3} C (1,3} 


可 以 通过 上 面 给 出 的 {1，2，3) 的 所 有 子 集 的 集合 的 链 划 分 而 得 到 (1，2，3，4} 的 所 有 子 集 
的 集合 的 链 划 分 :我 们 取 每 一 个 含 多 个 子 集 的 链 (前 面 给 出 的 n= 二 3 的 链 都 有 这 个 性 质 ) ， 并 为 
?一 4 构造 两 个 链 。 

(1) 第 一 个 链 是 在 已 经 给 出 的 * 一 3 的 链 的 后 面 再 加 上 把 4 加 到 这 个 链 的 最 后 一 个 子 集 中 而 
得 到 的 集合 ; 

(2) 第 二 个 链 是 把 4 加 到 这 个 链 中 除 最 后 一 个 子 集 之 外 的 所 有 子 集中 《并 删除 最 后 一 个 子 
集 〉 而 得 到 。 


于 是 ， 链 
BTEC{) CTC,2)C (1,2,3} 
变 成 
GEC{C(,2C(,2,3} CC {1,2,3,4} 及 {4} CC {1,4} CC (1,2,4} 

而 链 

{2} CC (2,3} 
变 成 

{2} CC {2,3) CC {2,3,4) 及 {2,4} 

而 链 

{3} C (1,3} 
变 成 





日 原 书 为 “The collection of all subsets of …”， 而 在 后 文中 常用 “the subsets of …”， 还 有 些 地 方 省 去 了 “the sub- 
sets of …”。 为 准确 表述 原文 意思 起 见 ， 我 们 将 统一 译作 “… 的 所 有 子 集 的 集合 ”"， 熟 悉 集 合 知识 的 读者 可 以 把 
它 理解 成 “… 的 知 集 ”。 一 一 译 者 注 
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{3} CC{1,3}C(1,3,4) 及 {3,4) 
4 
因此 ,我 们 得 到 集合 {1，2，3，4) 的 所 有 子 集 的 集合 有 6 二 (| 个 链 的 链 划分 。 在 这 个 二 4 的 


划分 中 的 链 都 有 这 样 的 两 个 性 质 ; 链 中 每 一 个 子 集 含 有 的 元 素 个 数 比 它 前 面 的 子 集 含有 的 元 素 

个 数 多 1〈 当 存在 前 面 的 子 集 时 ) ， 而 且 链 中 第 一 个 子 集 的 大 小 加 上 链 中 最 后 一 个 子 集 的 大 小 等 

于 4。 当 zx 一 1，2，3 时 ， 类 似 的 性 质 也 成 立 。 当 下 面 两 个 条 件 满足 时 ，{1，2，…，z} 的 所 有 子 

集 的 集合 的 链 划 分 是 一 个 对 称 链 划 分 : 
(1) 链 中 每 一 个 子 集 比 它 前 面 的 子 集 的 元 素 个 数 多 1; 
(2) 链 中 第 一 个 子 集 的 大 小 加 上 最 后 一 个 子 集 的 大 小 等 于 n。( 如 果 这 个 链 只 含 一 个 子 集 ， 那 

么 这 个 子 集 既是 第 一 个 子 集 也 是 最 后 一 个 子 集 ， 所 以 其 大 小 的 两 倍 等 于 n; 即 它 的 大 小 是 n/2， 

n 是 偶数 。) 153 
对 称 链 划分 中 的 每 一 个 链 必 须 正 好 含有 一 个 n/2 子 集 (也 正好 含有 一 个 n/2 子 集 ); 因此 ， 

对 称 链 划 分 中 的 链 的 个 数 等 于 





n 7 
(ya 本 (2 
如 前 面 对 x 一 3 的 说 明 那 样 ，{(1，2，…，z} 的 所 有 子 集 的 集合 的 对 称 链 分 解 可 以 递归 地 由 {1， 
2，…，n 一 1) 的 所 有 子 集 的 集合 的 对 称 链 分 解 得 到 。 我 们 取 (1，2，…，z 一 1} 的 所 有 子 集 的 
集合 的 对 称 链 划分 的 每 一 个 链 
AICAC…CA， 其 中 |A| 十 |A| 一 2 一 1 
并 根据 & 一 1 还 是 上 1， 得 到 (1，2，…，z} 的 所 有 子 集 的 集合 的 一 个 或 者 两 个 链 ， 


ACA,C-:…CA,CA,U {n), 其 中 |Al| 十 1A U {x} 一 如 
及 
4U(tN)C…CA4AU(， 其 中 |4A U (人 1 十 14 U{(| = 和 2 





(如 果 & 王 1， 上 面 第 二 个 链 就 不 出 现 。) {1，2，…，z)} 的 每 个 子 集 在 用 这 种 方法 构造 的 刚好 一 
个 链 中 出 现 ， 因 此 最 终 的 链 集合 形成 {1，2,，…，n} 的 所 有 子 集 的 集合 的 一 个 对 称 链 划分 。 
{1，2，…，n) 的 所 有 子 集 的 集合 的 对 称 链 划分 中 链 的 数目 是 


n 
(72)) 
因此 ，{1，2，…，z} 的 所 有 子 集 的 集合 的 反 链 中 子 集 的 数目 至 多 等 于 


( 2 | 


至 此 ， 我 们 给 出 了 Sperner 定理 的 一 个 “构造 式 ” 证 明 。 


5. 7 练习 题 


1. 通过 代 人 由 方程 (5. 1) 给 出 的 二 项 式 系 数 的 值 ， 证 明 帕 斯 卡 公 式 。 
2. 填写 帕斯卡 三 角形 对 应 于 "一 9 和 10 的 两 行 。 
3. 考虑 沿 帕斯卡 三 角形 从 左 向 右上 的 那些 对 角 线 上 的 二 项 式 系 数 的 和 。 其 前 几 个 为 1，1，1 十 1 一 2，1 十 
2 二 3，1 十 3 十 1 一 5，1 十 4 十 3 二 8。 再 多 计算 几 个 这 样 的 对 角 线 的 和 ， 并 确定 这 些 和 的 关系 〈 将 这 些 值 与 
第 1 章 练习 题 4 中 计数 函数 f 的 值 进行 比较 )。 154 





加 这 一 结论 并 非 一 目 了 然 ， 其 证 明 需 要 同时 递归 证 明 对 称 链 划分 的 两 个 性 质 。- 一 一 译 者 注 


96 。 第 5 章 二 项 式 系 数 


. 用 二 项 式 定 理 展 开 (zx 十 y)” 和 (zx 十 y)'，。 

. 用 二 项 式 定理 展开 (2x 一 y)"。 

. 在 (3z 一 2y)* 的 展开 式 中 ，x’y* 的 系数 是 什么 ?zy 的 系数 是 什么 ?” (后 一 问 并 非 排 印 错误 1) 
用 二 项 式 定理 证 明 


-人 


扩展 此 结果 ， 对 任意 实数 > 求 和 


8. 用 二 项 式 定理 证 明 


9. 求 和 
3 1) (re 


10. 使 用 组 合 推理 证 明 恒 等 式 (5. 2) 。 
11. 使 用 组 合 推理 证 明 (以 下 面 形式 给 出 的 ) 恒等式 


(Ce) 
(提示 : 设 S 是 有 三 个 互 不 相同 的 元 素 a，6 和 * 的 集合 ， 计 数 S 的 特定 子 集 的 个 数 。) 


12. 设 是正 整 数 。 证 明 
0 若 n 是 奇数 


Sw) -| 车 n 二 2m 


155 (提示 : 对 nn 二 2m， 考 虑 (一 Xx)"= 二 (1 十 x)” (1 一 x)"” 中 写 ” 的 系数 。) 


13. 求 出 等 于 下 列表 达 式 的 二 项 式 系数 : 


(rss 


14. 证 明 





其 中 > 为 实数 , & 是 整数 且 ~ 关 k。 
15. 证 明 : 对 于 每 一 个 整数 *>1， 有 


(0)-20)+3( tt")=0 
16. 通过 对 二 项 展开 式 积分 ， 证 明 对 正 整数 x， 有 
1+ 记 0)+ 计 t+) 所 4 
17. 利用 (5. 2) 和 5. 3) ， 证 明 前 面 练习 题 中 的 恒等式 。 


18. 求 和 
A 


19. 通过 先 证 明 下 面 的 结果 并 利用 恒等式 (5. 19)， 求 级 数 1 十 2 十 3 十 … 十 mw? 的 和 。 











20. 


21. 


22. 


23， 


24. 


25., 


26. 


27. 


28. 


29. 


30, 
31. 
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求 整数 <，2 和 c， 和 使 得 对 所 有 的 mw 有 


0 


然后 求 级 数 1 十 2 十 3 十 … 十 到 的 和 。 
证 明 : 对 所 有 实数 > 和 所 有 整数 &， 有 


Ce 


证 明 ， 对 所 有 实数 及 所 有 整数 & 和 wm， 有 


ry/m ry/r—k 
(= 人 
一 名 学 生 每 天 都 从 家 步行 到 学 校 ， 学 校 位 于 其 家 以 东 10 个 街区 及 以 北 14 个 街区 处 。 她 总 是 选择 有 24 
个 街区 的 一 条 最 短 的 路 径 。 
(a) 有 多 少 可 能 的 路 径 ? 
5b) 设 在 她 家 以 东 4 个 街区 及 以 北 5 个 街区 处 住 着 她 最 好 的 朋友 ， 她 每 天 都 在 去 学 校 的 路 上 遇见 这 位 
朋友 。 此 时 ， 又 有 多 少 可 能 的 路 径 ? 
(Cc) 此外， 再 在 训 的 央 守 少康 3 个 和 各 以 北 5 个 入 区 各 有 一 全 全国 ， 这 两 个 女孩 每 天 都 停 在 那里 
休息 和 游戏 。 此 时 ， 又 有 多 少 可 能 的 路 径 
(d) 由 于 在 公园 休息 和 游戏 ， 这 两 个 学 生 常 常 上 学 迟到 。 为 避免 公园 的 诱惑 ， 这 两 个 学 生 决 定 不 通过 
公园 所 在 的 那个 街 日 。 现 在 ， 又 有 多 少 可 能 的 路 径 ? 
考虑 一 个 三 维 网 格 ， 它 的 维 数 是 10X15X20。 你 位 于 网 格 的 前 左下 角 ， 并 想 要 到 达 距 离 45 个 “街区 ” 
的 右上 和 角 处 。 存 在 多 少 不 同 的 路 径 使 你 恰好 走 过 45 个 街区 ? 
应 用 组 合 推理 论证 方法 ,证 明 二 项 式 系数 的 范 德 蒙 卷 积 公 式 ， 对 所 有 的 正 整 数 mm ，m。 和 mn， 有 


> (= (全 ™) 
作为 特殊 情形 ， 推 导 恒 等 式 (5. 16)。 
设 n 和 & 是 整数 且 满 足 1 专 & 夺 n。 证 明 


2) (0) 
设 n 和 & 是 正 整数 。 给 出 恒等式 (5. 15) 的 一 个 组 合 推理 证 明 : 
n(n 十 1)2"? 一 ee 人) 
设 n 和 k 是 整数 ， 给 出 下 面 等 式 的 组 合 推理 证 明 : 


寻找 并 证 明 下 面 这 个 数 的 公式 : 

EC) 

其 中 ， 上 式 的 求 和 是 对 所 有 满足 r 十 s 十 :一 n 的 非 负 数 +，s，i 进行 的 。 

证 明 S$ 一 (1，2，3，4} 的 大 小 为 6 的 唯一 反 链 就 是 S 的 所 有 2 子 集 的 反 链 。 

证 明 仅 存在 两 个 S 一 41，2，3，4，5} 的 大 小 为 10 的 反 链 (根据 Sperner 定理 ，10 是 最 大 的 )， 即 S 的 
所 有 2 子 集 的 反 链 和 所 有 3 子 集 的 反 链 。 
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33. 
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35. 


36. 
37, 


38. 
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41. 


42. 


43, 
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45, 
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设 S 是 ”元 素 集合 。 证 明 ， 如 果 ”是 偶数 ， 则 大 小 为 (72] ) 的 唯一 的 反 链 是 所 有 w/2 子 集 的 反 链 ;如 








果 ”是 奇数 ， 则 同样 大 小 的 反 链 是 所 有 2 子 集 的 反 链 和 所 有 21 子 集 的 反 链 。 


2 
构造 (1，2，3，4，5)} 的 所 有 子 集 的 集合 的 对 称 链 划 分 。 
在 把 {1，2，…，n) 的 所 有 子 集 的 集合 划分 成 对 称 链 的 划分 中 ， 有 多 少 个 链 只 有 一 个 子 集 ? 有 两 个 子 
集 ? 有 上 个 子 集 ? 
一 个 脱口 秀 (talk show) 节目 的 主持 人 刚好 有 10 个 新 笑话 。 每 晚 他 都 讲 其 中 的 一 些 笑话 。 最 多 你 能 听 
几 个 晚上 ， 使 得 你 能 够 不 会 在 一 个 晚上 收听 到 另 一 个 晚上 播放 过 的 全 部 笑话 ? 〈 例 如 ， 你 在 一 个 晚上 收 
听 了 笑话 1、2 和 3， 在 另 一 个 晚上 收听 了 笑话 3 和 4， 而 在 第 三 个 晚上 收听 了 笑话 1、2 和 4， 这 是 本 
题 可 以 接受 的 。 但 是 如 果 你 在 一 个 晚上 收听 了 笑话 1 和 2， 而 在 另 一 个 晚上 收听 了 笑话 2， 这 就 不 是 本 
题 可 以 接受 的 。) 
使 用 二 项 式 定 理 和 关系 (1 十 z) 阅 (1 十 z) 闻 一 (1 十 z)m+m ， 证 明 练 习题 25 中 的 恒等式 。 
用 多 项 式 定理 证 明 ， 对 正 整 数 n 和 i 有 
“下 
其 中 ， 求 和 是 对 所 有 mm 十 nz 十 … 十 ni 一 n 的 非 负 整数 解 n; ，ns，…，n 进行 的 。 
应 用 多 项 式 定 理 展开 (xi 二 xz 十 x3)*。 
确定 在 
(十 十 二 十 式 十 ZX) 
的 展开 式 中 ，z?xozxizx3 的 系数 。 
在 下 式 
(zi 一 如 十 2zrs 一 2z)9 
的 展开 式 中 ，ri zxsxi 的 系数 是 什么 ? 
《XTi 十 Zz 十 X33)" 二 《zi 十 x) 十 
然后 使 用 二 项 式 定理 展开 (xi 十 zz 十 x3)"。 
通过 组 合 推理 论证 ， 证 明 恒 等 式 (5. 21)。 提示: 考虑 重 数 分 别 为 mn ，nz ，…，n 的 上 种 不 同类 型 对 
象 的 多 重 集合 的 排列 。 按 照 在 第 一 个 位 置 上 的 对 象 类 型 划分 这 些 排列 。) 
通过 对 n 施 归 纳 法 证 明 ， 对 于 正 整数 "7， 有 


Sy 


1 加 ”jz 
a = > 大 *, |z|<1 





假设 

] > 

Tp 2 |z| <1 

成 立 。 
证 明 

( n ) 一 D" ngtns 一 (— 3)” 

: 1 ng ts = ni17273 

其 中 ， 求 和 是 对 所 有 ni 十 nz 十 ;二 n 的 非 负 整 数 解 进行 的 。 
证 明 


(Dem =o 


可 ng tng Fg =n TH1 T2713 724 


其 中 ， 求 和 是 对 十 nz 十 ni 十 m4 二 的 所 有 非 负 整数 解 进行 的 。 


46. 
47. 
48. 


49. 


50. 


51. 
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用 牛顿 二 项 式 定理 近似 计算 V30。 

用 牛顿 二 项 式 定理 近似 计算 10”。 

利用 定理 5. 6. 1 证明， 如果 m 和 是 正 整数 ， 那 么 mn 十 1 个 元 素 的 偏 序 集 有 一 个 大 小 为 m 十 1 的 链 或 
大 小 为 x 十 1 的 反 链 。 

利用 上 题 的 结果 证 明 ，mn 十 1 个 实数 的 序列 或 者 含 长 度 为 m 十 1 的 递增 子 序 列 ， 或 者 含有 长 度 为 "十 1 
的 递减 子 序列 ( 见 2. 2 节 的 应 用 9) 。 

考虑 由 “可 被 … 整 除 ”确定 的 偏 序 在 集合 X 一 {1，2，…，12} 上 的 偏 序 集 (X，| ) 的 前 12 个 正 整数 。 
(a) 确定 最 大 大 小 的 链 和 将 X 划分 成 最 小 数目 的 反 链 的 划分 。 

(b) 确定 最 大 大 小 的 反 链 和 将 X 划分 成 最 小 数目 的 链 的 划分 。 

设 R 和 S 是 同一 集合 X 上 的 两 个 偏 序 。 把 R 和 S 考虑 为 XXXX 的 子 集 ， 假 设 RES 但 R 关 S。 证 明 : 存 
在 一 个 序 对 (p，q)， 其 中 (p,q)E5S 但 (p,q) FR, 使 得 R' 一 RU{Cp，q)) 也 是 集合 X 上 的 偏 序 。 
通过 例子 证 明 ， 不 是 每 一 个 这 样 的 “pp，g) 都 使 R' 成 为 X 上 的 偏 序 。 
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容 斥 原理 及 应 用 








在 这 一 章 ， 我 们 将 导出 一 个 非常 重要 的 计数 公式 一 一 容 斥 原理 。 回 忆 一 下 加 法 原理 ， 它 给 出 
了 在 集合 间 不 相交 《〈 即 这 些 集合 确定 一 个 划分 ) 的 情况 下 计数 并 集中 对 象 个 数 的 公式 。 容 斥 原理 
则 给 出 最 一 般 情形 下 的 计数 公式 ， 而 对 集合 之 间 是 否 相交 没有 限制 。 这 个 公式 一 定 会 更 复杂 些 ， 
但 是 因此 它 也 有 着 更 广泛 的 应 用 。 我 们 给 出 它 的 几 个 应 用 ,特别 是 对 有 禁止 位 置 的 排列 计数 的 
应 用 。 我 们 还 针对 被 称 为 莫 比 乌 斯 (Mabius) 倒置 的 一 般 偏 序 集 ， 导 出 容 斥 原理 的 一 个 扩展 。 


6. 1 容 斥 原理 


在 第 3 章 ， 我 们 已 经 见 到 过 几 个 例子 ， 在 那里 对 集合 中 对 象 个 数 的 间接 计数 要 比 对 这 些 对 象 
的 直接 计数 容易 ， 即 利用 减法 原理 。 现 在 ， 我 们 给 出 两 三 个 例子 。 

例子 “计数 (1，2，…，?} 的 排列 aza… 和 za 中 1 不 在 第 一 个 位 置 上 的 那些 排列 的 数目 〈 即 坟 关 DD)。 

我 们 可 以 通过 观察 直接 计数 ， 其 方法 就 是 按照 从 (2，3，…，zj} 中 选 出 n 一 1 个 整数 中 哪个 
& 进 入 到 第 一 个 位 置 ， 把 1 不 在 第 一 个 位 置 的 排列 分 成 n 一 1 个 部 分 。A 在 第 一 个 位 置 上 的 一 个 排 
列 由 & 后 跟着 集合 (1，…，A 一 1，&A 十 1，…，?} 的 一 个 (n 一 1) 元 素 排列 组 成 。 因 此 ，A 在 第 
一 个 位 置 上 的 (1，2，…，z)} 的 排列 个 数 是 (n 一 1)!。 根 据 加 法 原理 ，1 不 在 第 一 个 位 置 上 的 
排列 个 数 等 于 (xn 一 1)，(n 一 1)1! 

另外 ， 也 可 以 使 用 减法 原理 来 计数 : 我 们 看 到 集合 {1，2，…，n}) 的 1 在 第 一 个 位 置 上 的 
排列 个 数 等 于 {2，3，…，n) 的 排列 个 数 。 因 为 {1，2，…，n) 的 总 排列 个 数 等 于 nn!。 所 以 1 
不 在 第 一 个 位 置 上 的 排列 个 数 等 于 zl 一 (xn 一 DD! 二 (xn 一 1)，(n 一 1)1。 口 

例子 ”计数 1 到 600 之 间 不 能 被 6 整除 的 整数 个 数 。 

我 们 可 以 利用 减法 原理 做 此 计数 如 下 。 因 为 每 连续 6 个 整数 的 第 6 个 整数 都 能 被 6 整除 ， 所 
以 1 到 600 之 间 能 被 6 整除 的 整数 个 数 为 600/6=100。 因 此 ，1 到 600 之 间 不 能 被 6 整除 的 整数 
个 数 是 600 一 100 王 500 个。 口 

减法 原理 是 容 斥 原理 的 最 简单 示例 。 我 们 将 用 一 种 便于 应 用 的 方式 陈述 容 斥 原理 。 

正如 减法 原理 的 第 一 个 扩展 那样 ， 设 S 是 对 象 的 有 限 集合 ， 且 P 和 P: 是 S 中 每 一 个 对 象 
有 或 者 没有 的 两 个 “性 质 ”。 我 们 希望 计数 S 中 既 不 具有 性 质 P, 也 不 具有 性 质 P; 的 对 象 个 数 。 
扩展 减法 原理 其 内 在 的 理由 ， 我 们 就 可 以 完成 这 一 计数 : 首先 计数 S 中 的 所 有 对 象 ， 然 后 排除 
具有 性 质 Pi 的 所 有 对 象 ， 再 排除 具有 性 质 P 的 所 有 对 象 ， 注意 此 时 我 们 已 经 把 既 有 性 质 P, 又 
有 性 质 P; 的 对 象 排 除了 两 次 ， 因 此 ， 再 重新 加 入 这 样 的 对 象 一 次 。 我 们 可 把 这 一 描述 用 符号 表 
示 出 来 : 设 Al 是 S 中 具有 性 质 己 , 的 对 象 组 成 的 子 集 ，A; 是 S 中 具有 性 质 P; 的 对 象 组 成 的 子 
集 。 于 是 ，A, 由 S 中 不 具有 性 质 P, 的 对 象 组 成 ， 而 A; 由 S 中 不 具有 性 质 P; 的 对 象 组 成 。 集 合 
Ai 门 4A; 是 那些 既 不 具有 性 质 已 也 不 具有 性 质 P; 的 对 象 。 于 是 ， 我 们 有 

[ANA|=|S| 一 4 一 AT+TIAnAI (6. 1) 

我 们 如 下 给 出 (6. 1) 的 形式 证 明 。 因 为 (6. 1) 的 左边 计数 了 S 中 既 不 具有 性 质 P, 也 不 具 
有 性 质 已 的 对 象 个 数 ， 所 以 可 以 这 样 完成 这 个 证 明 ， 只 需 证 明 一 个 既 不 具有 性 质 已 又 不 具有 
性 质 P: 的 对 象 都 给 等 式 右边 净 贡 献 1， 而 其 他 每 一 个 对 象 给 等 式 右边 净 贡 献 0。 如 果 x 是 一 个 既 








第 6 章 容 斥 原理 及 应 用 '， 101 


不 具有 性 质 已 又 不 具有 人 性质 已 的 一 个 对 象 ， 那 么 它 是 S 的 对 象 ， 但 不 是 A, 的 对 和 象 也 不 是 A， 
的 对 象 ， 当 然 它 也 不 是 Al 门 As 的 对 象 。 因 此 ， 它 对 等 式 右边 净 贡 献 
1 一 0 一 0 十 0 二 1 
如 果 zz 只 有 性 质 Pi;， 那么 它 对 右边 净 贡 献 
1 一 1 一 0 十 0 一 0 
而 如 果 它 只 有 性 质 P: ， 则 它 对 右边 净 贡 献 
1 一 0 一 1 十 0 一 0 
最 后 ， 如 果 工 同时 具有 性 质 忆 和 已 ,那么 它 对 (6.1) 式 右边 净 贡 献 
1 一 1 一 1] 十 1 二 0 
因此 ,等 式 (6. 1) 的 右边 也 计数 了 S 中 的 那些 既 不 具有 性 质 P, 也 不 具有 性 质 已 : 的 对 象 个 数 。 
我 们 可 以 把 关联 两 个 性 质 的 容 斥 原理 扩展 到 关联 任意 多 个 性 质 的 容 斥 原理 。 设 已 ，P: ，…， 
P 是 S 的 对 象 所 涉及 的 m 个 性 质 ， 并 设 
A; 二 {zx:X 属 于 S 和 且 xz 具有 性 质 P;}) (i== 1,2,"…,m) 
是 S 的 具有 性 质 P;( 也 可 能 还 具有 其 他 一 些 性 质 ) 的 对 象 构成 的 子 集 。 那么 A; 门 A; 是 同时 具有 
性 质 P; 和 P;〈 可 能 还 具有 其 他 一 些 性 质 ) 的 对 象 的 子 集 ，A 门 Aj 们 A 是 同时 具有 性 质 P,，P， 
和 P; 的 对 象 的 子 集 ， 依 此 类 推 。 不 具有 任何 性 质 的 对 象形 成 的 子 集 则 是 A 门 As 门 … 门 A,,。 容 
斥 原 理 说 的 就 是 如 何 通 过 计数 具有 性 质 的 对 象 来 计数 上 面 这 个 集合 中 的 对 象 个 数 。 因 此 ， 在 这 
种 意义 下 ， 容 斥 原 理 “ 颠 倒 ” 了 计数 过 程 。 
定理 6.1.1 集合 S 中 不 具有 性 质 Pl，P;，…， 了, 的 对 象 个 数 由 下 面 的 交错 表达 式 给 出 : 
1A， 门 A， 站 … NM A,| =|S| 一 >， |A.,| 十 >， | A， NA,| 一 >， | A， NA, NM A | 
十 一 十 (一 DD"|Ai 门 As 门 … 门 A,| (6. 2) 
其 中 ， 第 一 个 和 对 {1， 2，-…，714} 的 所 有 1 子 集 {2} 求 和 ， 第 二 个 和 对 {1， 2，……， m} 的 所 
有 2 子 集 {i,j} 求 和 ， 第 三 个 和 对 {1，2，…，m) 的 所 有 3 子 集 (i，j, 有 }) 求 和 ， 一 直 进 行 
下 去 ， 直 到 第 m 个 和 是 对 {1，2，…，m} 的 所 有 m 子 集 求 和 ， 这 个 m 子 集 只 有 一 个 ， 就 是 原 
来 的 集合 本 身 。 
如 果 mm 一 3，(6. 2) 变 为 
IANANA|=|IS|— dA It+|A:|+1A:|) 
+(|ANA:|+|IA NA:|+|A, NA,|) 
| A， NN As Nn A: | 
注意 ， 上 式 右 边 有 1 十 3 十 3 十 1 二 8 项。 如 果 mx 二 4， 则 (6. 2) 变 成 
[IANANMANA|=ISI— dh | 14:| 十 14:| 十 |4|) 
二 (4 人 nal+lanal+lanal 
+|AiNAsl+|iA NA |+|A: NAl) 
(ANANAIT+IANANA 
+|iA NA NA I+IA:N A: NA|) 
+|ANA: NA NA 
在 这 种 情况 下 ， 右 边 共 有 1 十 4 十 6 十 4 十 1 二 16 项 。 在 一 般 情 形 下 ， 等 式 (6. 2) 右边 的 项 数 为 


(oO (a ls) 


定理 6. 1. 1 的 证 明 等 式 (6.2) 左边 计数 了 S 中 不 具有 任何 性 质 的 对 象 的 个 数 。 正 如 我 们 
对 特殊 情况 m= 二 2 的 证 明 那 样 ， 完 成 这 个 等 式 的 证 明 只 需 证 明 不 具 性 质 Pl，P;，…，P, 中 任何 
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一 个 性 质 的 对 象 对 这 个 等 式 的 右边 的 净 贡 献 是 1， 而 至 少 具有 其 中 一 条 性 质 的 一 个 对 象 的 净 贡 献 
则 是 0。 首先 ， 设 对 象 x 不 具有 任何 一 条 性 质 。 它 对 6. 2) 右边 的 贡献 是 

1 一 0 十 0 一 0 十 … 十 (一 1)*0=1 
这 是 因为 它 在 S 中 但 不 在 其 他 集合 中 。 现 在 考虑 恰好 有 n>1 条 性 质 的 对 象 y。y 对 |S | 的 贡献 是 
1=(°). 因为 y 正 好 及 n 条 性 质 ， 因 此 它 也 是 A!，As，…，A, 中 恰好 个 集合 的 成 员 ， 它 对 
> | A, | 的 贡献 为 = (0). 因为 我 们 可 以 以 (”) 种 方式 选择 一 对 性 质 y， 而 且 y 正 好 是 形式 为 A, 门 A, 
的 那些 集合 中 ”) 个 集合 的 成 员 ， 因此 , y 对 站 1A.NA, | 的 贡献 是 (”)。 同 理 , y 对 3 |An 


A A | 的 贡献 是 (”)， 依 此 类 推 。 于 是 ，y 对 式 6. 2) 右边 的 净 贡 献 是 
(re 
(Ge 


这 是 因为 nm， 且 如 果 A>m 则 (7)=0. 根据 等 式 5.4)， 最 后 的 表达 式 等 于 0， 因 此， 如 果 
y 至 少 具有 一 个 性 质 ， 那 么 它 对 式 (6. 2) 右边 的 净 贡 献 是 0。 口 


164 定理 6. 1. 1 给 出 了 求 任意 相交 的 集合 的 并 集中 对 象 个 数 的 公式 。 


推论 6. 1.2 集合 S 中 至 少 具 有 性 质 P1，P,，…，P, 之 一 的 对 象 个 数 由 下 式 给 出 : 
[IAUAU--UA|=21A DANA+TOIANA NA 一 … 
+( 一 DANAN-.-.N A,l (6. 3) 
其 中 求 和 的 含义 如 定理 6.1.1 中 所 示 。 
证 明 集合 A, UA;U…UA, 由 S 中 至 少 具有 一 个 性 质 的 那些 对 象 组 成 。 而 且 有 
[AUAU-.…UA,|=|1Si—|1AUAU-.…UA,| 





因为 已 知 





A UA, U 机 UA, 一 Al NA, NN 门 A。 
所 以 有 
[AUAU…UA,l=|1S|— 1A NA,N-:…NA, 

把 这 个 等 式 与 等 式 〈6. 2) 结合 起 来 ， 我 们 得 到 等 式 (6. 3) 。 口 

例子 求 从 1 到 1000 之 间 不 能 被 5，6 和 8 整除 的 整数 个 数 。 

为 解决 这 个 问题 ， 我 们 引入 一 个 概念 。 对 于 一 个 实数 r,， | ~j 代 表 不 超过 > 的 最 大 整数 。 此 
外 ， 将 两 个 整数 a, 5 或 三 个 整数 a，5，c 的 最 小 公 售 数 简 记 为 rm{ae，2) 或 lem{a,， b,c)}。 设 
P, 表示 能 被 5 整除 的 性 质 ，P。 表示 能 被 6 整除 的 性 质 ，P 表示 能 被 8 整除 的 性 质 。 设 S 是 由 前 
1000 个 正 整数 组 成 的 集合 。 对 于 i 二 1，2，3, 设 A; 是 S 中 那些 具有 性 质 P; 的 整数 组 成 的 集合 。 
我 们 希望 求 出 A, 门 A; 门 A; 中 的 整数 个 数 。 

我 们 首先 看 到 





昌 这 是 德 ， 摩根 (DeMorgan) 法 则 之 一 。 
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000 |= 125 


|A; | =| 8 


集合 Ai 门 A 中 的 整数 可 同时 被 5 和 6 整除 。 但 一 个 整数 能 够 同时 被 5 和 6 整除 当 且 仅 当 它 能 被 
lem{5，6) 整除 。 因 为 cm{5，6)= 二 30，lcem{5，8} 二 40，lcem{6，8) 二 24， 所 以 我 们 看 到 


14 NA,| 一 2 | 


30 二 33 


| 
[A NA -=| |= 25 
| A， NA;| =| 


因为 lem{5，6，8} 二 120， 所 以 


IANANAl = |-8 


因此 ,根据 容 斥 原理 可 知 ， 在 1 到 1000 之 间 不 能 被 5，6 和 8 整除 的 整数 个 数 等 于 
IA.N A, NM A,| = 1000— (200 二 166 二 125) 十 (33 十 25 十 41) 一 8 
一 600 














例子 ”字母 
M,A,T,H,I,S,F,U,N 
的 排列 中 有 多 少 排列 使 得 单词 MATH，IS 和 FUN 都 不 作为 连续 字母 出 现在 排列 之 中 ? (例如 ， 
排列 MATHISFUN 是 不 许可 的 ， 排 列 INUMATHSF 和 ISMATHFUN 也 都 不 允许 。) 
我 们 应 用 容 斥 原理 (6.2)。 首 先 ， 把 集合 S 当 作 是 给 定 的 9 个 字母 的 所 有 排列 的 集合 。 于 
是 , 设 P, 是 S 排列 中 包含 单词 MATH 作为 连续 字符 的 性 质 ，P 是 包含 单词 IS 作为 连续 字符 的 
性 质 ，P, 是 包含 单词 FUN 作为 连续 字符 的 性 质 。 对 于 i 二 1，2，3, 设 A; 为 S 中 满足 性 质 书 ,的 
那些 排列 的 集合 。 我 们 希望 求 出 Al 门 A; 门 A 中 的 排列 个 数 。 
我 们 有 1S| = 二 9! ==362 880。A, 中 的 排列 可 以 看 成 6 个 符号 
MATH,I,S,F,U,N 
的 排列 ， 即 把 MATH 看 成 是 一 个 符号 。 因 此 
|Ai| = 61 = 720 
类 似 地 ，A: 中 的 排列 是 8 个 符号 
M,A,T,H,IS,F,U,N 
的 排列 (把 IS 看 成 是 一 个 符号 ) ， 因 此 
|A;| = 8! = 40 320 
而 A 中 的 排列 是 7 个 符号 
M,A,T,H,I,S,FUN 
的 排列 ， 因 此 
|A;| = 71= 5040 
AmnA: 中 的 排列 是 5 个 符号 
MATH,IS,F,U,N 
的 排列 ，A, 门 A;, 中 的 排列 是 4 个 符号 
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MATH,I,S,FUN 
的 排列 ， 而 A; 门 A 中 的 排列 是 6 个 符号 
M,A,T,H,IS,FUN 
的 排列 ， 因 此 ， 我 们 有 
IANA|=5!=120, |ANMA|=4!=24, |A, 站 MA;| = 6!=720 
最 后 ，Al 门 A; 门 4A; 由 三 个 符号 MATH，IS，FUN 的 排列 组 成 ， 于 是 
IANANMA I=3!1=6 
代入 到 (6. 2) 中 ， 得 到 
[A NA, NA;| = 362880—720—40320 一 5040 十 120 十 24 十 720 一 6 
= 317 658 口 
在 后 面 各 节 中 ， 我们 将 考虑 容 斥 原理 对 某 些 更 一 般 问 题 的 应 用 。 下 面 这 些 容 斥 原理 的 特殊 
情况 很 有 用 : 
假设 在 容 斥 原理 中 出 现 的 集合 A 门 4。 1… 人 站 Ai 的 大 小 仅 依 赖 于 & 而 不 依赖 于 在 交集 中 使 
用 了 哪个 集合 。 因 此 ， 就 存在 常数 mw，aw ，u ，…，om 使 得 


Qo 一 | S| 
a=|A|=|A,|=.…= |A,| 
oa 一 AP 站 al = = |A. NA, 


oa 一 |4 nnA， N A; | 一 “” 一 14A。， NA. NN A,l 


am 一 | A， NN A: NN 门 A。| 
在 这 种 情况 下 ， 容 斥 原理 可 以 简化 成 


[RNRNEND = (et = 一 (ja + 
+ OD (et t+ Dre, (6. 4) 


这 是 因为 在 容 斥 原理 中 出 现 的 第 上 个 求 和 包含 (个 被 加 数 ， 且 每 个 都 等 于 a。 


例子 在 0 到 99 999 之 间 有 和 多少 含有 数字 2，5 和 8 的 整数 ? 

设 S 是 0 到 99 999 之 间 的 整数 集合 。S 中 的 每 个 整数 都 有 5 个 数字 ， 包括 可 能 的 一 些 前 导 0 
(于 是 ,我 们 可 以 把 S 中 的 整数 看 成 是 每 个 数字 是 0，1，2，…，9 的 多 重 集合 的 5 排列 ， 而 其 中 
每 一 个 数字 的 重 数 是 5 或 者 更 大 ) 。 设 已 是 一 个 整数 不 包含 数字 2 的 性 质 ，P; 是 一 个 整数 不 包 
含 数字 5 的 性 质 ，P， 是 一 个 整数 不 包含 数字 8 的 性 质 。 对 于 i 二 1，2，3, 设 A,; 是 5 中 具有 性 质 
P; 的 整数 的 集合 。 我 们 希望 计算 出 Ai 站 A: 站 4A, 中 整数 的 个 数 。 

利用 上 一 个 例子 的 记 法 ， 我 们 有 


ao 一 107 
al 一 95 
oz 一 8 
aa 一 7: 


例如 ,在 0 一 99 999 之 间 不 含 数字 2 并 且 不 含 数字 5 的 整数 个 数 〈 即 集合 14, 站 4* | 的 大 小 ) 等 于 
多 重 集合 
{5°0,5.1,5. 3,5.4,5. 6,5.7,5.8,5.9} 
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的 5 排列 的 数 且 ， 这 个 集合 包含 8 个 符号 ， 每 一 个 符号 的 重 数 是 5， 所 以 它 的 5 排列 的 数目 等 于 
85。 根 据 (6. 3〉 可 知 ， 我 们 得 到 的 答案 是 
105 一 3X 和 十 3X8 一 75 口 





6.2 带 重复 的 组 合 
在 2.3 节 和 2.5 节 中 ,我 们 已 经 证 明了 >) 个 不 同 元 素 的 集合 的 > 子 集 的 数目 为 


n\ nl 
()= A 


并 已 证 明 具 有 《种 不 同 对 象 且 每 种 对 象 都 有 无 限 重 数 的 多 重 集合 的 7 组合 的 个 数 等 于 
(人 ) 

在 这 一 节 ， 我们 利用 上 面 的 公式 与 容 斥 原理 的 联系 ， 指 出 它 给 出 了 寻找 元 素 重 数 没 有 限制 的 多 
重 集合 的 +r 组合 的 数目 的 方法 。 

设 本 是 多 重 集合 , 而 x 是 芽 中 某 种 类 型 的 对 象 ， 其 重 数 大 于 r。 丁 的 r 组 合 数 和 且 等 于 这 样 的 
一 个 多 重 集合 的 r 组 合 数目 : 即 把 荆 中 xz 的 重 数 换 成 + 而 得 到 的 多 重 集合 。 之 所 以 可 以 这 样 做 是 
因为 工 的 > 组 合 中 z 被 使 用 的 次 数 不 可 能 超过 ~。 因 此 ， 重 数 大 于 -的 任意 重 数 都 可 以 用 > 代替 。 
例如 ， 多 重 集合 (3。c，co .8，6. rc，10 .dco.e} 的 8 组 合 的 数目 与 多 重 集合 (3。a， 
8.b 6.c，8.cd，8.e 的 8 组 合 的 数目 相同 。 因 此 ， 概 括 说 ， 我 们 已 经 把 多 重 集 合 IT 一 (mm ，a， 
nz* qs，"…，m*ax} 的 -~ 组合 的 数目 确定 为 两 个 “极端 ”的 情况 : 

(1) 站 一 凡 一 … 一 取 二 1 和 ( 即 工 是 一 个 集合 ) 

(2) =n = mr 
我 们 将 解释 如 何 使 用 容 斥 原理 去 求解 其 余 情 况 。 尽 管 我 们 举 的 是 一 个 特殊 的 例子 ,但 是 很 清楚 ， 
该 方法 对 于 一 般 的 情形 仍然 有 效 。 

例子 ”确定 多 重 集 合 T= 二 {3，a，4，b，5。c} 的 10 组 合 的 数目 。 

我 们 将 把 容 斥 原理 应 用 到 多 重 集合 T 二 {co，a，co。b，co，c) 的 所 有 10 组 合 的 集合 S 
上 。 设 Pi 是 T* 的 10 组 合 中 a 出 现 多 于 3 次 的 性 质 ，P, 是 T* 的 10 组合 中 5 出 现 多 于 4 次 的 性 
质 ，P; 是 T'* 的 10 组合 中 cc 出现 多 于 5 次 的 性 质 。 此 时 , 丁 的 10 组 合 的 数目 就 是 全 的 10 组 合 
中 不 具有 性 质 已 ，P; ，P; 的 那些 10 组 合 的 数目 。 同 样 , 设 A; 由 T'* 的 10 组合 中 不 具有 性 质 
P,(i 二 1，2，3) 的 那些 10 组 合 组 成 。 我 们 希望 确定 集合 A 门 As 门 As 的 大 小 。 根 据 容 斥 原理 ， 


IA.NANA)=|IS|—dA|+|A|+1A:|) 
+(|ANAI+IA NA,|+|A, NA,l) 
—|A, NN A: NA,l 
根据 定理 2. 5. 1， 


104+3—1, /12 
ISI = 人 )=( )= 66 
10 10 


集合 A, 是 由 荆 " 的 10 组 合 当 中 至 少 出 现 4 次 的 那些 组 合 组 成 的 。 如 果 从 4, 中 取出 任意 这 样 的 
一 个 组 合 ， 并 去 掉 其 中 的 4 个 a， 那 么 就 得 到 一 个 五 的 6 组 合 。 反 之 ， 如 果 取 出 五 的 一 个 6 组 
合并 往 其 中 加 入 4 个 a， 那么 就 得 到 TT' 的 一 个 10 组 合 ， 而 在 这 个 10 组 合 中 a 至 少 出 现 4 次 。 这 
样 ，A, 中 的 10 组 合 的 个 数 等 于 位 的 6 组 合 的 个 数 。 因 此 


A (= 


)=28 
6 6 
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类 似 地 ，4: 中 的 10 组 合 的 数目 等 于 T* 的 5 组 合 的 数目 ， 而 As 中 的 10 组 合 的 数目 等 于 了 "的 4 
组 合 的 数目 。 因 此 
5+3—1, /7 4 十 3 一 1\、 /6 
[4 | -| 5 = (5)=2 ， 4| -| 4 )= (1)=» 
集合 Ail 门 A 是 由 T'* 的 10 组 合 中 a 至少 出 现 4 次 且 4 至 少 出 现 5 次 的 那些 10 组 合 组 成 的 。 如 果 
从 这 些 10 组 合 中 去 掉 4 个 a 和 5 个 5»， 则 剩 下 T* 的 1 组 合 。 反 之 ， 如 果 往 全" 的 1 组合 中 添加 4 
个 a 和 5 个 6， 就 得 到 一 个 10 组 合 ， 在 该 组 合 中 ，a 至 少 出 现 4 次 且 45 至少 出 现 5 次 。 这 样 ,在 
Ai 门 A; 中 的 10 组 合 的 数目 等 于 五 的 1 组 合 的 数目 ， 从 而 
1T3-1、 /3 
mn41 ( 1 )= (1)=3 
可 以 用 类 似 的 方式 推导 出 4, 门 A, 中 的 10 组 合 的 数目 等 于 TT' 的 0 组 合 的 数目 ,而且 , 在 A; 门 A 
中 没有 10 组 合 。 因 此 


Anal 人- 的- 


.及 


14 mA:|=0 
还 有 
IANANA|=0 
将 所 有 这 些 结果 放 到 容 斥 原理 中 ， 得 到 
14na4nah|l=66 一 (28 十 21 十 15) 十 (3 十 1 十 0) 一 0 一 6 
(我 们 也 许 要 说 “所 有 这 些 工作 都 仅仅 是 为 了 这 六 个 组 合 ”， 而 不 是 “所 有 那些 组 合 ”。 你 能 够 列 
出 这 六 个 10 组 合 吗 ?) 口 
在 定理 2. 5. 1 的 证 明 中 ,我 们 已 经 指出 了 r 组 合 与 方程 的 整数 解 之 间 的 关联 。 多 重 集合 (mm 。 
qn2*azs，…， nn*。as:) 的 > 组 合 的 数目 等 于 方程 
Zi 十 2z 十 …… 十 .一 了 
(OO 和 mn 和 za (一 1，2，…， 包 ) 的 整数 解 的 数目 。 因 此 这 些 解 的 数目 可 以 用 刚刚 解释 的 方法 来 计算 。 
例子 满足 


的 方程 
XI 十 Xz 十 X33 十 x 一 18 
的 整数 解 的 数目 是 多 少 ? 
我 们 引入 一 些 新 变量 
y=X1l, =z 二 2, =X, N=X3 
这 样 方程 变 为 
WN 十 yy 十 y 十 y1 二 16 (6. 5) 
关于 zi 的 不 等 式 成 立 当 且 仅 当 
O04, O&K%E6, O&K, OSE6 
设 S 是 方程 6. 5) 的 所 有 非 负 整数 解 的 集合 。S 的 大 小 为 
16 十 4 一 1 19 
ls| = ( 16 )= (16)= 2% 
设 P 是 yy 之 5 的 性 质 ，P 是 y 之 7 的 性 质 ，P; 是 y, 之 6 的 性 质 ，P, 是 y, 之 7 的 性 质 。 设 A 表 
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示 S 中 满足 性 质 P;(i 二 1]，2，3，4) 的 解 组 成 的 子 集 。 我 们 想 要 计算 集合 Al 门 Ai 门 A; 门 A 的 大 
小 ， 根 据 容 斥 原理 ,集合 A! 由 S 中 满足 y 之 5 的 解 组 成 。 作 变量 代 换 (zi 一 y 一 5，zz 二 yz， 
ZY Gy ), 我 们 看 到 ， Al 的 解 的 个 数 与 

zl 十 2 十 思 十 习 一 11 
的 非 负 整数 解 的 个 数 相 同 。 因 此 
14 


1 = fa 


)= 364 
以 类 似 的 方式 得 到 
12 13 12 
41 = (s)= 220; An 9 
集合 A NA, 是 由 S 中 满足 Yl 之 5 和 入 这 7 的 那些 解 组 成 的 。 进行 变量 代 换 (WO—=y 0, w= ye 
7, w=—=y, uy), 我 们 看 出 ，Al 门 A; 的 解 的 个 数 与 
机 十 ww 十 ww 十 二 4 


)= 286， 1A,| = ( )= 220 





的 非 负 整数 解 的 个 数 相同 。 因 此 
7 
ANAl = ( )=35 
以 类 似 的 方式 得 到 


8 


IANAI=(, 


)=56, IANA|= (1)=3s 
[a NA = (0)=20, 14A, mA =- (,)=10 
ANAl= (,)=2 


集合 A1，A;，A，，A 中 任意 三 个 的 交 都 是 空 集 。 应 用 容 斥 原理 得 到 
|Al 门 A; Nn AN Al = 69— (364 二 220 二 286 十 220) 十 (35 十 56 十 35 十 20 十 10 十 20) 
一 55 口 





6.3 错位 排列 


在 一 个 聚会 上 ，10 位 绅士 查看 他 们 的 帽子 。 有 多 少 种 方式 使 得 这 些 绅士 中 没有 人 能 够 拿 到 
他 们 来 时 所 戴 的 帽子 ? V-8 发 动机 的 8 个 火花 塞 从 汽缸 中 被 取出 清洗 。 有 多 少 种 方式 能 够 将 它们 
放 回 到 汽 和 中 使 得 没有 火花 塞 重 新 被 放 回 到 原先 被 取出 时 的 汽 和 ?有 多 少 种 方法 能 够 将 字母 M， 
A, D, I，S，0O，N 写 出 , 使 得 所 拼 的 “单词 ”与 单词 MADISON 的 拼写 在 下 述 意 义 上 完全 不 
同 , 没有 字母 占据 与 它 在 单词 MADISON 中 占据 的 位 置 相同 ? 这 些 问题 中 的 每 一 个 都 是 下 面 一 
般 问题 的 一 个 具体 实例 。 

给 定 n 元 素 集 合 X， 它 的 每 一 个 元 素 都 有 一 个 特定 的 位 置 ， 而 现在 要 求 求 出 集合 XX 的 排列 
中 没有 一 个 元 素 在 它 指 定位 置 上 的 排列 的 数目 。 在 第 一 个 问题 中 ， 集 合 X 是 10 顶 帽 子 的 集合 ， 
而 一 项 帽子 的 指定 位 置 就 是 它 所 归属 的 绅士 〈 的 头 )。 在 第 二 个 问题 中 ，X 是 火花 塞 的 集合 ， 而 
火花 塞 的 位 置 就 是 容纳 它 的 汽 币 。 在 第 三 个 问题 中 ，X=(M，A，D，I，S，O，N) ， 而 字母 的 
位 置 就 是 由 单词 MADISON 所 指定 的 位 置 。 

因为 对 象 的 实际 性 质 与 讨论 不 相干 ， 所 以 我 们 可 以 取 X 为 集合 {1，2,，…，n}， 其 中 每 个 
整数 的 位 置 都 由 它们 在 序列 1，2，…， 7 中 的 位 置 确定 。 {1，2，…，n} 的 一 个 错位 排列 〈de- 
rangement) 是 {1，2，…，n} 的 一 个 排列 io0…i,， 使 得 吉隆 1， 志 隆 2，…， 霹 隆 n。 因 此 ，{1， 
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2，…，n} 的 一 个 错位 排列 是 {1 ，2，…，n) 的 一 个 排列 az…z， 在 这 个 排列 中 没有 整数 是 在 
其 自然 位 置 上 : 
2 天 1] 1 天 2 z nn 
用 D, 表示 {1，2，…，n} 的 错位 排列 的 数目 。 上 述 几 个 问题 就 是 要 相应 地 求 出 De，Ps 和 
D; 的 值 。 对 于 mn 二 1， 没 有 错位 排列 。 对 于 n= 二 2， 唯 一 的 错位 排列 是 2 1。 对 于 n 二 3 有 两 个 错位 
排列 ， 即 231 和 312。 而 zx 一 4 时 的 错位 排列 则 可 列 出 如 下 : 











2143 3142 4123 
2341 3412 4312 
2413 3421 4321 








因此 ， 我 们 有 D,=0, D,=1,， D;=2, 已 一 9。 
容 斥 原理 使 得 可 以 得 到 错位 排列 的 数目 D, 的 公式 。 
定理 6.3. 1 对 于 n 宇 1， 


D, =n!(1 





十 十 冯 一 部 二 “十 (一 DD" 击 ) 

证 明 设 S 是 和，2，…,，n) 的 全 部 n! 个 排列 的 集合 。 对 7 二 1，2，…，n， 设 PP; 是 一 
个 排列 中 j 在 它 的 自然 位 置 上 的 性 质 。 因 此 {1，2,，…，n) 的 排列 ii 具有 性 质 已 ， 假 设 
二 j。{1，2,，…，n) 的 一 个 排列 是 一 个 错位 排列 当 且 仅 当 它 不 具有 性 质 已 ， 已 ，…， 已 , 中 
的 每 一 条 性 质 。 设 A; 表示 {1，2，…，n) 的 具有 性 质 P; (j= 二 1，2,，…，n) 的 排列 的 集合 。 
{1，2，…，n) 的 错位 排列 正 是 4 门 A: 门 … 门 4, 中 的 那些 排列 。 因 此 

D, = [A N A: NN A,| 
我 们 再 使 用 容 斥 原理 求 D, 的 值 。Al 中 的 排列 是 1io…i 形式 的 排列 ， 其 中 记 …i 是 {2，…，n} 的 一 
个 排列 。 于 是 ，| Al | 二 (mn 一 1)!1， 更 一 般 地 ,对 j 二 1，2,，…, n,， 有 |Aj|= 二 (mn 一 1)!1。 在 Ai 门 A; 
中 的 排列 是 1 22…z 形式 的 排列 ， 其 中 习 …is 是 {3，…，n} 的 一 个 排列 。 于 是 ，|1 4 mA: | = 
(一 2)1， 更 一 般 地 ， 对 {1，2,，…，n} 的 任意 2 子 集 {i, 让， 有 |A 门 4A; | 一 (x 一 2)!。 对 于 满 
足 1 和 At 和” 的 任 一 整数 k， 集 合 A 人们 A; 门 … 门 A 中 的 排列 是 形式 为 1 2…Airi… 关 的 排列 ， 其 
中 iri…i 是 {十 1，…，n} 的 一 个 排列 。 于 是 ，| A 人 NAj 门 … 门 A | 二 (x 一 好 1!; 更 一 般 地 ， 
对 (1，2，…，。n) 的 任意 & 子 集 位 ，2，…，) 
IA; NM A, NNA | =( 一 甩 ! 


因为 (1，2，…， 帮 有 (7) 个 子 集 ， 应 用 容 斥 原理 ( 见 6. 1 节 未 尾 的 〈6.4) 式 ) 得 到 








D,= 杞 一 人) DI+ (3jo 2)1 (jw 3)! 
1 2 3 


n 
tt )"! 
n 








njn!l nl,... yn 
nl! 11 21 3 引 十 二 (一 1) nl 





1 1 1 ,1 
一 弄 (1 一 译 十 剖 一 夺 十 十 ( 一 1D" 训 ) 
由 此 ， 定 理 得 证 。 口 
使 用 刚 得 到 的 这 个 公式 计算 
1 1 1 1 1 
D;=5!(1 证 十 下 订 十 看 一 厅 )= 全 
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用 类 似 的 方法 ， 可 以 计算 
D; = 265, D;, = 1854, D; = 14 833 
回忆 一 下 e 的 无 穷 级 数 展开 式 








我 们 可 以 写成 


el 一 让 十 (一 Dm 十 (一 Dr 
n, 





ty ‘Ft 

根据 无 穷 交 错 级 数 的 基本 事实 ， 我 们 可 以 得 出 e 和 D,/n! 之 差 小 于 1/ (n+D)!1 的 结论 ; 事实 上 ,DD 
是 最 接近 xl/e 的 整数 。 计 算 表 明 ， 当 nn 宇 7 时 ,ee :和 D,/n! 至 少 三 位 小 数 相 同 。 这 样 ， 从 应 用 的 观 
点 来 看 ， 当 nn 之 7 时 ，e 和 D,/n! 是 一 样 的 。D,/n! 是 {1，2,…, n} 的 错位 排列 的 数目 与 
{1，2，…，n) 的 排列 的 数目 的 比 。 考 虑 随机 选 出 {1，2，…，n) 的 一 个 排列 的 实验 ， 事件 巨 是 没 
有 整数 在 其 自然 位 置 上 的 排列 ; 即 选 出 的 这 个 排列 是 一 个 错位 排列 。 因 此 |E| 一 D,， 且 EE 的 概率 是 


Prob(E) 二 他 
nl 


回想 一 下 本 节 开 始 时 提出 的 帽子 问题 ， 如 果 随 机 地 将 帽子 还 给 这 些 绅士 ， 那 么 没有 绅士 收 到 他 
自己 帽子 的 概率 为 Dio/101， 从 效果 上 看 ， 这 就 是 e :。 由 上 面 的 评注 可 知 ， 假 如 绅士 的 人 数 是 
1 000 000 的 话 ， 那 么 没有 绅士 收 到 他 自己 的 帽子 的 概率 也 还 是 这 个 数 e :! 。 

错位 排列 的 数目 D; 满足 其 他 一 些 便于 其 求 值 的 关系 。 我 们 讨论 的 第 一 个 关系 是 

D,= (一 1D)CD 十 D) (CO 一 3,4,5,…) (6. 6) 
这 个 公式 是 线性 递 推 关 系 S 的 一 个 例子 。 由 初始 信息 Di = 二 0，D; =1 出 发 ， 我 们 可 以 使 用 式 
(6.6) 计算 对 于 任意 正 整 数 n 的 D,。 例 如 ， 
D; = 2(D+D,)=2(0+1)=2 
D,= 3(D,+D,)= 3(1+2)=9 
D; = 4(D;+D,) 一 4(2 十 9) = 44 
D, = 5(D, + D;) = 5(9+44) = 265 
在 下 一 章 ， 我们 将 论证 如 何 求解 常 系数 线性 递 推 关 系 。 因 为 公式 6.6) 有 一 个 可 变 系 数 n 一 1， 
所 以 这 里 将 不 能 使 用 那里 引入 的 技术 。 
我 们 可 以 用 组 合 推理 方法 验证 公式 (6. 6) 如 下 : 设 n 宇 3， 并 考虑 {1，2，…，2)》 的 了 ,个 
错位 排列 。 这 些 错 位 排列 按照 2，3，…，n 哪个 在 排列 的 第 一 个 位 置 而 被 划分 成 n 一 1 个 部 分 。 
很 显然 每 一 部 分 都 包含 有 相同 数目 的 错位 排列 。 这 样 ，D, 等 于 (n 一 1)d,， 其 中 d; 是 数字 2 位 
于 排列 第 一 个 位 置 上 的 错位 排列 的 数目 。 这 些 错 位 排列 的 形式 为 
222 2 了 关 33 

这 些 d, 个 错位 排列 按照 i; 二 1 还 是 记 关 1 又 被 进一步 划分 成 两 个 子 部 分 。 设 d 是 形式 为 

2122 3 nN 

的 错位 排列 的 数目 。 设 必 是 形式 为 
2221 15 和 关 3… 天 

的 错位 排列 的 数目 。 于 是 4d, 二 4d; 十 d，， 因 此 
D,= (n— Dd,= (nn— (d+d) 

我 们 首先 观察 到 d; 与 {3，4，…，n} 的 排列 am 中 局 关 3， 记 了 关 4，…， 志 关 n 的 排列 个 








日 第 7 章 讨论 递 推 关 系 。 
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数 相 同 。 换 句 话说 ， d' 是 {3， 4，…， n} 的 3 不 在 第 一 个 位 置 上 ， 4 不 在 第 二 个 位 置 上 ， 等 等 
的 排列 的 数目 。 于 是 ，d, 二 D,;。 接 下 来 再 观察 ，d' 等 于 {1，3，…，?2)} 的 1 不 在 第 一 个 位 置 
上 ，3 不 在 第 二 个 位 置 上 ，…，7 不 在 第 (n 一 1) 位 置 上 的 排列 i…i 的 个 数 。 因 此 ,= 
D,_! 。 由 此 我 们 断定 

D,= (an— Dadad) 一 (一 1)CD 十 D，) 
这 就 是 式 (6. 6) 。 

公式 (6.6) 可 以 重新 写成 

D,—nD,i =—[D,,— (DD, (n> 3) (6.7) 
等 号 右边 方 插 号 内 的 表达 式 与 左边 用 n 一 1 代替 ”的 表达 式 相 同 。 因 此 ， 我 们 可 以 递归 2 地 应 用 
公式 (6.7) 得 到 : 











D,— nD,1 =—[D,1— (n— 1)D,:] 
= (一 1)2[LD， 一 (一 2)D,，;] 
一 (一 1)2[LD， ,一 (一 3)D。,] 
= (一 1)(D, 一 2D,) 
因为 D; 二 1 和 Di 二 0， 就 得 到 了 错位 排列 数目 的 更 简单 的 递 推 关系 : 
D, = nD + (— 1)"? 
或 等 价 地 
D,=nD, +(—1) (n=2,3,4,.) (6. 8) 
(严格 说 来 ， 我 们 的 验证 只 针对 n= 二 3，4，… 进 行 ， 验 证 (6.8) 式 当 n= 二 2 时 也 成 立 是 很 容易 
的 )。 使 用 (6. 8) 式 和 前 面 算出 的 值 D, 一 265， 得 出 
D, = 7D, 十 (一 D)7 =7X265 一 1 一 1854 
通过 重复 使 用 (6. 8) 式 或 使 用 该 公式 及 数学 归纳 法 ， 可 以 得 到 定理 6. 3. 1 不 同 的 证 明 〈 见 
练习 题 20) 。 因 为 〈6. 8) 是 由 〈6. 6) 推出 的 ， 它 给 出 了 一 个 完全 独立 的 组 合 推理 证 明 ， 这 就 给 
出 了 定理 6. 3. 1 的 不 用 容 斥 原理 的 一 个 证 明 。 
公式 〈6.6) 和 6. 8) 类 似 于 关于 阶乘 的 公式 
1 一 (2 一 1)C(2 一 2)1 十 (2 一 1 (=3,4,5,.) 
2 一 zz 一 1)1 (n=2,3,4,.) 
例子 ”在 一 次 聚会 上 ， 有 位 男士 和 位 女士 。 这 ?位 女士 能 够 有 多 少 种 方法 选择 男 舞 伴 开 
始 第 一 支 舞 ? 如 果 每 个 人 必须 换 舞 伴 ， 那 么 第 二 支 舞 又 有 多 少 种 选择 方法 ? 
对 于 第 一 支 舞 ， 有 zl 种 可 能 的 选择 。 对 于 第 二 支 舞 ， 每 位 女士 必须 选择 一 位 男士 作 舞 伴 ， 
而 这 位 男士 还 不 能 是 她 第 一 支 舞 时 的 舞伴 。 因 此 ， 可 能 的 选择 方法 数 为 第 ”个 错位 排列 数 D,。 口 
例子 设 上 述 聚 会 中 的 nn 男女 在 跳舞 前 存放 他 /她 们 的 帽子 。 在 聚会 结束 时 随机 地 返还 给 
他 /她 们 这 些 帽子 。 如 果 每 位 男士 得 到 一 项 男 帽 而 每 位 女士 得 到 一 顶 女 帽 ， 但 又 都 不 是 他 /她 们 自 
己 曾 经 存放 的 那 项 帽子 ,那么 他 /她 们 被 返还 帽子 的 方法 有 多 少 种 ? 
如 果 没 有 限制 ， 那 么 这 些 帽 子 返 还 的 方法 有 “(2n)! 种 。 如 果 加 上 每 位 男士 得 到 一 项 男 幅 而 
每 位 女士 得 到 一 项 女 帆 的 限制 ， 那 么 就 有 n! Xn! 种 方法 。 如 果 再 加 上 没有 人 得 到 他 /她 自己 的 
帽子 的 限制 ， 则 有 D, x D, 种 方法 。 口 


6.4 带 有 禁止 位 置 的 排列 
在 这 一 节 ， 我 们 考虑 计算 {1，2，…，n) 的 带 有 一 般 限制 的 排列 计数 问题 ， 这 些 限 制 规定 





加 所 谓 “ 递 归 地 ” 即 一 次 又 一 次 地 使 用 ， 直 到 =” 变 得 越 来 越 小 。 
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在 排列 的 每 个 位 置 上 能 够 由 哪些 整数 占据 。 
设 
Xl Xe 
是 和，2,，…，n) 的 子 集 ( 可 以 是 空 集 )。 我 们 用 
P(X ,X2 ,°° ,X,) 
表示 {1，2，…，n) 的 所 有 排列 iiis…is 的 集合 ,使 得 
不 在 XI 内 
22 不 在 X; 内 


i, 不 在 XX, 内 
因此 ， 对 于 每 一 个 j 一 1，2，…，7m， 仅 有 总 中 的 整数 才能 占据 被 考虑 的 排列 中 的 第 7 个 位 置 。 
{1，2，…:，n} 的 一 个 排列 属于 集合 PCX;，X。;，…，X,) 只 要 X 中 有 一 个 元 素 不 占据 它 的 第 
一 个 位 置 因此， 能够 占据 第 一 个 位 置 的 元 素 只 能 都 在 Xl 中 )，X 的 元 素 不 占据 它 的 第 二 个 位 
置 ，…，X, 的 元 素 不 占据 它 的 第 n 个 位 置 。PCX,，X,，…，X,) 中 的 排列 的 数目 用 

pKXi, Kas KX,) = | 已 OCX ,Xe , X,) | 
表示 。 
例子 设 n=4, X= 二 {1, 2}, X={2, 3), Xs={3, 4}, X={1, 4}。 则 PCX,，X,， 
X，，X4) 是 由 {1，2，3，4) 的 所 有 满足 下 列 条 件 的 排列 izisi 组 成 的 : 
天 1,2; 记 关 243; 天 3 4 记 关 1,4 
这 个 条 件 等 价 于 , 二 3 或 者 4， 认 一 1 或 者 4， i 一 1 或 者 2， i 一 2 或 者 3。 集合 P(Xi，X，，X;， 
X4) 只 包含 两 个 排列 3 4 1 2 和 4 123。 因此 ， p(X， X;， XX;， Xi) =2。 
例子 设 X% 一 {1)， XX 一 {2)，…，X, 一 {wn})。 则 集合 PCX1，X，…，X,) 等 于 {1,， 2， …， 对 
的 所 有 排列 a…i 中 满足 五 天 1，z2 天 2，…，, 六 天 2 的 那些 排列 的 集合 。 因 此 ， 我 们 断定 ，P(X， 
3 …，X) 是 {1，2,，…，n) 的 错位 排列 的 集合 ， 从 而 有 p(X1，X2,，…，X,) 二 DD,。 
正如 在 3.4 节 中 所 看 到 的 那样 ,在 {1，2，…，n}) 的 排列 和 4 行 n 列 棋 盘 上 非 攻 击 型 不 可 
区 分 车 的 放置 之 间 存 在 一 一 对 应 。{1，2，…，n}) 的 排列 io…i 对 应 于 棋盘 上 以 方 格 (1, 1)， 
(2， 记 )，…，(n， 纪 ) 为 坐标 的 nn 个 车 的 位 置 。( 回 忆 坐 标 为 (x，2) 的 方 格 占据 棋盘 上 第 8 行 第 
i 列 的 位 置 。) 在 PCX,，X。，…，X,) 中 的 排列 对 应 着 n 行 n 列 棋盘 上 的 x 个 非 攻击 型 车 的 放 
置 ， 对 于 这 些 非 攻击 型 车 来 说 在 这 个 棋盘 上 有 某 些 方 格 禁止 放 车 。 
例子 设 2 一 5， XI 一 (1，4)， X; = {3}，, X; =， X=(41,，5}, Xs ={2，5}。 则 了 (XI ，Xo， 
X;，X41，X;〉 中 的 排列 与 下 图 所 示 的 在 棋盘 上 上 有 禁止 位 置 的 5 个 非 攻击 型 车 的 放置 一 一 对 应 。 
1 2 3 4 5 
x x 



































| | 
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1x| x 


扩展 {1，2,，…，n} 的 错位 排列 数 D, 的 公式 推导 ， 我 们 应 用 容 斥 原理 得 到 P(X,，Xs，… 
X,) 的 计算 公式 。 然 而 ， 正 如 我 们 后 面 将 要 指出 的 那样 ， 这 个 公式 不 总 是 具有 计算 的 价值 。 为 
了 方便 起 见 ， 我 们 的 论证 将 用 nn 行 n 列 棋盘 上 非 攻击 型 车 的 语言 来 叙述 。 

设 S 为 n 个 非 攻 击 型 车 在 n 行 n 列 棋盘 上 的 所 有 n! 种 放置 方法 的 集合 。 如 果 在 第 7 行 上 的 
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车 是 在 属于 X; 的 列 上 ， 那 么 就 说 个 非 攻 击 型 车 的 这 样 一 种 放置 满足 性 质 Pj(j 一 1，2，…,n)。 
同 以 往 一 样 ，A, 表示 满足 性 质 P; (j= 二 1，2，…，n) 的 车 的 放置 的 集合 。 集 合 P(X ，X，，…， 
X,) 是 7 个 车 的 所 有 放置 方法 中 不 满足 性 质 已 ，P ，…， 己 , 的 放置 方法 组 成 的 。 因 此 
pOXi, Xss°" Xs) = |A NA NN A,| 
一 一 2141+2 4nA| 
一 二 (一 D2)1A, NA, N…NA, | 
十 一 十 (一 1)*|Ai 站 An 站 A (6. 9) 
其 中 ， 第 & 个 和 是 对 {1，2，…，n} 的 所 有 & 子 集 求 和 。 现 在 ， 我们 计算 上 述 公 式 中 的 个 和 的 值 。 
例如 ，|A, | 计数 什么 呢 ? 它 计 数 的 是 把 = 个 非 攻击 型 车 放 到 棋盘 上 的 方法 数 ， 其 中 第 一 行 
上 的 车 位 于 Xi 中 的 某 列 上 。 我 们 能 够 以 | Xi | 种 方式 选择 该 车 所 在 的 列 ， 然 后 以 (n 一 1)! 种 方 
法 安置 其 余 n 一 1 个 非 攻击 型 车 。 于 是 |Ai | 二 | Xi|(n 一 1)!， 而 且 ， 更 一 般 地 ， 
[A| = |X|amD! (=1,2,,n) 
因此 
>A | = 下 X | 二 |X| 十 … 十 |X,1)(n 一 1)1 
设 让 二 | Xi | 十 | Xi | 十 … 十 | X,| ， 得 到 
SA| =n DD)! 
ni 等 于 棋盘 上 禁止 放 车 的 方 格 的 个 数 。 也 就 是 说 等 于 把 一 个 车 放置 到 棋盘 上 禁止 方 格 上 的 方法 数 。 
现在 考虑 |A, 门 A; | 。 这 个 数 计数 的 是 将 个 非 攻 击 型 车 放 到 棋盘 上 的 放置 当中 第 一 行 上 的 
车 和 第 二 行 上 的 车 都 放置 在 禁止 位 置 上 “(分别 在 X 和 Xs 中 ) 的 那些 放置 的 数目 。 在 第 一 行 和 
在 第 二 行 禁止 位 置 上 的 两 个 非 攻 击 型 车 的 每 一 种 放置 都 可 以 以 (nn 一 2)! 种 方法 完成 。 类 似 地 ， 
考虑 对 于 任意 的 |A; 门 Aj | 也 成 立 ， 并 且 得 到 如 下 结果 ; 设 rs 等 于 把 两 个 非 攻击 型 车 放 到 棋盘 禁 
止 位 置 上 的 方法 数 。 则 
SANA|= nn 2)1 
我 们 可 以 直接 扩展 上 述 结论 并 计数 (6. 9) 中 的 第 个 和 的 值 。 定 义 x 如 下 : 
六 是 这 样 的 一 个 方法 数 ， 即 把 kk 二 1，2，…，n) 个 非 攻击 型 车 放 到 nn 行 n 列 棋盘 
上 ， 其 中 每 一 个 车 都 在 一 个 禁止 的 位 置 上 。 
于 是 
ZA NA 站 AU 一 mn 一 名 (k=1,2,.,n) 
把 上 式 代 入 到 式 (6. 9) 中 ， 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 6.4.1 将 n 个 非 攻击 型 不 可 区 分 的 车 放 到 带 有 禁止 放置 位 置 的 n 行 n 列 棋 盘 上 的 放置 
方法 数 等 于 





nl—rn(n— DI+Fr(n—2)1 一 十 (一 rn 一 和 1 十 下 十 (一 1)"r， 口 
例子 ”确定 将 6 个 非 攻击 型 车 放 到 下 面 6 行 6 列 棋盘 上 的 方法 数 ， 其 中 禁止 放置 的 位 置 如 下 


于 二 生生 
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因为 x 等 于 禁止 位 置 数 , 我 们 有 二 7。 在 计算 rp，r;，…，rs 之 前 ,我 们 注意 到 禁止 位 置 的 集 
合 可 以 划分 成 两 个 “独立 ”的 部 分 ， 一 个 部 分 包含 靠近 左上 角 的 三 个 位 置 ， 而 另 一 部 分 及 包含 四 
个 位 置 ， 是 一 个 2X2 的 方 格 。 这 里 的 “独立 ” 指 的 是 不 同 部 分 的 方 格 不 属于 同一 行 或 列 ， 因 此 ， 书 
中 的 车 不 能 攻击 屯 中 的 车 。 现 在 我 们 计算 汪 ， 这 个 数 是 把 两 个 非 攻击 型 车 放置 在 禁止 位 置 上 的 方法 
数 。 这 两 个 车 也 许 都 在 五 中 或 者 都 在 F 中 ,或 者 一 个 在 五 ， 另 一 个 在 到 中 。 对 于 最 后 的 情况 ， 它 
们 自然 就 是 无 法 相互 攻击 了 ， 因 为 态 和 已 是 独立 的 。 用 这 样 的 方法 计数 ， 我 们 得 到 

7 一 1 十 2 十 3X4 一 15 
对 于 rs， 我 们 需要 已 中 的 两 个 非 攻击 型 车 和 F; 中 的 一 个 非 攻 击 型 车 ， 或 者 Fi 中 的 一 个 非 攻击 
型 车 和 下。 中 的 两 个 非 攻击 型 车 。 于 是 
一 ]X4 十 3X2 一 10 
对 于 rn， 我 们 需要 局 中 的 两 个 非 攻击 型 车 和 F; 中 的 两 个 非 攻击 型 车 ， 于 是 
n 二 lxX2=2 
显然 二 三 m 一 0。 因 此， 根据 定理 6.4.1， 把 6 个 非 攻击 型 车 放 到 棋盘 上 ， 使 得 没有 车 占据 禁止 位 
置 的 方法 数 等 于 
6! 一 7X51 十 15X41 一 10X3!1 十 2X21 一 184 口 

作为 结论 ， 我 们 注意 到 仅仅 在 计算 r; ，r; ，…，r。 比 直接 计算 把 ”个 非 攻击 型 车 放 到 有 禁止 
位 置 的 n 行 n 列 棋盘 上 的 方法 数 更 容易 时 定理 6. 4. 1 的 公式 才 具 有 计算 价值 。 还 需 注意 ，r, 等 于 
把 n 个 非 攻击 型 车 放 到 ?行列 棋盘 的 “ 补 ” 棋 盘 上 的 方法 数 ， 而 这 个 “ 补 ” 棋 盘 就 是 把 禁止 位 
置 与 非 禁 止 位 置 交 换 而 得 到 的 。 如 果 棋 盘 上 有 很 多 禁止 位 置 ， 那 么 计算 一 的 值 有 可 能 比 直接 计 
算 将 n 个 非 攻击 型 车 放 到 棋盘 上 的 方法 数 还 要 困难 得 多 。 


6.5 另 一 个 禁止 位 置 问题 


在 6.3 节 和 6.4 节 ， 我 们 对 存在 某 些 绝对 禁止 位 置 的 《1，2,…，n} 的 排列 数目 进行 了 计 
算 。 在 这 一 节 ， 考 虑 存在 某 些 相对 禁止 位 置 的 排列 的 计数 问题 ， 并 说 明 如 何 使 用 容 斥 原理 计数 这 
些 排列 的 数目 。 

我 们 引入 问题 如 下 。 设 一 个 班级 8 个 男孩 每 天 练习 走 步 。 这 些 学 生 站 成 一 队 纵 列 前 行 ， 除 第 
一 个 男孩 外 每 一 个 孩子 的 前 面 都 有 另 一 个 男孩 。 为 了 让 男孩 不 总 看 到 他 前 面 的 同一 个 人 ， 第 二 
天 ， 这 些 学 生 们 决定 交换 位 置 ， 使 得 没有 孩子 前 面 的 男孩 与 第 一 天 在 他 前 面 的 男孩 是 同一 个 人 。 
他 们 有 多 少 种 方法 交换 位 置 ? 

一 种 可 能 就 是 把 男孩 子 们 的 顺序 倒 过 来 ， 使 得 第 一 个 孩子 现在 位 于 最 后 ， 等 等 ， 不 过 还 存在 
许多 其 他 可 能 方法 。 如 果 给 这 些 孩子 指定 数字 1，2，…，8， 第 一 天 队列 中 最 后 的 男孩 为 1，…， 
而 第 一 个 男孩 为 8， 如 下 所 示 : 





1234567 8 
于 是 要 求 我 们 确定 集合 {1，2，…，8} 的 排列 中 不 出 现 模式 12，23，…，78 的 那些 排列 的 数 
量 。 因 此 ，31542876 就 是 一 个 符合 要 求 的 排列 ， 而 84312657 则 不 是 符合 要 求 的 排列 。 对 于 每 一 
个 正 整数 za， 设 Q, 表示 (1，2,…，n} 的 排列 中 没有 12，23,，…，(n 一 1)n 这 些 模式 出 现 的 那 
些 排列 的 个 数 。 使 用 容 斥 原理 计算 Q,。 如 果 "一 1，! 就 是 一 个 符合 要 求 的 排列 。 如 果 ”一 2，21 
则 是 符合 要 求 的 排列 。 如 果 nx=-=3， 则 符合 要 求 的 排列 是 213，321，132， 若 "一 4， 则 它们 是 


4132 4321 4213 
3214 3241 2143 
2431 2413 3142 


1324 1432 
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因此 ， Q=1, @&=1,， 二 3 及 QQ 二 11。 
定理 6.5.1 对 于 ?之 1 


7 一】 n—1 
一 ?1 一 一 1)1 十 一 2)1 
QQ, =n! ( 1 )o D1 ( 2 jn 2)1! 


— (a! 十 … 十 (一 TD (hn 


证 明 设 S 为 {1，2, …,，n} 的 全 部 nl 个 排列 的 集合 。 设 P 是 在 一 个 排列 中 模式 j(j 十 1) 
出 现 的 性 质 GG 二 1，2，…，7n 一 1)。 于 是 ，{1，2，…，n) 的 一 个 排列 被 计 人 到 Q, 中 当 且 仅 当 
它 没有 性 质 Pl ，P。,，…，P,_, 中 任何 一 条 性 质 。 如 往常 一 样 ， 设 A; 表示 {1，2，…，n} 满足 
性 质 P; 的 排列 的 集合 (7 一 1，2，…，z 一 1) 。 因 此 

Q= |A.NA,N-.…NA,| 

应 用 容 斥 原理 来 计算 Q, 的 值 。 首 先 我 们 计算 Al 中 排列 的 个 数 。 一 个 排列 在 4, 中 当 且 仅 当 模式 
12 在 这 个 排列 中 出 现 。 于 是 ，A, 中 的 一 个 排列 可 以 看 成 "一 1 个 符号 {12，3，4,…，n) 的 排 
列 。 因 此 我 们 得 到 |Al | == (x 一 1)!, 一 般 地 ， 


]82 |A,| 一 (2 一 1)! (j= 1,2,.…,n— 1) 


属于 集合 A\，As，…，A,-! 中 的 任意 两 个 集合 的 排列 含有 两 个 模式 。 这 两 个 模式 或 者 共享 一 个 
元 素 ， 如 模式 12 和 23， 或 者 没有 公共 元 素 ， 如 模式 12 和 34。 包 含 两 个 模式 12 和 34 的 排列 可 
以 看 作 ”一 2 个 符号 {12，34，5，…，n) 的 一 个 排列 。 于 是 ，| 4 门 A: | 二 (mn 一 2)!。 包 含 两 个 
模式 12 和 23 的 排列 含有 模式 123， 因 而 ， 可 以 看 作 nn 一 2 个 符号 {123，4，…n) 的 一 个 排列 。 
如 此 又 有 |A4A 站 4: |=(” 一 27!。 一 般 地 ， 
[A:NA|= (x— 2)1! 
对 于 {1，2，…，n 一 1》 的 每 个 2 子 集 (i, 7 都 成 立 。 更 一 般 地 ， 包 含 12，23，…， (2 一 1L)m 
中 的 & 个 特定 模式 的 排列 可 以 看 成 2 一 & 个 符号 的 排列 ， 这 样 ， 对 于 {1，2,，…，n 一 1) 中 的 每 
一 个 & 子 集 {ic，…， 4}， 有 
IAA nan…nai= nh! 


因为 对 每 一 个 k=1, 2, ,nn 一 1，{1, 2,.…，n 一 1) 有 ("ts 子 集 ， 应 用 容 斥 原理 便 得 


到 定理 中 的 公式 。 口 
使 用 定理 6. 5. 1 中 的 公式 可 计算 出 
Q， =51— (0)s+ (5) — (0)2+ (0)1!=5 
Q ，Q ，Q: ，… 与 错位 排列 数 紧密 相关 。 实 际 上 ， 我 们 有 Q, 二 DD, 十 D,,(n 宇 2) ( 见 练习 题 23) 。 
因此 ， 知 道 错位 排列 数 就 可 以 计算 数 Q, (n 宇 2)。 因 为 在 上 一 节 已 经 看 到 应 一 44， 应 一 265， 所 
以 我 们 得 到 Q; 二 Ds 十 D; 二 265 十 44 二 309。 


6.6 莫 比 乌 斯 反 演 


这 一 节 所 涉及 的 数学 比 前 面 各 节 所 涉及 的 都 更 加 巧妙 。 
容 斥 原理 是 莫 比 乌 斯 反 演 (M6bius Inversion) 在 有 限 9 偏 序 集 上 的 一 个 实例 。 为 了 给 莫 比 乌 
斯 反 演 的 一 般 性 设置 好 一 个 平台 ， 我 们 首先 讨论 某 种 程度 上 更 具 一 般 性 的 容 斥 原理 。 





昌 ”可 以 用 更 弱 的 性 质 代 替 有 限 的 性 质 ， 叫 做 局 部 有 限 ， 即 对 于 所 有 cs 的 < 和 5， 区 和 间 {z+: ae 委 r< 和 2} 是 有 限 集 。 
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设 2 为 正 整数 并 考虑 ?7 元 素 集 合 XX, 二 {1，2，…，n}， 以 及 由 包含 关系 所 定义 的 XX, 的 所 有 
子 集 的 集合 上 的 偏 序 集 (P(X,)， 导 )。 设 


F:P(X,) —R 
是 定义 在 P(X,) 上 的 实 值 函数 。 我 们 使 用 下 定义 一 个 新 泡 数 
G:P(X,) — 和 
其 中 
G(RK) = OF(L) (KEX,) (6. 10) 


其 中 ， 如 上 式 所 示 ，K 是 X, 的 一 个 子 集 ,而 且 和 是 对 K 的 所 有 子 集 二 求 和 。 莫 比 乌 斯 反 演 可 将 
式 (6.10) 反 解 并 从 GG 恢复 下 ; 特别 地 ， 我 们 有 


F(K)= DC— DMGCL)Y (KX,) (6. 11) 


注意 ，(6. 11) 中 从 G 得 到 下 的 方式 类 似 于 在 (6.10) 中 从 下 得 到 G 的 方式 ; 唯一 的 区 别 在 于 ， 
在 (6. 11) 中 我 们 在 求 和 的 每 一 项 的 前 面 插入 了 一 个 系数 1 或 一 1， 它 们 的 插 人 依赖 于 | 天 i 一 
| 工 | 是 偶数 还 是 奇数 。 
设 Al， A:， """, A, 是 有 限 集 S 的 子 集 ， 对 于 一 个 集合 KS!{l, 2，…， n}, 定义 F(K) 为 

5S 中 正好 属于 所 有 满足 iF KK 的 集合 A; 的 元 素 个 数 。 于 是 ， 对 于 sE S，F(K) 计数 s 当 且 仅 当 

5 全 AI， 对 每 个 i EK 

sE A， 对 每 个 j 
于 是 

G(K) = DF(L) 


计数 S 中 属于 7 不 在 K 中 的 所 有 A; 的 元 素 以 及 属于 其 他 一 些 集合 的 元 素 的 个 数 。 因 此 ， 有 


GO 一 | 门 4| 
igK 
根据 (6. 11)， 有 
F(R) = 2) (一 DINGCL) (6. 12) 
ICK 
在 (6, 12) 中 取 K=(1,， 2， 9 n}, 我 们 得 到 
F(X,) = 2) (~— 1)" GL) (6. 13) 
LEX, 


此 时 ，F(X,) 计数 的 是 S 中 仅 属 于 满足 i X, 的 那些 集合 4, 的 元 素 ; 也 就 是 说 ，F(X,) 是 S 中 
不 属于 集合 A, ，A, ，…，A, 中 任意 一 个 集合 的 元 素 的 个 数 ， 因 此 ， 它 等 于 包含 在 A 门 As 门 … 门 
A 中 的 元 素 的 个 数 。 代 入 到 (6. 13)， 我 们 得 到 





RNRN NHN 
LEX。 igL 
或 等 价 地 ， 用 世 在 和 X, 中 的 补丁 代替 L， 有 
丽 n 丽 nn 丽 1= 于 DA (6. 14) 





等 式 (6. 14) 等 价 于 定理 6. 1. 1 中 给 出 的 容 斥 原理 。 
现在 ， 我 们 用 任意 有 限 偏 序 集 (X,， 委 ) 代替 (P(X,)，C)。 为 得 到 莫 比 乌 斯 反 演 公式 ， 
我 们 首先 考虑 二 变量 函数 。 
设 三 (X) 是 满足 只 要 rscoy 就 有 f(x，y) 一 0 的 所 有 实 值 函 数 
XXX 于 
的 集合 。 于 是 f(x+，y) 只 在 z 委 y 时 可 能 不 等 于 0。 我 们 如 下 定义 天 (X) 中 两 个 函数 f 和 g 的 卷 
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积 A 一 三 x g: 
| f(z,z)g(zsy) 若 z 魏 ? 
h(x,y) = 4 {eeey) 
0 其 他 
因此 ， 在 卷 积 中 ， 为 了 计算 zy 时 的 Cz，y)， 我 们 关于 z 求 积 1(rz，z)g(z，y) 的 和 ， 其 中 = 
在 给 定 偏 序 集 内 x 和 yy 之 间 变 化 。 卷 积 满足 结合 律 
fx(gxh)= (fxg)xh (fgrh€E F(X)) 
我 们 把 验证 上 式 的 工作 留 作 练 习题 。 
我 们 对 下 (X)〉 中 三 种 特殊 的 函数 感 兴趣 。 第 一 种 函数 是 克 罗 内 克 delta 函数 (Kronecker del- 
ta function) 68， 由 下 式 给 出 : 
1 若 Xx= 二 y 
0 其 他 
注意 ， 对 所 有 的 函数 J/E 大 (X)，6* f 一 fx 6 一/， 因 此 对 卷 积 来 说 8 就 是 一 个 恒 等 函 数 。 第 二 种 
肖 数 是 浮 数 〈zeta function)， 由 下 式 定 义 : 


(x,y) 一 | 


1 若 z 牵 
zyy) = lo 其 他 > 
“函数 是 偏 序 集 (X,， 委 ) 的 一 种 表示 ， 因 为 它 包含 所 有 满足 x<y 的 元 素 对 zx，y 的 全 部 信息 。 
设 f 是 F(X) 中 的 函数 ， 对 忒 中 的 所 有 > 满足 f(y，y) 关 0。 我 们 可 以 如 下 递归 地 定义 
了 CX) 中 的 函数 g， 首 先 设 


1 
gl(y,y) 一 Foy (y € AX) (6. 15) 
然后 令 
1 
g(xsy) 一 到 _ 87D fy) (ry) (6. 16) 
根据 (6. 16)， 我 们 得 到 
g(xX,2) fz,y) = bryy) (ry) (6.17) 
{z:IE2y} 
等 式 (6. 17) 告诉 我 们 
Ex 三 一 人 
因此 g 是 上 关于 卷 积 * 的 左 北 函数 。 类 似 地 ， 可 以 证 明 f 有 右 送 函 数 h， 它 满足 
fxh=6 


使 用 卷 积 的 结合 律 ， 我 们 得 到 
g=gx*x0~= gx(fx*xh)= (gx x*h=eoxh=s=h 
因此 ，g 二 h, g 是 f 的 逆 函 数 。 总 之 ， 每 个 对 关中 所 有 的 y 满足 f(y，y) 关 0 的 函数 FE 
大 (X) 都 有 道 函 数 g，(6. 15) 式 和 “(6. 16) 式 递归 地 给 出 它 的 定义 ， 并 满足 
g*f=f*xg=6 

我 们 定义 的 第 三 种 特殊 的 函数 是 莫 比 乌 斯 函数 〈M6bius function) w。 因 为 对 所 有 的 yE X， 

有 ly， y) 一 1， 因此 “有 逆 函 数 ， 定义 Ap 为 它 的 逆 函 数 。 因此 ， 
Kx 一 人 
于 是 运用 (6, 17) 及 二 5 和 8g 一 A， 我 们 得 到 
>， pra) Ezsy) 一 G(zy) (ry) 


fx) 


或 等 价 地 ， 
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AZzyz) = rsy) (xy) (6.18) L186 
(SS 
等 式 (6. 18) 意味 着 
对 所 有 的 ,u(x,7) 一 1 (6.19) 
以 及 
Hz) 一 一 > prsz) (ry (6. 20) 


{z: Tz yy} 
例子 ”在 这 个 例子 中 ， 我 们 计算 偏 序 集 ( 刀 (X)，E) 的 莫 比 乌 斯 函数 ， 其 中 X 一 (1，2，…， 
n}。 设 A 和 B 是 X, 的 子 集 且 ASB。 我 们 对 | 中 一 1A| 作 归纳 法 ， 证 明 
pA,B) 一 (一 TAI (6. 21) 
我 们 从 (6.19) 得 到 jy(A，A) 一 1， 从 而 如 果 B 二 A， 则 (6. 21) 成 立 。 设 BA, p 一 |B\A|= 
1B| 一 1A|。 于 是 ， 由 式 (6. 20) 和 归纳 假设 ， 我 们 得 到 
nA,B)=— >， HCVO) 


{1C:AGCCE 
一 一 (— 1) CA 


{CACCCB} 


=— $1) (6. 22) 
最 后 的 等 式 是 下 面 事实 的 推论 : 对 于 满足 0 委 A<z 一 1 的 每 个 整数 &， 满 足 ACCCB 且 1C | 一 


14| = 的 集合 C 的 个 数 等 于 包含 在 基数 为 p 的 集合 B\ A 中 且 基 数 为 的 子 集 的 个 数 。 根 据 二 
项 式 定理 ， 我 们 有 





0=4—D"= CD 人 (如 
因此 
和 拓 p p 
— 1Y* =— (— 1)? 
DD (7) (—1) (0) 
把 上 式 代 人 到 等 式 (6. 22) 中 ， 我 们 得 到 
(A,B) = 一 Do)= (一 Dr 一 (Dara (6. 23) 


这 是 关于 PCX,)， 己 ) 的 莫 比 乌 斯 函数 的 一 个 公式 。 口 [87 

例子 ”在 这 个 例子 中 ， 我 们 计算 线性 有 序 集 的 莫 比 乌 斯 函数 。 设 X, 一 {1，2，…，n}， 考 虑 
线性 有 序 集 (X,， 奈 )， 其 中 1 过 2 过 … 过 n。 对 于 二 1，2，…，n, 我 们 有 Ck,，&) 二 1， 且 对 
1<4<k<n 有 uC&， 71) 一 0。 假设 1 二 k 十 1， 其 中 1<k<<n 一 1。 于 是 ， 


DY yk,j) = 0; 
人 st 
因此 ， | 
ACRR) 十 RCR,R 十 1) 一 0 
而 这 意味 着 jCk，k 十 1) 二 一 p(k，k) 二 一 1。 现 在 假设 1 委 4 委 2 一 2， 则 
pksk) 十 Ap 十 1) 十 KAIE 二 2) 一 0 
因此 





ACER 十 2) =— CCksk) 十 ACE: 十 1)) 一 一 (1 十 (一 D) 一 0 
继续 下 去 ， 或 者 使 用 归纳 法 ， 我 们 可 以 看 到 线性 有 序 集 1 和 2<…<m2 的 莫 比 乌 斯 函数 满足 














1 着/ 一 & 
pp:DD 一 4 一 1 车 1 二 外 十 1 
0 ”其 他 
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现在 ,我 们 叙述 并 证 明定 义 在 有 限 偏 序 集 上 的 函数 的 英 比 乌 斯 反 演 公式 (M6bius Inversion 
Formula) 。 在 这 个 定理 中 ,假设 (X， 三 ) 有 最 小 元 ， 即 存在 对 所 有 zxEX 满 足 0 委 z 的 元 素 0。 
例如 ， 这 对 于 偏 序 集 (P(X,)， 己 ) 是 成 立 的 ， 其 中 的 最 小 元 就 是 空 集 。 

定理 6.6.1 设 (XX， 万 ) 是 偏 序 集 且 有 最 小 元 0。 设 1 是 它 的 莫 比 乌 斯 函数 ， 并 设 下 X 一 
路 是 定义 在 X 上 的 实 值 函 数 。 设 函数 G;，X-~> 呢 是 如 下 定义 的 函数 : 

G(Cz) 一 >) F(z) (zEX) 
{z: zx<Sr)} 
那么 
F(z)= > G(Wplysx) (CrEXI) 


(yy)} 
证 明 设 t 为 (X, 三 ) 的 5 函数 。 利 用 前 面 讨 论 的 5 和 wz 的 性 质 ， 对 X 中 的 任意 元 素 工 ， 
我 们 计算 如 下 : 
>)， Guy 7) = 2 2) Fwy(ys x) 


{y;ySET} {y: yr} {zry 


= DY) ny,7x) > Lz,y) F(z) 
{zz€E XX} 


{y: yr} 
2 2 Elz,y) uC yr) Fz) 


{zzE X) {ys yry 


= BD) ( 多 tr,yp(y,r)) Fz) 


{zx€EX} {ysEyET} 


= >) H(z,x)F(z) 
{1z:zE X} 


= F(x) 口 
作为 一 个 推论 ， 我 们 得 到 如 (6. 10) 和 “(6.11〉 中 陈述 的 更 一 般 的 容 斥 原理 。 
推论 6.6.2 设 X, 一 {1，2，…，n}， 且 设 下 : P(X,) 一 名 为 定义 在 XX, 的 子 集 上 的 函数 。 设 


G: P(X,) 一 怕 是 由 下 式 定 义 的 函数 : 
G(K) = DF(L) (KCX,) 
那么 
F(RK)= DDHGL) (KCX,) 

证 明 该 推论 可 以 根据 定理 6. 6. 1 以 及 (6.23) 给 出 的 《P(X,)，S) 的 莫 比 乌 斯 函数 的 计 
算 推 出 。 口 

例子 ”我们 使 用 莫 比 乌 斯 反 演 得 到 把 个 非 攻击 型 车 放 到 带 有 禁止 位 置 的 xXn 棋盘 上 的 放 
置 方法 数 的 计算 公式 ， 这 不 同 于 定理 6. 4. 1 中 给 出 的 公式 。 为 方便 讨论 ， 现 在 把 nXn 棋盘 看 成 
是 元 素 为 0 和 1 的 nxn 和 矩阵 ， 即 

A= [a:l 志 i,j 扩 7] 

我 们 把 0 放 到 每 个 禁止 放置 的 位 置 上 ， 而 把 1 放 在 每 一 个 非 禁 止 的 位 置 上 。 例 如 棋盘 








(6. 24) 








对 应 于 和 矩阵 





| (6. 25 ) 
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棋盘 上 4 个 非 攻击 型 车 对 应 于 和 矩阵 A 中 4 个 1， 其 中 A 的 每 行 和 每 列 恰好 含有 这 4 个 1 中 的 一 个 
(等 价 地 ， 在 一 行 或 一 列 上 没有 重复 的 1)。 例 如 ， 下 面 4 个 1 
aa4 一 1，azs 一 1，aa 一 1，as 一 1 
对 应 于 下 面 4 个 位 置 上 的 非 攻击 型 车 
(1,4), (2,3), (3,1), (4,2) 
这 4 个 1 对 应 于 (1，2，3，4}》 的 一 个 排列 4，3，1，2， 或 等 价 地 ， 对 应 于 双 射 (bijection)9 
f:{1,2,3,4} — {1,2,3,4} 
其 中 
f(D)=4, f(2)=3, f(3)=1, f(4)=2 
回 到 一 般 情况 ,我们 设 X, 二 {1，2,，…，n)， 并 令 P, 表示 全 部 n! 个 双 射 f/，X, 一 X, 的 集 
。 一 般 地 ，nXn 棋盘 上 个 非 攻击 型 车 对 应 于 和 矩阵 中 的 n 个 1， 且 每 行 和 每 列 上 恰好 有 一 个 1。 
这 些 1 又 对 应 于 P, 中 的 双 射 
f:{1,2, -> (1 2 
其 中 ar 二 1，i 一 1]，2,，…，n， 或 等 价 地 


| ] Ci 一 CIRC2A2) Qnrtm 一 1 


如 果 是 对 于 某 个 ; 有 avye 一 0 的 双 射 ， 那么 


[ ] Qi 一 Ci)Q2H2 Lan 一 0 
iT 


因此 ， 我 们 得 出 结论 ， 把 个 非 攻击 型 车 放置 到 一 个 带 有 相关 0 和 1 的 nxXn 和 矩阵 A 二 Las」 的 棋 
盘 上 的 方法 数 等 于 


多 TT a (6. 26) 

((6. 26) 的 表达 式 是 矩阵 A 的 一 个 重要 的 组 合 函数 ; 它 被 称 为 A 的 不 变 式 〈permanent) 。) 

考虑 偏 序 集 《PCX,)， 刁 )。X, 的 每 一 个 基数 为 & 的 子 集 S 从 A 挑选 上 个 列 的 集合 ， 我 们 把 
由 这 些 列 组 成 的 nXk 子 矩阵 记 作 ALS]。 设 下,(S) 表示 所 有 函数 f，{1，2，…，n} 一 S 的 集合 ， 
并 设 9,(S) 表示 满 射 函数 的 子 集 。 于 是 ， 我 们 有 

和 (0S) 一 Unresg CI) 
如 下 定义 函数 下: 刀 (X,) 一 搞 : 
F(S)= >», Ila, (SECX,) 


/EQS) i—! 
(此 处 ， 如 果 S= 王 好 ， 则 F(S) 二 0)。 注 意 ，F(X,) 等 于 式 (6.26)， 这 是 因为 满 射 函数 f : X, 一 
X, 是 双 射 。 因 此 ， 我 们 的 目标 就 是 计算 F(X,)。 
设 
CCS) = SFD,, (SSX,) 
于 是 
GS)= 2 Tlarw, (SEX,) 


KEF,(S) i=1 
根据 推论 6. 6. 2， 我们 得 到 


日 在 本 节 ， 双 射 (或 双 射 函数 ) 意 指 一 个 函数 ， 它 是 一 对 一 且 到 上 的 函数 。 单 射 〈injection) 《或 单 射 函 数 ) 意 指 
一 对 一 的 函数 。 满 射 《surjection) 〈 或 满 射 函 数 ) 意 指 到 上 的 函数 。 所 以 双 射 是 既是 满 射 又 是 单 射 的 函数 。 
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FOX,) = > (一 Dr5GCS) (6. 27) 
因为 GCS) 是 关于 所 有 函数 g: Xu 一 S 对 apaso…asm 求 和 ， 因 此 它 正好 是 下 面 的 积 
[1 (2a,) 


j€S 


即 GCS) 是 对 ALS] 的 每 行 上 的 元 素 求 和 再 乘积 。 因 此 ，(6. 27) 变 为 


FOX,) = >) (一 1) 一 3 IT ( DJas) (6. 28) 
SC Xn 1 下 JES 


而 这 就 给 出 一 种 把 个 非 攻 击 型 车 放 到 nn Xn 棋盘 上 的 方法 数 的 计算 方法 ， 选 出 列 的 一 个 子 集 ， 
计算 这 些 列 所 在 的 每 一 行 上 的 元 素 的 和 ， 把 这 些 和 乘 起 来 ， 添 上 适当 的 符号 ， 并 对 所 有 列 的 选择 
求 和 。 被 加 数 的 个 数 等 于 大 小 为 n 的 集合 的 子 集 的 个 数 ， 从 而 等 于 2"。 

把 公式 (6. 27) 应 用 到 有 相关 4X4 和 拖 阵 (6.25) 的 (6.24) 中 的 棋盘 上 ， 经 过 元 长 的 计算 ， 
我 们 得 到 把 4 个 非 攻击 型 车 放 到 棋盘 (6. 24) 上 的 方法 数 等 于 6。 在 这 种 情况 下 ， 由 于 ”一 4 是 一 
个 比较 小 的 数 ， 因 此 直接 得 到 n= 二 6 是 比较 容易 的 ， 但 是 问题 不 在 于 此 。 问 题 在 于 我 们 得 到 一 种 
只 依赖 于 简单 算术 计算 的 计数 方法 ， 尽 管 其 中 可 能 有 很 多 指数 。 口 

下 一 个 例子 利用 偏 序 集 的 直 积 结构 〈 见 第 4 章 的 练习 题 38) ， 现 在 来 复习 一 下 。 设 〈X， 委 ),) 
和 〈Y， 反 :) 为 两 个 偏 序 集 。 在 下 面 的 集合 

XXY= {(r,y):r E X,yEY) 
上 定义 关系 委 为 
(Cr (Cry) 当 上 是 仅 当 二 rr 县 y< 妇 yy 
容易 直接 验证 (XXY， 委 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 叫 做 (X,， 委 !) 和 (YY， 委 :) 的 直 积 〈direct product) 。 
我 们 可 以 把 这 个 直 积 结构 扩展 到 任意 个 偏 序 集 上 。 

下 一 个 定理 指出 如 何 从 直 积 的 各 分 量 偏 序 集 的 莫 比 乌 斯 函数 确定 直 积 本 身 的 莫 比 乌 斯 郴 数 。 

定理 6.6.3 设 (X,， 委 !) 和 (Y， 魏 :) 为 两 个 有 限 偏 序 集 ， 且 它们 的 莫 比 乌 斯 函数 分 别 为 
和 和 唐 。 设 1 为 〈(X， 魏 !) 和 (Y,， 扫 :) 的 直 积 的 莫 比 乌 斯 函数 。 则 

ursy) Cry )) = (zyr )pe(yyy )， (CCzyy)yGxr yy EXXY) (6. 29)8 

证 明 如 果 (z，y) 有 (rz ，y)， 那 么 pw((Cz，y)，(r ，y)) 一 0， 且 或 者 x 区 ,x ， 或 者 区 
y'， 这 意味 着 或 者 jCr+，x') 一 0 或 者 jw(y，y') 一 0。 因 此 ， 在 这 种 情形 之 下 ，(6. 29) 式 成 立 。 

现在 , 假设 (x，) 声 (x'，y )。 下 面 通过 对 在 这 一 偏 序 之 下 介 于 (x,，y) 和 (x ，y) 之 间 
的 序 偶 (x，wv) 的 个 数 施 归纳 法 来 证 明 (6. 29) 式 成 立 。 我 们 有 zx 筷 1x 和 yy 。 如 果 (z， 妇 一 
(xr ，y),， 那么 x 二 x 且 y= 二 y， 而 且 (6. 29) 两 边 的 值 都 等 于 1。 假设 (x+，y) 关 (x ，y )， 根据 归 
纳 假设 : 


ACGCr yz sy )) 一 一 >) p(w v0) zy)) 


{Dr YEDDA yy) 


一 一 2 jlurr' pm 人 ay ) (根据 归纳 假设 ) 
站 


(a) (rE yy 


一 一 人 >» a ux))( 2) av y )) 


iar {mye wea) 
+pa (xx p(y,y) 
= (0)(0) + pa (rr p(ysy') 
因此 ， 根 据 归 纳 法 定理 成 立 。 口 





日 原 书 没有 下 标 。 另 外 ， 原 书证 明 中 有 几 处 字符 错误 ， 这 里 已 修改 。 一 一 译 者 注 
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我 们 可 以 如 下 叙述 定理 6. 6. 3， 两 个 偏 序 集 的 直 积 的 莫 比 乌 斯 函数 是 它们 的 莫 比 乌 斯 函数 的 
乘积 。 更 一 般 地 ， 有 限 个 有 限 偏 序 集 的 直 积 的 莫 比 乌 斯 函数 是 它们 的 莫 比 乌 斯 函数 的 乘积 。 

例子 设 n 是 正 整 数 ， 且 设 X, 二 {1，2,，…，n}。 现 在 ,我 们 考虑 偏 序 集 D, 一 (X,，|), 其 
中 偏 序 由 可 除 性 给 出 ，a1& 当 且 仅 当 a 是 2 的 因子 。 为 了 简明 起 见 ， 这 里 使 用 整除 符号 “| ”而 
不 使 用 偏 序 的 一 般 符号 “ 委 ”。 我 们 的 目标 是 计算 该 偏 序 集 的 (1，n)， 由 此 ， 可 以 对 X, 中 的 任 
意 整数 和 计算 出 wk(a， 已 : 如 果 a15， 则 pCa 四 一 p(1， 之)】( 见 练习 题 )。 


整数 n 有 了 唯一 素数 因数 分 解 ， 因 此 
n= pp pe 
其 中 p,，p。，*…，p; 是 互 不 相同 的 素数 ， 而  ，o ，…，w 为 正 整数 9?。 因 为 w(1，z) 可 递归 
定义 如 下 : 


X* 中 的 整数 。 我 们 有 

7 Lt 和 s 一 PY pp 
其 中 0<B， yai(i 二 1，2，…，k)9。 于是, rls 当 且 仅 当 By(i 一 1，2，…,，&)。 因 此 ， 偏 
序 集 (X; ，|) 正 是 大 小 分 别 为 m 十 1，o 十 1，…，w 十 1 的 个 线性 序 的 直 积 。 根 据 定理 
6. 6. 3， 我 们 得 到 


nu(1,n) 一 TIpzG, 久 ) 
从 我 们 对 线性 序 的 莫 比 乌 斯 函数 的 计算 ， 可 以 看 到 


1 若 w 一 0 
wt 若 a; 二 1 





0 车 a 宇 2 
因此 
1 若 n= 二 1 
en 车 n 是 互 不 相同 素数 的 乘积 口 
0 其 他 情形 


现在 ， 我 们 可 以 得 到 经 典 的 莫 比 乌 斯 反 演 公式 。 
定理 6.6.4 设 下 为 定义 在 正 整数 集 上 的 实 值 函 数 。 如 下 定义 这 个 正 整 数 集 上 的 实 值 函 
数 G; 
G(n) = ZF Ck) 
这 时 ， 对 于 每 一 个 正 整数 mn， 我 们 有 
Fa = Du Cn/k) GE) 


kk 


其 中 把 C1，n/k) 写作 jCn/k)。 
证 明 ”对 任意 固定 的 wx， 因 为 G(xn) 的 定义 只 依赖 于 下 在 集合 X, 一 (1，2，…，?}》 上 的 值 ， 
因此 我 们 把 注意 力 放 在 偏 序 集 (X,，|) 上 。 根 据 定理 6.6.1， 有 


日 ”除了 分 解 中 素数 所 写 出 的 顺序 之 外 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 。 
加 为 了 使 + 和 s 的 分 解 中 有 相同 的 素数 ， 允 许 某 些 指 数 为 0。 
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FO = >7 ADGOA) 一 plsn/k)GE) 
《天 :下 4 


下 面 两 个 例子 应 用 定理 6. 6.4 求解 两 个 计数 问题 。 
例子 在 这 个 例子 中 ， 我 们 计算 欧 拉 $ 函数 的 值 ， 该 函数 对 于 正 整数 二 的 定义 是 
$n) = |S,| 











其 中 
S, = {k:l CkECnGCDGk,n) = 1) 
因此 ， 兴 ma) 等 于 不 超过 nn 且 与 n 互 素 的 正 整数 的 个 数 。 例 如 ， 下 1) 二 1， 而 
$9) = |{1,2,4,5,7,8}| = 6 

而 13) 二 12( 在 素数 p 上 的 值 总 是 p 一 1)。 设 

S! 二 {k:1 才 kn,GCD(k,n) 二 d} (d 是 n 的 正 因子 ) 
于 是 ，S, 一 S;。 因 为 任意 满足 GCD(4，n) 一 1 的 整数 上 都 有 A 一 中 的 形式 ， 其 中 1<k 志 n/d 且 
GCD(k'，n/4d) 一 1， 因 此 | SY | 一 大 mn/d)。 我 们 取 莫 比 乌 斯 反 演 中 的 函数 下 为 欧 拉 # 函数 并 定义 

Gln) = >， $d) 


因为 gd) 等 于 满足 GCD(k, mn) 一 d 的 1 和 之 间 的 整数 的 个 数 ， 又 因为 对 于 每 个 这 样 的 &， 
对 某 个 满足 da” 的 整数 4，GCDCk, n) 二 d 成 立 ， 于 是 我 们 得 到 G(n) 二 x。 因 此 有 
n= 2) gd) 
{ed:d}n} 

反 解 这 个 方程 ， 可 以 得 到 

$m = 2) pn/d)d= 2 pd)n/a (6. 30) 
此 时 ， jd) 非 0 当 且 仅 当 d==1 或 4 是 互 不 相同 的 素数 的 乘积 ; 对 于 后 面 的 情况 ，j(d) = 二 (一 1)”， 
其 中 + 是 4d 中 互 不 相同 素数 的 个 数 。 设 这 些 互 异 素数 除 以 n 为 p，p:，*…，p,。 这 时 ， (6. 30) 
式 意味 着 $n) 等 于 





"(ptt (Ft) pp 
而 这 正 是 下 面 的 乘积 展开 式 : 
1 
因此 ， 有 


1 
$n) = "lI 一方) 

其 中 ， 乘 积 是 对 所 有 整除 ”的 互 不 相同 素数 户 求 积 。 口 

我 们 以 经 典 莫 比 乌 斯 反 演 的 应 用 来 结束 本 小 节 。 

例子 ”计算 &A 个 不 同 符号 al ，a ，…， 的 循环 ”排列 的 个 数 ， 其 中 ， 每 一 个 符号 都 可 以 使 
用 任意 多 次 ， 或 等 价 地 ， 我 们 计数 多 重 集合 (xn: al，n* as，…，n。as) 的 循环 排列 的 数目 。 
我 们 定义 这 样 一 个 循环 排列 的 周期 为 移动 后 使 得 留 下 的 循环 字 不 变 的 顺 时 针 循环 移 位 的 最 小 正 
整数 d。 例 如 ， 


Ul 


的 周期 是 2， 因 为 
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a G2 a 
Uz G2 ~—> Ql QI > Ue U2 
Ul az Ca 
循环 排列 
Ql 
Qs 
的 周期 为 4， 因 为 顺 时 针 旋 转 一 整 圈 (4 次 移 位 ) 才能 出 现 原来 的 样子 。 一 个 循环 ”排列 的 周期 
d 满足 1<d<n 且 d1n， 这 是 因为 周期 4 意味 着 特定 的 排列 样式 被 重复 n/4 次 。 我 们 可 以 把 一 个 
循环 排列 看 成 是 线性 的 符号 串 ， 其 中 第 1 个 符号 被 认为 是 跟 在 最 后 的 符号 之 后 。 因 此 ，a ，w， 
4a，oz 对 应 于 刚刚 考虑 过 的 第 1 个 循环 排列 。 移 位 一 次 ， 得 到 串 wz ，a ，a:，a1; 再 移 位 一 
又 返回 到 a!，as;，a};，az。 串 
对 应 于 周期 为 3 的 循环 6 排列 。 移 位 3 次 得 到 
Qi Ga 9 G3 93901 902 903 一 00301502 03 01 02 一 02 03 201 02 03 3901 一 dil 90Q2 9343 01 02 903 
我 们 又 回 到 第 1 次 时 的 原始 串 。 一 般 说 来 ， 周 期 为 4 的 循环 n 排列 以 这 种 方式 恰好 对 应 4d 个 不 同 
的 线性 串 ， 每 个 线性 串 都 有 周期 d。 
设 h(n) 是 可 能 使 用 符号 am ，a;，…，a4 的 循环 ” 字 的 个 数 ? 。 对 于 正 整数 mm， 设 flm) 等 
于 长 度 为 m 且 可 能 用 到 符号 a; ，w ，…，w 的 串 的 个 数 。 因 为 每 个 串 有 一 个 周期 4， 其 中 d|n， 
因此 下 式 成 立 ， 


nn = $Y HD (6. 31) 
{d:d|n} d 


因此 ， 如 果 我 们 能 够 计算 周期 为 4 长度 为 ”的 串 的 个 数 ， 那 么 就 能 够 计算 hCn)。 设 
g(m) = 之 fe) 


于 是 ，g(m) 是 长 度 为 m 的 串 的 总 数 ， 从 而 gC 二 和 根据 经 典 的 莫 比 乌 斯 反 演 〈 即 定理 
6. 6. 4)， 我 们 得 到 


fam 一 Dum/ogle) 一 Yum/ (6. 32) 
{e:elm} {eselm} 
在 式 (6. 31) 中 使 用 式 (6. 32) ， 我 们 得 到 
h(n) = 3 
d:dln 
= 雯 pg 
didln 


一 了 >», opm) ) 


eelny {mm|n/e} 


(因为 ela 县 dn, 所 以 我 人 有 d 二 me, 其 中 we|n, 从 而 m|n/e) 
= 5) (3) Lan/ /nN )e 


{eseln}y {rirlm/el 





日 An 依赖 于 上 ， 但 是 这 并 没有 反映 在 我 们 的 记 法 中 。 
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= 1 5 gk 
7 (em 


因此 ， 大 小 为 & 的 字母 表 所 形成 的 循环 ” 字 的 个 数 等 于 


6. 


”> co 性 


10， 
11. 
12. 
13. 


14. 
15, 


16. 


17. 


18. 


二 SD) $n/e)k: 口 
{eeln} 


7 练习 题 


- 求 从 1 到 10 000 中 不 能 被 4，5 或 6 整除 的 整数 个 数 。 

. 求 从 1 到 10 000 中 不 能 被 4，6，7 或 10 整除 的 整数 个 数 。 

. 求 出 从 1 到 10 000 中 既 不 是 完全 平方 数 也 不 是 完全 立方 数 的 整数 个 数 。 
- 确定 多 重 集合 


S= {4.a,3.b,4.c,5.d) 
的 12 组 合 的 数目 。 


确定 多 重 集合 


S= {cora,4.b,5.ec,7. d)} 
的 10 组 合 的 数目 。 


. 面包 店 出 售 巧克力 、 肉 桂 和 普通 的 炸 面 饼 圈 ， 并 在 一 特定 时 刻 有 6 个 巧克力 、6 个 肉桂 和 3 个 普通 炸 面 


轩 
Fe 





。 如 果 一 个 盒子 装 12 个 面 饼 轿 ， 那 么 可 能 有 多 少 种 不 同 的 盒 装 面 饼 圈 组 合 ? 


. 确定 方程 zi 十 zz 十 zx 十 zx 二 14 满足 x1，x:，x3，x 不 超过 8 的 非 负 整数 解 的 数目 。 


. 确定 方程 zi 十 zz 十 zs 十 Xxi 十 zi 二 14 满足 x1，xz，x3，xa，xs 不 超过 5 的 正 整数 解 的 数目 。 
. 确定 方程 
Xi 十 Xz 十 ZX 十 Xa 二 20 
满足 
1 过 6，0 达 元 7， 4 二 8，2 世 6 
的 整数 解 的 数目 。 


设 S 是 重 数 分 别 为 a ，ns，…，n 的 个 不 同 物体 的 多 重 集合 。 设 r 是 使 得 S 至 少 存在 一 个 r 组 合 的 
正 整 数 。 证 明 ， 在 应 用 容 斥 原 理 确定 S 的 -~ 组合 数 时 有 A 站 4z: 门 … 门 4 一式。 

确定 {1，2，…，8} 的 排列 中 没有 偶数 在 它 的 自然 位 置 上 的 排列 数 。 

确定 {1，2,，…，8}) 的 排列 中 恰 有 四 个 整数 在 它们 的 自然 位 置 上 的 排列 数 。 

确定 {1，2，…，9)》 的 排列 中 至 少 有 一 个 奇数 在 它 的 自然 位 置 上 的 排列 数 。 

确定 计数 集合 {(1，2，…，?) 的 排列 中 恰 有 & 个 整数 在 它们 的 自然 位 置 上 的 排列 数 的 一 般 公式 。 
在 一 次 聚会 上 ，7 位 绅士 存放 他 们 的 帽子 。 有 多 少 种 方法 使 得 他 们 的 帽子 返还 时 满足 

(a) 没有 绅士 收 到 他 自己 的 帽子 ? 

(b) 至 少 一 位 绅士 收 到 他 自己 的 帽子 ? 

《c) 至 少 两 位 绅士 收 到 他 们 自己 的 帽子 ? 

用 组 合 推 理 导 出 下 面 的 等 式 ，: 


n n n n n 
nl = (VO)D,+ ()p- 十 人)p-++( jp 十 人)p。 
(这 里 Do 定义 为 1。) 
确定 多 重 集 合 
S— {3.4,4.6,2.c) 
的 排列 数 ， 其 中 ， 对 每 种 类 型 的 字母 ， 同 类 型 的 那些 字母 不 能 连续 出 现 。 (abbbbcaca 是 不 允许 的 ， 但 
abbbacacb 可 以 。) 
证 明 阶 乘 公 式 
nl = a Dn DF DD) Cn=2,3,4,") 


19. 


20. 
21. 
22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27, 


28. 


29. 


第 6 章 容 斥 原理 及 应 用 +。 125 


利用 定理 6. 3. 1 给 出 的 错位 排列 数 的 计算 公式 证 明 下 面 的 关系 式 : 

D, = (nDDD :22+D) n=s3,4,5,.…) 
从 公式 DD, 二 nD 1 十 (一 1)"(n 二 2，3，4，*…) 出 发 ， 给 出 定理 6. 3. 1 的 证 明 。 
证 明 D, 是 偶数 当 且 仅 当 ”是 奇数 。 
证 明 6.5 节 的 Q, 可 以 改写 成 下 面 的 形式 ， 

Q = D+ 1) 

《接着 练习 题 22) 使 用 下 面 的 恒等式 

(— 1)*2 











一 天 二 Pe 
1 —( Dprt. 1) 








1 1 
(CO— 1)! 
证 明 Q,=D, TD,-1 《7 一 2， 3， “) 
把 6 个 非 攻 击 型 车 放 到 具有 如 下 所 述 禁 止 位 置 的 6X6 棋盘 上 的 方法 数 是 多 少 ? 





(a) 




















(b) 





























(ce) 























2 天 5，6。 

旋转 木马 有 8 个 座位 ， 每 个 座位 都 代表 一 种 不 同 的 动物 。8 个 女孩 脸 朝 前 〈 每 个 女孩 看 到 另 一 个 女孩 的 
后 背 ) 围 坐 在 旋转 木马 上 。 她 们 可 以 有 多 少 种 方法 改变 座位 ， 使 得 每 个 女孩 前 面 的 女孩 都 与 原先 的 不 
同 ? 如 果 所 有 的 座位 都 是 一 样 的 ， 那 么 该 问题 又 如 何 变化 ? 

旋转 木马 有 8 个 座位 ， 每 个 座位 都 代表 一 种 不 同 的 动物 。8 个 男孩 脸 朝 里 围 坐 在 旋转 木马 上 ， 使 得 每 一 
个 男孩 都 面 对 到 另 一 个 男孩 〈 每 个 男孩 看 到 另 一 个 男孩 的 前 面 )。 他 们 能 够 有 多 少 种 方法 改变 座位 使 得 
每 人 面 对 的 男孩 都 不 同 ? 如 果 所 有 的 座位 都 是 一 样 的 ， 那 么 该 问题 又 如 何 变化 ? 

有 一 路 地 铁 从 它 的 本 站 出 发 治 线 有 6 个 停车 站 。 当 它 离开 本 站 时 ， 列 车 上 有 10 个 人 。 每 个 人 都 在 其 6 
个 站 点 之 一 下 车 ， 而 且 在 每 一 个 车 站 至 少 有 一 个 人 下 车 。 有 多 种 方法 可 以 使 这 样 的 事情 发 生 ? 
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30. 


31. 


32. 


* 33. 


34. 
35. 


36. 


37. 
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多 重 集合 {3，a,， 4 .5b，2，c，1。d} 的 循环 排列 中 有 多 少 循环 排列 满足 对 每 种 类 型 字母 该 类 型 的 所 
有 字母 不 连续 出 现 ? 

多 重 集合 {2，a，3 .5b，4。c，5。d} 的 循环 排列 中 有 多 少 循 环 排列 满足 对 每 种 类 型 字母 该 类 型 的 所 
有 字母 不 连续 出 现 ? 

设 ”为 正 整数 并 设 如 ， 包 ，…， 杂 为 整除 的 所 有 互 不 相同 的 素数 。 考 虑 如 下 定义 的 欧 拉 咀 数 区 

$n) = | {kl1 kn,GCD(k,n} = 1} | 
利用 容 斥 原理 证 明 
大 
$(n) 一 xTT( 一 六 ) 
设 n 和 k 是 正 整 数量 £ 志 n。 设 aln, &) 是 把 个 非 攻 击 型 车 放 到 n Xn 棋盘 上 的 摆 放 方法 数 ， 其 中 棋盘 


上 的 位 置 (1，1) ，(2，2)，…，(， nn) 和 (1，2)，(2，3)，…， (一 1，m，(2，1) 是 禁止 位 置 。 
例如 ， 如 果 "一 6， 则 棋盘 为 
































六 X 

证 明 
on /2n—k 

| k ) 
注意 ， an， &) 是 从 围 成 一 图 的 2n 个 孩子 中 选择 k 个 孩子 并 使 得 没有 两 个 相 邻 的 孩子 同时 被 选中 的 方 
法 数 。 
证 明 卷 积 满足 结合 律 : /x* (g *h) 二 (fx g) xh。 
考虑 线性 有 序 集 1<<2<…<<7， 并 设 下 ， {1， 2， “"", n} 一 汽 是 一 个 函数 。 设 G; {1， 2， """, n} 一 居 的 
定义 如 下 : 


a(ln,k) 一 





Gm = PFC(R), (kn) 
k=1 


应 用 莫 比 马 斯 反 演 用 G 表示 下 。 
考虑 带 有 如 下 图 所 示 禁 止 位 置 的 棋盘 ， 














利用 式 〈6. 28) 计算 将 4 个 非 攻击 型 车 放 到 这 张 棋 盘 上 的 方法 数 。 
考虑 集合 {1，2，3) 的 子 集 的 集合 在 包含 关系 定义 的 偏 序 下 的 偏 序 集 (P(Xs)， 导 )。 设 厂 (P(X)) 
中 的 函数 f 的 定义 如 下 : 


1 车 A=B 

着 ACBEHIB| 一 |A4|=1 
若 ACBHIB|I 一 1Al =?2 
一 1 若 ACBE 有 |IB| 一 |A|=3 


2 
f(A,B) = 


38. 


39. 


40- 
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求 了 关于 卷 积 的 逆 。 

回忆 一 下 ，{1，2，…，n) 的 所 有 划分 的 偏 序 集 I， 其 中 的 偏 序 关系 是 加 细 (〈refinement) 关系 〈 见 第 
4 章 练 习题 47)。 确 定 I 和 下 的 莫 比 乌 斯 函数 。 - . 

设 "是正 整 数 并 考虑 偏 序 集 (X,，| )， 其 中 X, 一 {1，2，…，n} ， 而 偏 序 关系 是 整除 关系 。 设 a 和 2 
是 X, 中 的 正 整数 ， 其 中 aj5。 证 明 jla, 四 二 y(1, b/a)。 

考虑 有 上 个 互 不 相同 的 元 素 且 重 数 分 别 是 正 数 n1，nz，…，n 的 多 重 集合 X={m a， nz * ez，…， 
ns。as }。 我 们 在 关 的 组 合 上 引入 一 个 偏 序 ， 如 果 A 二 {pi as pa ra, ,Pe*a) 和 B=={g!*al， 
ga … 和 va 是 和 的 组 合 , 那么 若 计 1，2，…，, 时 有 户 委 9 ， 则 4 过 B。 证明 这 种 关系 也 定 
义 了 和 上 的 偏 序 ， 然 后 计算 它 的 莫 比 乌 斯 函数 。 
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递 推 关 系 和 生成 国 数 





许多 组 合计 数 问题 依赖 于 一 个 整数 参数 nx。 这 个 参数 nn 常常 表示 问题 中 某 个 基础 集合 或 多 重 
集合 的 大 小 、 子 集 的 大 小 、 排 列 中 的 位 置 数目 ， 等 等 。 因 此 ， 一 个 计数 问题 常常 不 是 一 个 独立 的 
问题 ， 而 是 由 一 系列 的 独立 问题 组 成 的 。 例 如 ， 设 h, 表示 {1，2，…，n}) 的 排列 数 。 我 们 知 
道 ， 几 ,一 2!， 因 此 ， 得 到 一 个 数 的 序列 

ho 3， 疡 7 
它 的 一 般 项 h, 等 于 n1。 选 择 ”为 一 个 特定 的 整数 时 就 得 到 这 个 问题 的 一 个 实例 。 如 果 取 ”一 5， 
那么 正如 确定 《1，2，3，4，5) 的 排列 数 问题 的 答案 那样 ， 得 到 hs 一 51。 
另 一 个 例子 ， 令 g, 表示 下 面 方程 的 非 负 整 数 解 的 个 数 ， 
ZI 十 .十 Ts 十 2 一 郊 
根据 第 3 章 ， 我 们 知道 下 面 的 序列 


Bo Bi1，B2， Brn""" 


加 (” ) 
&r 一 3 


本 章 讨论 涉及 一 个 整数 参数 ”的 某 些 计数 问题 的 代数 求解 方法 。 我 们 的 方法 或 者 导出 一 个 明 
确 的 公式 ， 或 者 导出 一 个 函数 ， 即 生成 函数 ， 这 个 生成 郴 数 的 寡 级 数 的 系数 给 出 计数 问题 的 解 。 
7. 1 若干 数列 

设 


的 通 项 满足 


ho ,shisha »*°° ,hs (7. 1) 
表示 一 个 数列 。h, 叫做 数列 的 一 般 项 或 通 项 。 两 类 为 人 熟知 的 数列 2 为 
算术 数列 ， 其 中 的 每 一 项 比 前 一 项 大 一 个 常数 g， 
几何 数列 ， 其 中 的 每 一 项 是 前 一 项 的 常数 g 倍 。 
在 这 两 个 例子 中 ,一 旦 初始 项 h。 和 常数 g 确定 ， 数 列 也 就 唯一 确定 了 : 
(算术 数列 ) 
ho ,ho + 9,ho 十 2g，… ,ho ng ,*** 
(几何 数列 ) 
ho ,gho hos, hos 
对 于 算术 数列 的 情况 ， 我 们 有 这 样 的 法 则 
二 hg (n>1) (7. 2) 
而 通 项 是 
hh 二 ho 二 ng (之 0) 
对 于 几何 数列 的 情况 ， 我 们 有 这 样 的 法 则 





加 “sequence” 译 作 数 列 ， 也 译作 序列 ， 两 者 在 本 书 中 意思 是 一 样 的 。 我 们 尽量 遵循 中 文 习惯 。 一 一 译 者 注 


h, = qh, (之 1) 


而 通 项 是 


h, = hg (之 0) 


例子 ”算术 数列 

(a) ho=1, g=2; 1，3，5，-…，1 十 22，… 

这 是 正 奇 整数 数列 : h, 二 1 十 2n (n 宇 0)。 

(b) ho=4, g=0: 4, 4, 4, ,4, 

这 是 每 一 项 都 等 于 4 的 常数 列 ，h, 二 4 (nn 这 0)。 
(c) ho=0, g=1: 0, 1, 2, ,Nn, °° 

这 是 非 负 整数 数列 〈 计 数 用 的 数 ) : h, 二 n(n 宇 0)。 
例子 几何 数列 

(a) ho=1, g=2; 1，2，22，…，2"，… 


h, = 二 2"” (之 0) 
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(7.3) 


口 


这 是 2 的 非 氏 整数 暴 的 数列 。 它 的 组 合 学 意义 在 于 它 是 求 ”元 素 集合 的 子 集 数 的 计数 问题 的 


数列 ， 也 是 确定 二 进 制 数 表示 问题 中 所 使 用 的 数列 。 


(b) ho 二 5， 9 一 3: 5， 3X5， 3:X5, ""*y 3"X5,， *" 
hh 二 3X5 《2 之 0) 


这 个 数列 是 在 求解 下 面 的 计数 问题 时 所 使 用 的 数列 : 求 有 x 十 1 种 不 同类 型 的 对 象 ， 而 且 每 
一 种 对 象 的 重 数 分 别 是 4，2，2，…，2(n 个 2) 的 多 重 集合 的 组 合 数 。 


数列 《7. 1》 的 部 分 和 是 和 
5 = ho 
51 二 ho 十 hi 
52 二 ho 十 hi 十 hs 


5 二 有 十 有 十 刀 十 十 hh 二 > 有 
k=0 


这 些 部 分 和 形成 一 个 新 的 数列 S09 S19 S29 ***y Si? "sy 其 通 项 为 Sno 


算术 数列 的 部 分 和 为 


5 = Dh + kg) 一 Cn 十 Dh 十 要 
=0 


几何 数列 的 部 分 和 为 


(nt 1)ho 


(qq 天 1) 
(gO= 1) 


口 


无 论 是 算术 数列 还 是 几何 数列 ， 根 据 规 则 (7.2) 和 (7.3) 都 可 以 得 到 相应 数列 的 下 一 项 ， 
这 些 就 是 线性 递 推 关系 的 简单 例子 。 在 第 6 章 错 位 排列 数 的 研究 中 ， 我 们 已 经 得 到 两 个 D, 的 递 


推 关系 ， 即 


D, = (一 1)CD 十 DO 二 3) 及 也 =2D， t+(—1) n> 2) 
在 (7.2) 和 (7. 3) 中 ， 数 列 第 ”项 六 , 可 根据 第 (x 一 1) 项 六 -和 常数 v 得 到 。 


我 们 将 在 7.4 节 给 出 递 推 关 系 的 一 般 定义 。 
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本 节 剩 余部 分 将 讲述 一 个 计数 数列 ， 这 个 数列 就 是 所 谓 的 非 波 那 契 数列 〈Fibonacci se- 
duence) 。 斐 波 那 契 2 在 1202 年 出 版 的 著作 Liber Apuci (算盘 书 )8 中 提出 了 这 样 的 问题 ， 计 数 在 
一 年 的 时 间 里 ， 从 一 对 兔子 开始 繁殖 的 兔子 对 的 数量 。 

斐 波 那 契 提出 的 问题 叙述 如 下 : 

在 一 年 的 伊始 ， 把 新 近 出 生 的 峻 雄一 对 兔子 放 进 一 个 笼子 里 。 从 第 二 个 月 开始 ， 每 个 月 这 个 
上 峻 兔子 生出 此 雄一 对 兔子 。 而 每 对 新 出 生 的 肉 雄 兔子 也 从 第 二 个 月 开始 每 个 月 生出 一 对 内 雄 免 
子 昌 。 确 定 一 年 后 笼子 里 有 多 少 对 兔子 。 

在 开始 时 ， 原 始 的 一 对 兔子 在 第 一 个 月 内 长 成 ， 因 此 ， 在 第 二 个 月 开始 时 ， 笼 子 里 仅 有 一 对 
兔子 。 第 二 个 月 内 ， 原 先 的 一 对 兔子 生 下 一 对 小 锡 ， 于 是 ,在 第 三 个 月 的 开始 有 两 对 兔子 。 在 第 
三 个 月 期 间 ， 新 生 的 一 对 兔子 正在 成 熟 ， 只 有 原先 的 一 对 兔子 生 小 免 。 因 此 ， 在 第 四 个 月 的 开 
始 ， 笼 子 里 将 有 2 十 1 二 3 对 兔子 。 一 般 地 ， 设 f. 表示 在 第 n 月 开始 (等 价 地 ， 在 第 nw 一 1 月 结束 
时 ) 时 笼子 里 的 兔子 对 数 。 我 们 已 经 算出 有 二 1， 所 二 1，f; 一 2 和 f= 二 3， 现 在 要 求 出 f1;。 

我 们 推导 一 个 关于 f, 的 递 推 关 系 ， 然 后 从 这 个 关系 计算 出 请 。 在 第 ”月 开始 ， 笼 子 里 的 免 
子 对 数 可 以 分 成 两 部 分 : 在 第 nn 一 1 月 开始 已 有 的 那些 兔子 和 第 n 一 1 月 期 间 出 生 的 那些 兔子 。 因 
为 成 熟 过 程 需要 一 个 月 的 时 间 ， 因 此 ， 在 第 n 一 1 个 月 期 间 出 生 的 兔子 的 对 数 是 在 第 n 一 2 个 月 开 
始 时 存在 的 兔子 对 数 。 于 是 ， 在 第 = 个 月 开始 就 有 f, | 十 f,_: 对 兔子 ， 于 是 得 到 递 推 关 系 

f= ff nn 3) 
利用 这 个 关系 和 已 经 算出 的 有 ，f;:，f; 及 f 的 值 ， 我 们 看 到 
=f+f=3+2=5 
太一 态 十 万 一 5 十 3 一 8 
方 一 大 十 太一 8T5 一 13 
fs= f+fs =13+8=21 
f= f+fr=21+13= 34 
fuo= fo 二 fs = 34+21= 55 
f= fut fs = 55+34= 89 
fiz= fh 十 fio = 二 89 十 55 二 144 
fi3= fst fi = 144++89 = 233 
因此 ， 一 年 以 后 笼子 里 有 233 对 兔子 。 定 义 f= 二 0， 于 是 f 二 1 二 1 十 0 二 有 十 fh。 满足 递 推 关 系 
和 初始 条 件 





fr 二 fi 二 fr (nn 之 2) 
f=0, fi=1 (7. 4) 
的 数列 户 ， 亡 ， 户 ， 态 ，，… 叫 做 裴 波 那 契 数列 ， 这 个 数列 的 项 叫做 斐 波 那 契 数 ， 式 〈7.4) 中 的 
递 推 关 系 叫 做 斐 波 那 契 递 礁 公式。 由 计算 可 知 ， 斐 波 那 契 数列 的 前 几 项 是 
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,-… 
斐 波 那 契 数列 有 许多 重要 的 性 质 。 在 下 面 两 个 例子 中 我 们 给 出 两 个 性 质 。 
例子 ” 斐 波 那 契 数列 的 项 的 部 分 和 为 
mm 一 矿 十 帮 十 户 十 …… 十 太一 大: 一 1 (7.5) 


怠 ”Leonardo， 更 为 人 们 熟知 的 名 字 是 斐 波 那 契 (Fibonacci， 意 思 是 Bonacci 之 子 )， 主 要 是 他 引进 了 西欧 现在 使 用 
的 数值 系统 。 
从 字面 上 的 意思 看 ， 这 本 书 是 关于 算盘 的 书 。 
尽管 这 听 起 来 非常 不 现实 ， 但 是 这 恰恰 就 是 我 们 要 挑战 的 数学 难题 。 


@0 
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特别 地 ， 这 个 部 分 和 比 一 个 斐 波 那 契 数 少 1。 

我 们 通过 对 n 施 归纳 法 证 明 (7.5)。 对 于 n= 二 0，(7.5) 退化 成 护 = 户 一 1， 因 为 0 王 1 一 1， 
显然 (7. 5) 成 立 。 现 在 ， 设 nx 之 1。 我 们 假设 (7.5) 对 有 成立， 然后 证 明 用 n 十 1 代 蔡 n 时， 
(7.5) 成 立 : 

hot fit fot tt fa = fot fit fet fa) fa 
二 (fz 一 1) 十 fm (根据 归纳 假设 》 
= fu fn—l 
二 fs 一 1 根据 斐 波 那 契 递 推 公 式 ) 


因此 ， 根 据 妇 纳 法 ，(7. 5) 对 所 有 x 之 0 成 立 。 口 





例子 ” 斐 波 那 契 数 f, 是 偶数 当 且 仅 当 nn 能 被 3 整除 。 
显然 这 一 事实 与 斐 波 那 契 数 f。 ，f1 ，f: 的 值 相符 。 对 于 一 般 情 况 ， 如 果 有 前 三 项 是 


偶 , 奇 , 奇 
则 利用 斐 波 那 契 递 推 公式 ， 接 下 来 的 三 项 也 是 偶 ， 奇 ， 奇 : 
奇 十 奇 二 偶 
奇 十 偶 二 奇 
及 
偶 十 奇 一 奇 口 





因此 ， 斐 波 那 契 数 六 是 偶数 当 且 仅 当 ”能 够 被 3 整除 。 
我 们 将 在 练习 题 中 给 出 斐 波 那 契 数 的 其 他 几 个 性 质 。 
现在 的 目标 是 得 到 斐 波 那 契 数 的 公式 ， 并 为 此 叙述 求解 递 推 关 系 的 技巧 ， 这 些 技巧 将 在 下 
一 节 进 行 更 深入 的 讨论 。 
考虑 如 下 形式 的 斐 波 那 契 递 推 关系 
太一 太一 矿 : 一 0 (之 2) (7.6) 
先 忽 略 f。 和 有 h 的 初始 值 。 求 解 这 个 递 推 关系 的 一 种 方法 是 寻找 形式 为 
fu = 
的 解 ， 其 中 g 是 一 个 非 零 数 。 因 此 ， 要 在 以 二 1 为 第 一 项 的 几何 数列 中 寻找 一 个 解 。 我 们 观察 
到 ， 上 =Y 满足 斐 波 那 契 递 推 关 系 当 且 仅 当 
qq™"—g :=0 
或 等 价 地 ， 
gq (gg—gq—1l)=0 (n=2,3,4,.) 
由 于 假设 g 不 等 于 零 ， 我 们 断言 ，f, 二 gq" 是 斐 波 那 契 递 推 关 系 的 解 当 且 仅 当 下 一 g 一 1 一 0， 或 等 
价 地 ， 当 且 仅 当 9 是 二 次 方程 
好 一 工 一 1 一 0 
的 根 。 应 用 二 次 求 根 公 式 ， 我 们 发 现 这 个 方程 的 根 为 
HE _1 
tk 


dz 2 


dl 
因此 
_ /1+Y5Y" _ /i~v5Yy 
/= (Se) 和 大 = (Se) 
两 者 都 是 斐 波 那 契 递 推 关 系 的 解 。 因 为 斐 波 那 契 递 推 关 系 是 线性 的 〈j/ 的 寡 只 有 1) 且 是 齐 次 的 
((7. 6) 式 右 边 等 于 0) ， 通 过 直接 计算 可 知 ， 对 于 任 选 的 常数 c 和 cz， 
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六 = al( 寺 加 ) ra(1SE) (7.7) 


也 是 递 推 关系 (7. 6) 的 解 。 

斐 波 那 契 数 列 有 初始 值 fh 二 0 入 二 1。 我 们 是 否 能 够 通过 选择 式 (7.7) 中 的 c 和 cs 从 而 
得 到 这 些 初 始 值 呢 ? 如 果 能 够 这 样 做 ， 那 么 式 (7.7) 就 给 出 了 斐 波 那 契 数 的 公式 。 为 了 满足 这 
些 初 始 值 ， 必 须 有 | 


on ol +e) 


这 是 关于 未 知 数 c 和 c 的 两 个 线性 方程 的 联 立 方程 组 ， 它 的 唯一 解 为 
1 — 


C2 一 


[os cl 十 cs 一 0 


二 


Cl 一 





V5 We 
代入 式 (7.7) 中 ， 我 们 得 到 下 列 公式 。 
定理 7.1.1 裴 波 那 契 数 满足 公式 
_1TfI+wTY _ 1/1l—v5Y 
/一 让 (2 ) 上 人 5 ) (之 0) (7. 8) 


即使 斐 波 那 契 数 都 是 整数 ,但 是 对 这 些 整数 却 有 一 个 明确 包含 无 理 数 V5 的 公式 。 用 二 项 式 
定理 展开 式 〈7. 8) 中 的 次 寡 时 ， 所 有 这 些 V5 又 都 奇迹 般 地 消失 了 。 

无 论 斐 波 那 契 递 推 关 系 的 初始 值 fo 二 a 和 f, 二 6b 是 什么 ,我们 都 可 以 通过 适当 地 选择 常数 c 
和 cz 来 得 到 这 些 初 始 值 ， 因 此 在 这 样 的 意义 之 下 ， 解 (7.7) 是 斐 波 那 契 递 推 关 系 〈7. 6) 的 通 
解 。 之 所 以 如 此 ， 这 是 因为 下 面 的 线性 方程 组 





cl 十 cs 一 4 
| rs- 
的 系数 矩阵 是 可 逆 的 ， 它 的 行列 式 


2 2 
不 等 于 零 。 因此， 无论 和 2 取 什么 样 的 值 ， 我 们 都 能 够 求解 上 面 的 线性 方程 组 2 得 到 唯一 的 和 。 
例子 设 g，8g8，82，…，8， … 是 满足 下 面 给 出 的 斐 波 那 契 递 推 关 系 和 初始 条 件 的 数列 : 
Bn = gtg2 (n> 2) 
go =2, 8 一 一 ] 
我 们 要 确定 满足 下 列 条 件 的 c 和 cz: 


1 1 
det E +v5 1 -| =—V5 








cl 十 cz 一 2 
1 十 V5 1 一 V5NY_ 
本 ; )+al 5 )= 1 
解 这 个 方程 组 ， 得 到 

V5—2 ,V+2 
V5 ”7 V5 








日 、 在 这 里 我 们 利用 了 一 点 初等 线性 代数 的 知识 。 从 第 二 个 方程 中 直接 消去 cl ， 可 以 看 到 这 个 方程 组 对 于 和 6 的 
每 一 个 选择 只 有 唯一 一 个 解 。 
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因此 ， 得 到 g, 的 公式 


V5—2/1+V5)" ,V5+2/1—Vv5Y 
对) 口 
上 面 这 个 斐 波 那 契 数 也 出 现在 其 他 的 组 合 学 问题 中 。 
例子 ”确定 用 多 米 诺 骨 牌 完美 覆盖 2Xn 棋盘 的 方法 数 A，( 见 第 1 章 的 有 关 定 义 )。 C219 





定义 h 三 19 。 我 们 还 算得 如 二 1，h, 二 2 和 二 3。 设 n 宇 2。 我 们 把 2Xn 模 盘 的 完美 覆盖 划 
分 成 两 部 分 A 和 B。 在 A 中 ， 放 人 人 这样 一 些 覆 盖 ， 即 有 一 块 竖 直 多 米 诺 骨 有 牌 覆 盖 棋盘 左上 角 方 
格 的 那些 覆盖 。 在 B 中 ,我们 将 其 余 完美 覆盖 放 进 去 ， 即 有 一 块 水 平 多 米 诺 上 骨牌 覆盖 棋盘 左上 
角 方 格 ， 另 一 块 水 平 多 米 诺 骨 牌 覆 盖 棋 盘 左 下 角 方 格 的 那些 完美 覆盖 ， 在 A 中 的 完美 覆盖 个 数 
等 于 2X(n 一 1) 棋盘 的 完美 覆盖 个 数 。 因 此 ，A 中 的 完美 禾 盖 数 是 


|A| = hi 
B 中 的 完美 覆盖 个 数 等 于 2X (n 一 2) 棋盘 的 完美 覆盖 个 数 ， 因 此 ，B 中 的 完美 覆盖 数 是 
| B| = hz 


于 是 ， 我 们 断言 
h, = 1A| 二 |B| =h,i+h,: (n>2) 

因为 二 hh 二 1( 斐 波 那 契 数 f 和 fi 的 值 ) 和 疡 一 六 -十 放 -: (之 2) ( 斐 波 那 契 递 推 关 系 )， 我 们 
得 出 结论 : ho，h，hz ，…，h,，… 是 删除 了 所 的 斐 波 那 契 数列 户 ， 户 ，…， 廊 ，…。 口 

例子 ”确定 用 单 牌 和 多 米 诺 上 骨牌 完美 覆盖 1X7z 棋盘 的 方法 数 b,。 

如 果 我 们 取 一 个 用 多 米 诺 骨牌 覆盖 2Xn 棋盘 的 完美 覆盖 并 只 看 它 的 第 一 行 ， 就 会 看 到 用 单 
牌 和 多 米 诺 骨牌 对 1Xz 棋盘 的 完美 覆盖 。 反 之 ， 每 一 个 用 单 牌 和 多 米 诺 骨 牌 对 1Xn 棋盘 的 完美 
覆盖 可 以 被 唯一 地 “扩展 ”成 用 多 米 诺 骨牌 对 2Xn 棋盘 的 完美 覆盖 。 于 是 ， 用 单 牌 和 多 米 诺 骨 
牌 覆盖 1Xn 棋盘 的 完美 覆盖 数 等 于 用 多 米 诺 骨 牌 覆盖 2Xn 棋盘 的 完美 覆盖 数 。 因 此 ，p ， 六 ， 
名，…，b,，… 也 是 删除 产后 的 斐 波 那 契 数列 。 口 

在 下 一 个 定理 中 ， 我 们 将 看 到 斐 波 那 契 数 是 如 何 作为 二 项 式 系数 的 和 出 现 的 。 

定理 7.1.2 在 帕斯卡 三 角形 从 左下 到 右上 的 对 角 线 上 的 二 项 式 系数 的 和 是 斐 波 那 契 数 。 更 
精确 地 说 ， 第 了 个 斐 波 那 契 数 请 满足 


t= to)) 
其 中 1 一 | 一 | 是 ZL 的 向 下 到 束 。 213 
证 明 定义 一 0 上 且 
m= (oH ) o>» 
因为 对 每 一 个 满足 p>>m 的 整数 有 CG 二 0， 所 以 我 们 还 有 
人 (人 (> 


0 n—1 
或 者 使 用 求 和 记号 改写 成 





日 一 个 2X0 的 棋盘 是 空 的 ， 而且 正好 有 一 个 完美 乔 盖 ， 即 是 空 逢 盖 。 
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为 了 证 明 这 个 定理 ， 只 需 证 明 g 满足 斐 波 那 契 递 推 关系 并 有 与 斐 波 那 契 数列 相同 的 初始 值 即 可 。 
我 们 有 


应 用 帕斯卡 公式 , 我 们 看 到 ， 对 于 每 个 n 宇 3， 有 
gl 二 gs = "+" =(" 0 ) +o" + (i) 
一 2、， 总 /mn 一 2 一 一 2 一 A 一 2、， 志 mn 一 1 一 A 
=(", )+2((" 大 )+(", ))=("。 )+2(” ) 


= ("1) + 人 (1) +( 0 )= ("1 





0 py| k n—1 pa k 
这 里 用 到 了 这 样 的 事实 ， 
7 一] _ 四 7 一 2 0 
( 0 ) =1=( 0 ) 和 (1) =0 (之 21) 
我 们 得 到 结论 : Bos B81», B2, *''», bn? … 是 斐 波 那 契 数列 ， 定理 得 证 。 口 
7.2 生成 函数 


在 这 一 节 ， 我 们 讨论 生成 函数 的 方法 ， 因 为 它 适 合 于 求解 计数 问题 。 一 方面 ， 可 以 把 生成 函 
数 看 成 是 代数 对 象 ， 其 形式 上 的 处 理 使 得 人 们 可 以 通过 代数 手段 计算 一 个 问题 的 可 能 性 的 数目 。 
另 一 方面 ， 生 成 函数 是 无 限 可 微分 国 数 的 泰勒 (Taylor) 级 数 〈 寡 级 数 展开 式 )。 因 此 ， 如 果 能 
够 找到 这 样 一 个 函数 以 及 它 的 泰勒 级 数 ， 那 么 泰勒 级 数 的 系数 就 给 出 了 问题 的 解 。 通 常 我 们 黑 
认 级 数 是 收敛 的 且 只 在 其 形式 上 操作 宕 级 数 。 

设 

ho shi yj (7. 9) 
是 无 穷 数列 。 它 的 生成 函数 (generating function) 定义 为 无 穷 级 数 
g(T) 一刀 十 用 并 十 户 妇 十 …… 十 Pz 十 
在 g(r) 中 ，z" 的 系数 是 式 〈7.9) 的 第 nn 项 h,， 因 此 ，x" 充当 h, 的 “ 占 位 符 "。 有 限 数列 
- ho sh ,hs sh 
可 以 看 成 是 无 穷 数列 
ho shi sh2 ,hh, .0,0 
在 这 个 数列 中 ， 除去 有 限 项 外 其 余 项 都 等 于 0。 因此 ， 每 个 有 限 数列 都 有 一 个 生成 函数 
g(Cz) = ho 十 hr 二 hr 二 十 hr” 

它 是 一 个 多 项 式 。 

例子 ”每 一 项 都 等 于 1 的 无 穷 数列 

| ,1，… 
的 生成 函数 是 
g(X) 二 1 十 x 十 台 十 十 十 
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这 个 生成 函数 g(x) 是 一 个 几何 级 数 S 的 和 ， 其 值 为 


__l1 
g(7) = T 一 过 


(7. 10) 


公式 〈7. 10) 以 一 种 非常 简明 的 形式 承载 了 各 项 都 是 1 的 这 样 一 个 无 穷 数 列 的 全 部 信息 ! 口 


例子 设 兽 为 正 整数 。 二 项 式 系 数 


的 生成 函数 是 


人 (set 人 


”根据 二 项 式 定理 可 知 
gfkz) 一 (1 十 工 )” 
它 以 一 种 简明 的 形式 展示 了 二 项 式 系数 数列 的 信息 。 














例子 设 w 为 实数 。 根 据 牛顿 二 项 式 定 理 (参见 5. 5 节 )， 下 面 的 二 项 式 系数 的 无 穷 数 列 


(的 (人 2) (2) 
的 生成 函数 是 
(1 十 x)* 一 ( 


例子 设 & 为 整数 ， 并 设 数列 


0 


ho sh sho ss: ,hse 
由 令 等 于 
el 十 es 十 … 十 ex nn 
的 非 负 整数 解 的 数目 所 定义 。 根 据 第 3 章 可 知 ， 
1 十 & 一 1 
= ("i ) n>0) 


它 的 生成 函数 (现在 使 用 求 和 记号 ) 是 
g(x) 5S ("Hh lr 


= k—1 
由 第 5 章 ， 我 们 知道 这 个 生成 函数 是 


n=0 





1 
8(7) 7 0 
回忆 这 个 公式 的 推导 过 程 非常 有 启发 。 我 们 有 
1 __l 1 x lt 
(1 — xr)* 1—z~I~z* XT 一 z (* 个 因子 ) 


) (er (Det tet 


起 牛 z 十 如 十 (1 十 十 弄 十 )(1 十 z 十 十 …) 


=- (D7)(De)(Be) 


在 上 面 的 记 法 中 ，x" 是 第 一 个 因子 的 代表 项 ，x"* 是 第 二 个 因子 的 代表 项 ， 


的 代表 项 。 将 这 些 代 表 项 乘 起 来 ， 得 到 
0 一 好 如果 6 十 所 十 十 奴才 





《7. 11) 


…， 妈 是 第 & 个 因子 


(7.12) 
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于 是 ,在 〈7.11) 中 的 系数 等 于 〈7. 12) 的 非 负 整数 解 的 个 数 ， 而 我 们 知道 这 个 数 是 
("Te !) 口 
把 上 面 这 个 例子 中 使 用 的 想法 运用 到 更 一 般 的 情况 。 
例子 ”什么 样 的 数列 的 生成 函数 是 如 下 式 子 ? 
( 十 Zz 十 王 十 如 十 十 王 )(1 十 x 十 区 ) 妇 十 zx 十 熙 十 下 十 工 ') 
设 x (0 委 ea 委 5)， 刀 (0 委 e 委 2) 和 x% (0 委 e 委 4) 分 别 表示 第 一 个 因子 ,第 二 个 因子 和 第 
三 个 因子 的 代表 项 。 假 设 


. e1 十 ez 十 es 一 nn 
则 xz” ，zx% ，zx* 相 乘 后 得 到 
TI T2 3 一 
因此 ， 乘 积 中 zx" 的 系数 是 el 十 ez 十 es 二 nn 的 整数 解 的 个 数 h,， 其 中 0 委 e 委 5，0 委 e 委 2，0 委 e 委 
4。 注 意 ， 如 果 n>5 十 2 十 4 二 11， 则 4, 二 0。 口 


例子 ”确定 苹果 、 香 花 、 橘 子 和 梨 的 ”组 合 的 个 数 ， 其 中 在 每 个 m” 组合 中 苹果 的 个 数 是 偶 
数 ， 香 获 的 个 数 是 奇数 ,橘子 的 个 数 在 0 和 4 之 间 ， 而 且 至 少 要 有 一 个 梨 。 

首先 ， 我 们 注意 到 这 个 问题 等 价 于 求 出 下 面 的 方程 

el 十 ee 十 eg 十 ef 一 郑 
的 非 负 整数 解 的 个 数 hs 其 中 el 是 偶数 《el 为 苹果 数 )， 22 是 奇数 (es 为 香花 数 )， 0< 委 ec 和 4 (es 
为 橘子 数 )， 而 e, 宇 1 (e 为 梨 的 个 数 )。 我 们 为 每 种 类 型 的 水 果 创建 一 个 因子 ， 其 中 的 指数 为 该 
类 型 水 果 的 ”组 合 中 所 允许 的 数量 : 
g(X) 二 (1 十 如 十 十 下 ) (zx 十 硬 十 下 十 中)(1 十 ZX 十 开 十 如 十 Xx)(zx 十 如 十 如 十 x 十 …) 

第 一 个 因子 是 “苹果 因子 ”， 第 二 个 因子 是 “香蕉 因子 ”， 依 此 类 推 。 现 在， 我 们 注意 到 


1 十 姨 十 刀 十 一 1 十 巡 十 (于 天 十 … 一 





ZX 十 下 十 下 十 一 二 X11 十 下 十 XT 十 …) 一 





1—x: 


5 





1 十 x 十 十 厂 十 z' 二 一 


1l—zx 


工 十 五 十 到 十 一 工 1 十 十 于 十 ……) 








工 一 工 
因此 
1 rT 1 一 x _ Tl— zx) 
SDTIFIRISzI zz (Ui 
于 是 ， 这 个 有 理 函 数 的 泰勒 级 数 中 的 系数 计数 了 所 考虑 类 型 的 组 合 数 ! 口 


下 一 个 例子 指出 如 何 通过 生成 函数 的 方法 直接 求解 计数 问题 。 
例子 ” 求 装 有 苹果 、 香 莹 、 橘 子 和 梨 的 果 篮 的 数量 h,， 其 中 在 每 个 果 复 中 苹果 数 是 偶数 ， 
香 若 数 是 5 的 倍数 ， 橘 子 数 最 多 是 4 个 ， 而 梨 的 个 数 是 0 或 1。 
题目 要 求 计数 苹果 、 香 获 、 橘 子 和 梨 的 某 些 n 组 合 数 。 我 们 确定 数列 如， hh， ho …，h,，… 
的 生成 函数 g(Cz) 。 我 们 为 每 种 类 型 的 水 果 引 入 一 个 因子 ， 而 且 发 现 
g(T) 二 (1 十 十 十 (1 十 下 十 Xx 十)X(1 十 x 十 十 让 十 1)(1 十 xz) 
= (+z) 


1—x:1—x 1 
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= i 一 D> = Dt Dr 
因此 ， 我 们 看 到 h, 二 十 1。 注 意 是 如 何 仅仅 通过 代数 处 理 而 得 到 这 个 计算 h, 的 公式 的 。 口 
例子 ”确定 下 面 的 方程 
el 十 ee 十 … 十 et 一 天 
的 非 负 奇 整数 解 el，e，…，ek 的 个 数 A， 的 生成 函数 。 








我 们 有 
gCz) 一 (z 十 迟 十 卫 十 :Cr 十 好 十 匡 十 …) (个 因子 ) 
二 X(1 十 瑟 十 十 )…rXT(1 十 二 十 Xx 十 …) 口 
一 个 ,oe 性 -一 x 
1—x 1—2x (1— x) 
我 们 知道 ， 方 程 
@l 十 ez 十 "… 十 eA 二 nn (7. 13) 
的 非 负 整数 解 的 个 数 h, 是 
72 十 & 一 ] 
=(" 7 ) 
而 且 已 经 确定 下 面 的 函数 
1 
g(CZ) = 一 一 一 一 


(1 CO— x)* 

是 它 的 生成 函数 。 然 而 ， 当 我 们 在 e; 前 面 添加 上 若干 正 整数 系数 时 ， 确 定 由 公式 (7. 13) 得 到 
的 方程 的 非 负 整 数 解 的 个 数 的 直接 计算 公式 是 一 项 困难 得 多 的 工作 。 然 而 ， 运 用 前 面 讨论 的 思 
想 ， 则 可 以 较 容 易 地 得 到 这 个 解 的 个 数 的 生成 函数 。 我 们 通过 下 面 的 例子 进行 解释 。 

例子 设 表示 下 面 方程 

3el 十 4e: 十 2es 十 5el 二 nn 

的 非 负 整数 解 的 个 数 。 求 h， hi, hs, ,hh,, … 的 生成 函数 Bg(X), 

作 如 下 变量 替换 : 

fi=30, fo=4de, fi=20, f= 5e 
于 是 h, 还 等 于 下 面 方程 的 非 负 整数 解 的 个 数 : 
fit+fitfsi+fi=n 

其 中 fi 是 3 的 倍数 ，f: 是 4 的 倍数，fs 是 偶数 ，f 是 5 的 倍数 。 等 价 地 ，h, 是 苹果 、 香 敬 、 桥 
子 和 梨 的 ”组 合 的 个 数 ， 其 中 苹果 的 个 数 是 3 的 倍数 ， 香 苞 的 个 数 是 4 的 倍数 ， 橘 子 的 个 数 是 偶 
数 ， 而 梨 的 个 数 是 5 的 倍数 。 因 此 

8(X) 三 (十 如 十 十 于 )( 民 十 十 三 十 ) X(1 十 下 十 到 十 0) 十 三 十 zx 十 …) 


1 1 1 1 
1 一 rl lx 口 


下 面 这 个 例子 具有 类 似 的 属性 。 

例子 ”有 无 限 多 的 一 分 、 五 分 、 一 角 、 两 角 五 分 和 五 角 的 硬币 。 确 定 用 这 些 硬币 竣 成 n 分 钱 
的 方法 数 h, 的 生成 函数 g(Cz)。 

hh, 是 下 面 方程 








el 十 5e: 十 10e: 十 25e, 十 50es 二 nn 
的 非 负 整数 解 的 个 数 。 其 生成 函数 是 


8(7X) 一 ! 5 10 5 1 
l—zxrl—x 1—zx "1x lz 
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我 们 以 下 面 这 个 关于 排列 逆序 的 定理 来 结束 本 节 的 内 容 。 回 想 一 下 4. 2 节 的 内 容 ， 集合 {1， 
2，…，?} 的 排列 x= 局 ia…is 中 的 逆序 指 的 是 满足 &<: 且 i> 的 对 (，z)。 在 中 逆序 的 数 
目 记 作 inv(x)。 正 如 我 们 从 4. 2 节 中 知道 的 那样 ，0 入 inv(m 委 xn 一 1)/2。 例 如 ， 如 果 一 6， 且 
r 一 315246， 那 么 inv(rx) 一 5。 设 An， 0 表示 {1，2，…，n}) 的 排列 中 有 :个 道 序 的 排列 的 数 
目 。 于 是 对 于 0 所 :所 nm 一 1)/2 有 hn， 之 1， 而 对 于 t>n(n 一 1)/2， 有 h(n, 7) 一 0。 在 下 面 的 
定理 中 ， 我 们 要 证 明 范 数 

ga Xx) = h(n,0)T++ hnsl)rzt h(n,2)r 二 二 hn nnOom 1)/2) rx" 
是 数列 
hns0) sh ns Dh ns2) ,hn nn— 1)/2) 
的 生成 函数 。 
定理 7.2.1 设 n 是 正 整 数 。 这 时 
gr(Z) 一 1(01 十 z)(1 十 z 十 妇 )(1 十 z 十 好 十 如)…(1 十 过 十 好 十 … 十 1) 
= Ha (7. 14) 

证 明 把 (7.14) 的 右边 ?3 记 作 g,(x)， 于 是 ,我 们 要 证 明 的 是 g, (zx) 二 g, (x)。 首 先 ， 我 们 注 
意 到 ， 如 果 多 项 式 g,(x) 等 于 g, (x)， 那 么 它 的 次 数 应 该 等 于 1 十 2 十 3 十 … 十 (n 一 1》 二 n(n 一 1)/2。 
展开 q,(x)， 每 一 项 都 是 形 如 


TI Tr Oh 
的 多 项 式 ， 其 中 
户 一 @ 十 ai 十 as 十 … 十 ai (7. 15) 
且 有 
0Za 人 R00RKa 委 10 委 ar 和 2 和 0 委 a 委 2 一 ] (7. 16) 


因此 , 在 q.(z) 中 zz 的 系数 等 于 满足 (7. 16) 的 方程 (7. 15) 的 解 的 个 数 。 但 是 我 们 从 4. 2 节 知 
道 ，(7. 16) 的 解 与 {1，2，…，n}) 的 排列 存在 一 一 对 应 ， 其 中 满足 (7. 15) 的 〈7. 16) 的 解 与 有 
个 逆序 的 排列 对 应 。 因 此 ，g, (zx) 中 x 的 系数 等 于 h(n，p)(x)。 因 为 这 对 于 所 有 的 p 二 0，1， 
2，…，n(n 一 1)/2 都 成 立 ， 所 以 有 q(x) 二 g(x)。 


7.3 指数 生成 函数 


在 7.2 节 中 ， 我 们 利用 下 面 的 单项 式 的 集合 为 数列 加， 有 ， 有 加 ，…， 有 ，… 定 义 了 生成 
函数 。 
{1: zz2 
这 个 生成 函数 特别 适合 于 某 些 计数 数列 ， 特 别 是 那些 涉及 二 项 式 系 数 的 数列 ， 这 是 因为 它们 具 
有 牛顿 二 项 式 定 理 的 形式 。 然 而 ， 对 于 某 些 计数 排列 的 项 的 数列 ， 更 有 效 的 方法 是 考虑 关于 下 面 
单项 式 集合 的 生成 函数 。 


(1 (7. 17) 


3 


这 些 单项 式 出 现在 泰勒 级 数 


er 


ll 


SE 于 
2 河 一 1 十 z 十 杂 十 t+ 





加 ”当然 ,如果 ”之 2， 则 (7. 14) 右边 开始 处 的 因子 1 可 以 忽略 ， 但 是 如 果 ”一 1， 那 么 就 只 有 这 一 个 因子 。 
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中 。 关于 单项 式 集合 (7. 17) 的 生成 函数 称 为 指数 生成 函数 。 数列 ho， hil， h,， 四 h,, … 的 
指数 生成 函数 定义 为 
go (7) 一 > 二 ho 十 hr 十 hh 条 十 …… 十 所 于 十 … 
例子 设 ” 是 正 整 数 。 确 定 下 面 数列 的 指数 生成 函数 : 
Pln,0), Pln,1), Pn,2),., Pln,n) 
其 中 PC(n,，k) 表示 n 元素 集 合 的 & 排列 的 数目 ， 因 此 对 于 4 一 0，1，…，7， 这 个 排列 的 数目 是 
n1/(n 一 k)!。 因 此 指数 生成 函数 是 


2 n 
go(z) = Pln,0)+ Pln, Dr pln,2) 部 十 … 十 PCn,n) a 





n! nl n 
二 1 十 mr 十 芭 na 十 十 友 一 (1 十 并 ) 


IC ntio! 
因此 ，(1 十 z)" 是 数列 Pl(n，0)，P(n，1)，…，P(n,，n) 的 指数 生成 函数 ， 而 我 们 在 7. 2 节 看 
到 这 也 恰恰 是 下 面 数列 的 普通 生成 函数 


(0 D 


例子 下 面 数列 
1,1,1，……，,1,… 
的 指数 生成 函数 是 
g'“* (zr) 一 2 气 一 全 
更 一 般 地 ， 如 果 a 是 任意 一 个 实数 ， 则 数列 
a 一 la 2 ea 
的 指数 生成 函数 是 





n! 

回想 一 下 3.4 节 的 内 容 ， 对 于 正 整 数 &，k”" 表示 有 上 & 种 不 类 型 的 对 象 且 每 一 种 对 象 都 有 无 穷 重 数 
的 多 重 集合 的 排列 数 。 因 此 ， 这 个 计数 数列 的 指数 生成 函数 是 ez 。 口 

对 于 有 上 种 不 同类 型 的 对 象 且 每 种 对 象 都 有 有 限 重 数 的 多 重 集合 S， 下 面 定理 给 出 S 的 n 排 
列 数 的 指数 生成 函数 。 这 是 在 3. 4 节 末 尾 所 提 到 问题 的 指数 生成 函数 形式 的 解 。 我 们 定义 多 重 集 
合 的 0 排列 数 等 于 1。 

定理 7.3. 1 设 S 是 多 重 集合 {nm “a N22 a2, 0, N° de}, 其 中 Nn, T7299 "°° TW 是 非 负 
整数 。 设 hh 是 S 的 n 排列 数 。 那 么 数列 ho，hi，hi，…，hh,，… 的 指数 生成 函数 g(x) 由 下 式 


给 出 : 


g'" (x) 一 > 一 > (az) 一 ee 


go (z) = fo (7) fs C7) fs (2) (7. 18) 
其 中 ， 对 于 i 二 1， 2， "yg k， 有 


I XT” 
f(D =1+trtat + (7. 19) 
证 明 设 
(0) ba Zz" 
go (z) 二 可 十 加 zf 十 各 新 十 下 十 肌 本 十 *… 
是 如， hi, hos, ,hh,, … 的 指数 生成 函数 。 注意 ， 当 n>ni 二 芭 十 … 十 nm 时 有 hh, 二 0， 所 以 go (zx) 





龟 ”我们 把 “生成 函数 ”或 “一 般 生 成 函数 ”等 称谓 留 给 单项 式 {1，zt，zx?，…，x",…} 的 情况 。 
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是 有 限 和 。 从 〈7. 19) 可知， 当 把 (7. 18) 乘 开 时 ， 我 们 得 到 下 面 的 项 








ml ty mp ing te tng 
ml mr mr rm (7. 20) 
其 中 
0Zm 人 nmm 0Rm 人 Rm 
设 n 王 mi 十 mz 十 … 十 mt。 于 是 (7.20) 中 的 指数 可 以 写成 如 下 形式 
x" nl! Xx” 
mi lnmz Yeo ! mlm lmln! 
因此 在 (7.18) 中 ，x”"/n! 的 系数 是 
D5) Co (7. 21) 


mi lm ter ! 
其 中 的 求 和 是 对 所 有 满足 下 面条 件 的 m ，m;,，…。mi 的 求 和 。 
Om 人 nm 人 Rm m0 和 Rm 人 nm 
1 十 7) 十 …… 十 as 一 
但 是 ， 由 3. 4 节 我 们 知道 ，(7. 21) 中 下 面 的 量 
nt 


- ， n= 十 7 十 十 


mi {mz 1 ! 





等 于 S 的 组 合 {m1 ous 2 ds or, 7 。 a.} 的 nn 排列 数 (简单 地 说 就 是 排列 数 )。 因为 S 的 





n 排列 数 等 于 在 所 有 这 样 的 满足 mi 十 wn; 十 … 十 mi 一 n 的 组 合 上 的 排列 数 ， 所 以 h, 等 于 〈7. 21) 
中 的 数 。 因 为 它 也 是 (7.18) 中 x*/nl 的 系数 ， 我 们 得 出 
g" (T= ff, CT fs Cz) fs Cx) 口 
利用 前 面 定理 的 证 明 中 所 使 用 的 推理 ， 可 以 计算 带 有 附加 限制 的 多 重 集 合 的 排列 数 数列 的 
指数 生成 函数 。 让 我 们 首先 看 一 下 ， 如 果 在 (7. 19) 中 定义 


2 k 











f.. (7) 1 十 > HH … 十 | er 


| x x 
21 kl 
那么 当 这 个 多 重 集合 的 重 数 mm ，n; ，…，ns 中 的 某 些 为 cc 时 ， 上 面 定理 仍然 成 立 。 

例子 设 h, 表示 由 数字 1，2，3 构造 的 nn 位 数 的 个 数 ， 其 中 在 这 个 位 数 中 ，1 的 个 数 是 偶 
数 ，2 的 个 数 至 少 是 3， 而 3 的 个 数 至 少 是 4。 确 定 最 终 的 数列 h。，hl ，h, ，…，h,，… 的 指数 生 
成 函数 g'* (x)。 . 

函数 g(x) 对 于 数字 1，2，3 的 每 一 个 数字 都 有 一 个 因子 。 对 各 个 数字 个 数 的 限制 反映 在 
如 下 的 因子 中 : 因为 要 求 1 的 个 数 是 偶数 ， 所 以 g'“(r) 中 对 应 于 1 的 因子 是 
天 十 和 十 … 
同样 ， 指 数 生成 函数 g'*“ (x) 中 对 应 于 数字 2，3 的 因子 分 别 是 


二 这 zx x en. 
h(x) = 31 ta 十 可 十 


hi(x) 一 1 十 





(xz) 一 1 十 车 十 条 十 订 十 而 
这 时 ， 要 求 的 指数 生成 函数 是 上 面 各 因子 的 乘积 ， 
gx) = hr)hs rh (zr) 口 


有 时 候 ， 也 可 以 利用 指数 生成 函数 去 求 某 些 计数 问题 的 公式 。 下 面 用 三 个 例子 加 以 说 明 。 

例子 ”用 红 、 白 和 蓝 三 种 颜色 给 1 Xn 的 棋盘 着 色 ， 如 果 要 求 被 着 成 红色 的 方 格 数 是 偶数 ， 
确定 给 这 个 棋盘 着 色 的 方法 数 。 

设 几 表示 这 样 的 着 色 数 ， 其 中 我 们 定义 h 等 于 1。 则 hh 等 于 有 3 种 颜色 〈 红 ， 白 ， 蓝 ) 的 
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多 重 集合 的 排列 数 ， 其 中 每 一 种 颜色 的 重 数 是 无 穷 ， 且 要 求 红色 出 现 的 次 数 是 偶数 。 因 此 ， 
ho, hy, ho, ,hs … 的 指数 生成 消 数 是 红 ， 白 ， 蓝 因子 的 乘 由 ， 


se 一 (1 十 夺 十 车 十 …) (1 十 音 十 夺 十 …) (1 十 知 二 夺 二 …) 

一 Fe te ee (+e) 一 3( 3 > 下) = } 3+ 
因此 ,太一 (3" 十 1)/2。 

这 一 简洁 的 h, 的 公式 暗示 有 可 能 存在 求解 这 个 问题 的 更 直接 的 方法 。 首 先 ， 我 们 注意 到 
太一 2， 因 为 只 有 一 个 方 格 ， 可 以 把 它 着 成 白色 或 者 蓝 色 。 设 "之 2。 如 果 第 一 个 方 格 被 着 成 白色 
或 者 蓝 色 ， 那 么 存在 h,-1 种 方法 完成 着 色 。 如 果 第 一 个 方 格 被 着 成 红色 ， 那么 在 剩余 的 n 一 1 个 方 
格 中 一 定 有 奇数 个 红 格 ; 因此 我 们 从 总 数 3” 种 方法 中 减 去 着 成 偶数 个 红 格 的 方法 数 hi 得 到 
3” 一 h_! 种 着 成 奇数 个 红 格 的 方法 。 于 是 ，h, 满足 下 面 的 递 推 关系 

所 二 2h, 1 十 (3" 一 1) 二 有 1 十 3 (nn 之 2) 
反复 使 用 弟 推 关系 ,二 hi 十 3”*， 并 利用 h 二 2， 我 们 得 到 
记 二 1 十 3 十 名 十 … 十 3 二 (37 十 1)/2 
例子 ”确定 满足 下 面条 件 的 位 数 的 个 数 ,每 个 数字 都 是 奇数 且 数 字 1 和 3 出 现价 








n=0) 




















数 次 。 
设 加 一 1。 数 六 等 于 多 重 集合 {co， 1,， co 3，ce 5，co "7，co 9} 的 ”排列 中 1，3 出 
现 偶数 次 的 排列 个 数 。 加 ，h，h ，…，h,，… 的 指数 生成 函数 是 5 个 因子 的 乘积 ， 每 个 因子 
对 应 于 一 个 可 用 的 数字 ， 

















。 2 并 2 2 3 3 十 一 工 2 
ge (一 (1 十 有 十 有 十) (1+z 十 夺 十 …) = (后 pg) 
= (FH) ee = lt2 tLe =1(e +2 +e) 
Slvr var ST) y+2x3"+1l) x 
= 了 ("29 十 宙 ) 一 己 人 4 ) 到 
因此 : 
het! (>0) O 


例子 ”确定 用 红 、 白 和 蓝 三 色 给 1Xn 棋盘 的 着 色 中 ， 要 求 红 格 数 是 偶数 ， 且 至 少 有 一 个 蓝 
格 的 着 色 方法 数 户 。 
数列 h, 的 指数 生成 函数 g(x) 是 


to (7) (1 | 大 + 于 | 一) (1+ 和 对 二 新 二 …)( 知 二 新 十 …) 























er 十 er ,,, er 一 e 十 虹 一 1 1 3" 一 2" 十 1z 
5 e’(e’—1) 5 2 二 之， 2 可 
因此 
1 3" 一 2 十 1 1 1 
ho 3 十 2 一 一 本 十 0 
h, 了 二 (n = 1,2，…) 








注意 ，h 应 该 等 于 0。1X0 的 棋盘 是 空 的， 没有 方 格 被 着 色 ， 所 以 没有 满足 蓝 格 数 至 少 是 1 的 
条 件 。 














228| 且 a 一 9， 久 一 0。 口 
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7.4 求解 线性 齐 次 递 推 关系 


本 节 对 于 存在 一 般 求 解 方法 的 一 类 递 推 关 系 给 出 其 形式 定义 。 然 而 ， 这 种 方法 的 应 用 要 受 
到 一 定 的 限制 ， 因 为 可 能 需要 求 高 阶 多 项 式 方程 的 根 。 
设 
ho sh sho so ,has 
是 一 个 数列 。 称 这 个 数列 满足 阶 线性 递 推 关 系 是 指 存在 量 a1，as，…，a4《a4 取 0) 和 量 久 (这 
些 量 ai ， CQ， ,ass b, 都 可 能 依赖 于 ”)， 使 得 
六 = Qi 十 ap 十 十 CA 十 加 (nk) (7. 22) 
例子 ”关于 错位 排列 数列 D,，D, ，D, ，…，D,，…， 我 们 之 前 得 到 了 两 个 递 推 关系 
D,= (2 一 1)D， 十 (2 一 1)D (n> 2) 
心 ,一 ?有 D 十 (一 1)” (n> 1) 
它们 都 是 线性 递 推 关系 。 第 一 个 递 推 关 系 的 阶 为 2， 且 有 a 二 mn 一 1，as 一 "一 1 及 久 一 0。 第 二 个 
递 推 关 系 的 阶 为 1， 我 们 有 al 一 n 及 6b, 一 (一 1)"。 口 
例子 斐 波 那 契 数列 fo, fi, fe, fo, … 满 足 2 阶 递 推 关系 
f= fife (n> 2) 
且 ai=1，o 王 1 及 咏 王 0。 口 
例子 ”阶乘 数列 六， 及， 庆 ，…， 太 ，… (其 中 ,二 n1) 满足 1 阶 递 推 关 系 
h, =nh,! (2 之 1) 
有 a=n, b,=0。 口 
例子 ”几何 数列 有 ，h，hs，…，h,，… (其 中 丸 .=q") 满足 1 阶 递 推 关系 
h, = gh (2 之 1) 











正如 这 些 例子 所 示 的 那样 ， (7. 22) 中 的 量 Qi, Gd ”3 Up 或 者 是 常数 ， 或 者 依赖 于 no 同 
样 ，(7. 22〉 中 的 量 刀 也 可 以 是 常数 《可 能 为 0) 或 者 也 依赖 于 n。 

我 们 称 线 性 递 推 关 系 (7. 22) 是 齐 次 的 《homogeneous)， 如 果 b 是 常数 0， 而 称 它 是 常 系数 
(constant coefficient) 的 ， 如 果 量 a ，a ，…，as 是 常数 。 本 节 讨 论 求解 下 面 常 系数 线性 齐 次 递 
推 关 系 的 一 种 特殊 方法 ， 即 形 如 

h, = ah 二 ahz 二 二 Tah (n> 上 £) (7. 23) 
(其 中 a ，a ，…，w 是 常数 且 a4 取 09〉 的 递 推 关系 。 所 描述 的 方法 成 功 与 否 依 赖 于 能 否 找到 与 
(7. 23) 相关 的 某 个 多 项 式 方程 的 根 。 
递 推 关 系 (7. 23) 可 以 重 写成 如 下 形式 
站 一 CI 一 CQzP 一 一 0 一 0 (n> k) (7. 24) 
一 旦 指定 所 谓 的 初始 值 ， 即 六 ， hi, h,， 机 hh 的 值 之 后 ， 满足 递 推 关系 (7. 24) (或 更 一 般 
地 ， 满 足 7. 22)) 的 数列 h。，h ，hi，*…，h,，… 就 唯一 确定 。 弟 推 关 系 (7. 24) 从 n=k 开 始 
“生效 ”。 首 先 ， 我 们 忽略 初始 值 并 在 不 给 出 初始 值 的 情况 下 求解 (7. 24) 。 事 实证 明 ， 只 需 考虑 
形成 几何 级 数 的 解 并 对 这 些 解 作 适当 的 修正 就 可 以 得 到 “足够 多 ”的 解 。 

例子 > 在 这 个 例子 中 ， 我 们 回顾 一 下 求解 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 一 种 方法 。 考 虑 下 面 

的 微分 方程 





y—5y 二 6y= 二 0 (7. 25) 


日 ”如 果 ax 等 于 0， 那 么 就 可 以 从 (7.23) 中 去 掉 arhs- :这 一 项 ， 得 到 一 个 更 低 阶 的 递 推 关系 。 
如 ”对 于 那些 没有 学 习 过 微分 方程 的 人 来 说 ， 这 个 例子 完全 可 以 忽视 。 这 里 只 是 要 说 明 解 决 递 推 关系 的 方法 与 你 可 
能 学 过 的 微分 方程 求解 方法 极其 相似 。 
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这 里 y 是 实 变量 z 的 函数 。 我 们 在 基本 的 指数 函数 y= 二 =e” 中 寻找 这 个 方程 的 解 。 设 g 是 一 个 常 
数 。 因 为 了 一 ge 上 且 y 一 9e*， 寺 是 y= 二 er 是 (7.25) 的 解 当 且 仅 当 
qe” — 5ge”™ 十 6e 一 
因为 指数 函数 e* 不 等 于 零 ， 因 此 可 以 从 上 面 方 程 中 把 它们 消去 ， 得 到 下 列 不 依赖 于 x 的 方程 : 
gq —5g 二 6 二 0 
这 个 方程 有 两 个 根 ， 即 9 一 2 和 4 一 3。 因 此 ， 
一 ez 和 y 一 eg 
都 是 (7. 25) 的 解 。 因 为 原来 的 微分 方程 是 线性 且 齐 次 的 ， 因 此 ， 对 于 任 选 的 常数 ce 和 cz， 
y= ce 二 cre (7. 26) 
也 是 (7. 25) 的 解 9 。 现 在 引 和 人 公式 (7. 25) 的 初始 条 件 。 所 谓 的 初始 条 件 说 的 就 是 zx 一 0 时 > 
的 值 以 及 y 的 一 阶 导数 的 值 ， 利 用 微分 方程 (7. 25) 可 以 唯一 确定 y。 假 设 指定 的 初始 条 件 是 
y0) =a, y'(0)=56 (7.27) 
其 中 a 和 2 是 固定 但 待定 的 数 。 此 时 ， 为 使 微分 方程 〈7. 25) 的 解 (7. 26) 满足 这 些 初 始 条 件 ， 
必须 有 





y(0)=a: ct 二 cz 一 4 
y (0) 一 05: 2ci 十 3c 一 
该 方程 组 对 每 一 组 选 定 的 a 和 45 都 有 唯一 解 ， 即 
cl 一 3 一 5，c 一 0 一 2a (7.28) 
因此 ， 无 论 初始 条 件 (7.27) 是 什么 ,我 们 都 可 以 利用 式 〈7.28) 选取 c 和 c， 使 得 函数 
(7. 26) 是 微分 方程 〈7. 25) 的 解 。 在 这 种 意义 下 ，(7. 26》 是 这 个 微分 方程 的 通 解 ， 带 有 指定 初 
始 条 件 的 〈7. 25) 的 每 一 个 解 都 可 以 通过 适当 选取 常数 c 和 cs 而 写成 (7. 26) 的 形式 。 口 
线性 齐 次 递 推 关 系 的 求解 可 以 采用 类 似 的 路 线 进行 ， 其 中 只 对 非 负 整数 mn 有 定义 的 离散 函数 
gq” 几何 数列 〉 起 到 指数 函数 e* 的 作用 。 其 实 我 们 已 经 在 7,1 节 中 关于 斐 波 那 契 数 的 计算 中 看 到 
过 这 样 的 例子 。 
定理 7.4.1 设 g 是 一 个 非 零 的 数 。 则 疡 一 9 是 下 面 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 








¥ 上 玉 一 gj 一 oj 一 一 aa 一 0 (ao 0nk) (7. 29) 
的 解 当 且 仅 当 gq 是 下 面 这 个 多 项 式 方程 
ar 0 (7. 30) 
的 根 。 如 果 多 项 式 方程 有 & 个 不 同 的 根 g，g ，…，gt， 则 
二 a 十 G 多 十 十 cg (7. 31) 


在 下 述 意 义 之 下 是 (7.29) 的 通 解 ,无论 给 定 什么 样 的 初始 值 h， 肌 ，…，h 及 -1!， 都 存在 常数 
Ci，Cz，"…， Ci， 使 得 式 (7.31) 是 满足 弟 推 关系 (7. 29) 和 初始 条 件 的 唯一 数列 。 

证 明 我们 看 到 有 ,二 gq 为 〈7. 29) 的 解 当 且 仅 当 

tag a dq “=0 
对 所 有 的 mn 之 k 成立。 因为 假设 g 隆 0， 所 以 可 以 将 上 式 中 的 go 消去。 于是， 这 无 穷 多 个 方程 
(对 于 每 一 个 n 宇 k 都 有 一 个 方程 ) 退化 成 唯一 一 个 方程 : 
og aqg asg “a 二 0 

我 们 得 出 六 一 o 是 式 〈7. 29) 的 解 当 且 仅 当 9 是 多 项 式 方程 〈7. 30) 的 根 。 

因为 假设 w 不 等 于 0， 所 以 0 不 是 〈7. 30) 的 根 。 因 此 ，(7. 30) 有 & 个 不 等 于 零 的 根 gl， 











名 ”我们 可 以 计算 出 y' 和 并 代入 【7.25) 之 中 来 验证 这 一 事实 。 
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Q2» """» Qko 这 些 根 可 以 是 复数 。 一 般 来 说 ， di» Gd2， (人 不 必 互 不 相同 (方程 可 以 有 重 根 )， 
但 是 现在 假设 根 d1» G2 ***» ds 互 不 相同 。 于 是 

h, 一 加 太一 和 一 
是 (7.29) 的 & 个 不 同 的 解 。 递 推 关系 (7. 29) 的 线性 性 和 齐 次 性 意味 着 对 于 任意 选 定 的 常数 


Cl Cos "ss Ces 








h, 一 cgi 十 cz 和 十 十 cg (7. 32) 
也 是 〈7. 29) 的 解 8 。 现 在 证 明 (7. 32) 是 定理 所 述 意 义 下 〈7. 29) 的 通 解 。 
假设 指定 初始 值 为 
ho = bo sh = bir she = bp 

我 们 是 否 能 够 选择 常数 cc ，c。，…，c 使 得 (7. 32) 中 给 出 的 h 满足 这 些 初始 条 件 呢 ? 等 价 地 
说 ， 无 论 选择 什么 样 的 bo, bi, ***», be1, 是 否 都 能 够 解 出 下 面 的 方程 组 呢 ? 

(n= 0) ci 十 cz 十 … 十 已 一 名 

(n= 1) a 二 cg 十 cgs = bi 

(n= 2) gog 二 cgi 一 多 (7. 33) 


(n=k—1) cig 和 十 cg 和 十 全 十 cg 各 = be 
现在 ， 我 们 需要 一 些 基础 的 线性 代数 知识 。 这 个 方程 组 的 系数 矩阵 是 
1 1 1 
HR gg (7. 34) 


grr! df! 0 
(7. 34) 的 矩阵 是 一 个 重要 的 矩阵， 它 被 叫做 范 德 营 (Vandermonde)〉 算 阵 。 范 德 莹 矩阵 是 可 首 
矩阵 当 且 仅 当 w ，q;，…，gq 互 不 相同 。 事 实 上 ， 它 的 行列 式 等 于 


因此 ， 当 ga ，gq ，*…，q4 互 不 相同 时 ， 它 的 确 不 为 零 S 。 因 此 , gy， gz，…， 互 不 相同 的 假设 意 
味 着 方程 组 (7. 33〉 对 于 加 ，b ，…，b-1 的 每 一 种 选择 都 有 唯一 的 解 。 因 此 ，(7. 32) 是 (7. 29) 
的 通 解 ， 定 理 证 明 完 成 。 

多 项 式 方程 (7. 30) 称 为 递 推 关 系 (7. 29) 的 特征 方程 (characteristic equation) ， 而 它 的 上 
个 根 叫做 特征 根 (characteristic root) 。 根 据 定理 7. 4. 1， 如 果 特 征 根 互 不 相同 ,那么 〈7. 31) 就 
是 (7.29) 的 通 解 。 

例子 ”对 应 于 初始 值 二 1， 如 二 2 和 hs 二 0， 求解 下 面 的 递 推 关系 

h, =2ho Ths 2hs (n>3) 
这 个 递 推 关系 的 特征 方程 是 




















妇 一 2z 一 十 2 一 0 
它 的 三 个 根 是 1， 一 1，2。 根 据 定理 7. 4. 1， 
由, = Tc 一 1)* 十 c2” 一 ci 十 上 (一 1)7 十 cs2" 
是 通 解 。 现 在 ， 我 们 要 求 常数 ，c。， 和 c;， 使 得 它们 满足 





加 这 可 以 通过 直接 代 人 来 验证 。 
加 ”这 个 公式 的 证 明 比 较 初等 却 很 重要 。 
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(2 一 0) cl 十 c 十 cs 一 1 
fe- 1) co—c 二 2c3 一 2 




















(n=2) c 十 c 十 4cs 一 0 232 
利用 消 元 法 可 以 求 得 上 面 这 个 方程 组 的 解 是 a 一 2，c 一 一 也 ,一 一 言 。 因 此 ， 
2 nn 1l 1 
岂 一 2 3 (—1) 3 2 
是 给 定 递 推 关系 的 解 。 











例子 ”只 由 三 个 字母 a,， b,c 组 成 的 长 度 为 n 的 一 些 单词 将 在 通信 信道 上 传输 ， 满 足 条 件 : 
传输 中 不 得 有 两 个 a 连续 出 现在 任 一 单词 中 。 确 定 通 信 信 道 允 许 传输 的 单词 个 数 。 
设 hh 表示 人 允许 传输 的 长 度 为 7 的 单词 个 数 。 我 们 有 如 二 1 ( 空 单词 ) 和 请 一 3。 设 "之 2。 
如 果 单 词 的 第 一 个 字母 是 5 或 c， 那么 就 有 4h,-, 种 方法 构成 这 个 单词 。 如 果 单 词 的 第 一 个 字 
母 是 a, 那么 第 二 个 字母 就 是 5 或 者 c<。 如 果 第 二 个 字母 是 6， 那 么 就 有 h,-: 种 方法 构成 这 个 
单词 。 如 果 第 二 个 字母 是 <， 那 么 就 有 h,-; 种 方法 构成 这 个 单词 。 因 此 ，h 满足 递 推 关 系 
h, = 2h, 十 2 (n 之 2) 


其 特征 方程 是 
TT—2r—2=0 
而 特征 根 是 
dg 一 1+TV3，@ =1—V3 
因此 ， 通 解 是 


太一 cl(1L 二 V3) 十 c(1 一 V3)” (n> 3) 

为 确定 h,， 需 要 求 c 和 cz ， 使 得 初始 值 满足 如 二 1 和 六 二 3。 这 引出 下 述 方程 组 
(2 一 0) cl 十 cs 一 1】 
和 cl 二 vV3) 十 c(1 一 V3) 一 3 








它 有 解 
= 2 十 v3 = 一 2 十 V3 
2V3 2V3 
因此 
六 一 tv 十 Va) (之 0) js 
是 满足 给 定 限制 的 可 以 在 通信 信道 上 传输 的 单词 个 数 。 口 


上 面 所 给 出 的 求解 常 系 数 线 性 齐 次 递 推 关 系 的 方法 可 以 用 生成 函数 来 描述 。 在 这 里 ， 牛 顿 
二 项 式 定理 起 着 重要 的 作用 。 特 别 是 ， 这 里 要 使 用 下 面 这 种 情况 下 的 牛顿 二 项 式 定理 . 
如 果 n 是正 整数 ,而 r 是非 零 实数 ,那么 


(rr)”"= 人 一 


或 者 等 价 地 ， 
大 1 
oy -2 ”)r rx (zl < 7) 
我 们 已 经 在 5. 6 节 看 到 
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因此 ， 可 以 把 1/(1 一 rx)” 的 这 一 公式 写成 


1 > ("kT rz (1z| < [) (7. 35) 


(mx k 
例子 ”确定 下 面 数列 的 生成 函数 。 
0,1,4,° ,7 
根据 (7.35), 以 及 nn 一 2, r 二 1， 有 








1 十 27 十 3 十 十 te 十 … 
因此 
Oe 
把 上 式微 分 再 乘 以 zx， 我 们 得 到 
34 二 一 1 十 %z 十 时 到 十 入 十 到 xz 十 …… 
和 
3 
因此 ，x(1 十 x)/(1 一 x》? 就 是 所 求 的 生成 函数 。 口 


下 一 个 例子 说 明 如 何 使 用 生成 函数 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 。 
例子 求解 下 面 的 递 推 关系 
h, = 5h — 6h,,. (nn 之 2) 
其 对 应 的 初始 条 件 是 ho 一 1， hi 一 2。 
我 们 把 递 推 关 系 写 成 下 面 这 样 的 形式 
h,— 5h, 1+6h,. (2 之 2) 
设 g(x) 二 忆 十 hz 十 hz 说 十 十 有 x" 十 … 是 数列 ho，hi，hz，…，h,，… 的 生成 函数 。 则 有 下 面 





的 一 些 方程 ， 参 照 原来 的 递 推 关系 ， 分 别 用 一 5r，6x? 作为 乘 数 乘 以 g(x) 得 
gz) 二 加 十 加 十 各 开 十 十 hx” 十 … 
一 5xzg(z) 一 Shor— Shir C—O— 5h rt 
6z2g(zr) 一 6hoz 十 … 十 6h, 2 妇 十 … 


把 上 面 三 个 方程 加 起 来 ， 我 们 得 到 
(1 一 5z 十 6z2)g(Cz) = hy 二 (hm 5ho)zrt (hs CO— 5h 6ho x 二 (hh, CO— 5h,i 6h, 2)7" + 
因为 加 一 5h,_ 1 十 6h, 一 0 (n 之 2)， 又 因为 思 二 1, 加 = 二 一 2， 所 以 有 
(1—5z+6r)g(x) = hh mh)r=1—7ir 
因此 ， 
1—7x 
1 一 5z 十 6z? 
从 最 后 的 这 个 生成 函数 g(x) 的 公式 ， 和 希望 能 够 确定 六 的 公式 。 为 了 得 到 这 样 一 个 公式 ， 我 们 
沿用 〈7. 35) 的 部 分 分 式 方法 。 我 们 观察 到 
1 一 5z 十 6z2 一 (1 一 2z)(1 一 3z) 
因此 可 以 把 g(z) 的 表达 式 的 右边 写成 下 面 的 形式 ， 其 中 co ，cs 是 某 些 常数 : 


235 1 一 7> 一 ec 二 
1 一 5z 十 6z 工 一 2 


g(xX) 一 


C2 
1—3x 
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用 1 一 5z 十 6x: 乘 以 上 面 等 式 的 两 边 ， 可 以 确定 c 和 cz : 
1 一 7z 一 (1 一 3z)ci 十 (1 一 2zr)cz 











或 者 
1 一 ?zz 三 (ci 十 Ci) 十 (一 3cl 一 2c2) 工 
因此 ， 
cl 十 cs 一 1】 
3ci 2c; 一 一 7 
求解 这 个 方程 组 ， 我 们 得 到 上 =5，c 一 一 4， 因 此 有 
1—7x _ 5 4 
8(T) 一 IT 一 到 十 6 有 一 1 到 一 到 
根据 (7. 35)， 有 
一 1 十 2z 十 2 如 十 十 2 十 
和 
13x 十 3 十 十 3 十 
. 因此 


g(z) 二 5(1 十 27 十 2 如 十 十 2477 十) 一 4(1 十 3z 十 32z 十 … 十 8%" 十。…) 
二 1 十 (一 2)x 十 (一 19)z 十 一 十 (5X2" 一 4X3")zr' 十 … 
因为 上 面 这 个 函数 是 数列 Ah， hi，, h,， "oy, h,, … 的 生成 函数 ， 所 以 得 到 hh 二 5X2"—4X3" 


(n=0, 1, 2*…)。 口 
如 果 特 征 方程 的 根 g, ，g。，…，g 不 是 互 不 相同 的 ， 那 么 在 定理 7.4.1 中 ,下 式 
h, = cg tt cq cq 《7. 36) 
就 不 是 原来 递 推 关系 的 通 解 。 
例子 递 推 关系 


h, = 4h, ;~—4h,. (2 之 2) 
有 特征 方程 
TC 一 4z 十 4 二 (x 一 2)* 二 0 
于 是 ，2 是 二 重 特征 根 。 在 这 种 情况 下 ，(7. 36) 变 成 
h, = Ci2 十 cz2 一 (cl 十 cz)2” = c2" 
其 中 c==a 十 cz 是 一 个 新 常数 。 因 此 ， 只 需 选 择 一 个 常数 满足 两 个 初始 条 件 ， 而 这 不 总 是 可 以 做 
到 的 。 例 如 ， 假 设 初始 值 是 有 二 1 和 如 二 3。 为 了 满足 这 些 初始 值 ， 我 们 有 
(n= 0) C 一 1 
(n=1) 2c=3 
但 是 ， 这 两 个 方程 是 矛盾 的 。 因 此 , 六 一 c2" 不 是 给 定 递 推 关系 的 通 解 。 口 
如 果 像 前 面 的 例子 那样 ， 某 个 特征 根 是 重 根 ， 我 们 就 需要 寻找 与 这 个 根 相关 的 其 他 解法 。 这 
种 情况 类 似 于 发 生 在 微分 方程 中 的 情况 。 
例子 9 求解 
y—4y++4y=0 
我 们 知道 y 一 扩 是 解 当 且 仅 当 





昌 ” 对 那些 没有 学 过 微分 方程 的 人 ， 这 个 例子 同样 可 以 跳 过 。 
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qe” 一 4qe 十 4e 一 0 
或 等 价 地 ， 
FF—4g+4=0 
该 方程 的 根 为 2，2 (2 是 二 重 根 )， 并 直接 导致 只 有 一 个 解 ?一 持 。 但 在 这 种 情况 下 ，y 一 ze 也 
是 一 个 解 : 
y = 2xe* 十 ez 
y" 二 4xe” 十 2e2 十 2e 一 4zezr 十 4e2x 
多 一 4y 十 4y 一 (4zes 十 4ez) 一 4(2ze2 十 ex) 十 4zez 一 0 
因此 ，y 二 e* 和 y 二 xe* 两 者 都 是 微分 方程 的 解 ， 从 而 
y 二 cle2 十 cze2 《7. 37) 
也 是 微分 方程 的 解 。 
现在 验证 〈7. 37) 是 通 解 。 假 设 指定 初始 条 件 是 7(0) 一 2，y 0) 一 5。 为 了 使 〈7. 37) 满足 
这 些 初始 条 件 ， 必 须 有 
y(0)=a: cl 一双 
3y (0) 一 503:2c 十 c 一 
这 些 方 程 有 唯一 解 c= 二 a 和 cs 二 6 一 24。 因 此 ， 可 以 唯一 地 选择 常数 c 和 cz 来 满足 任意 给 定 的 初 
始 条 件 ， 从 而 我 们 断言 公式 〈7. 37) 就 是 通 解 。 品 
例子 求 下 面 递 推 关系 





h,— 4h, 十 4 一 0 (n 宛 2) 

的 通 解 。 

它 的 特征 方程 是 

x 一 47 二 4 二 (x 一 2)* 二 0 
并 有 根 2，2。 我 们 知道 h, 二 2” 是 这 个 递 推 关系 的 一 个 解 。 下 面 证 明 思 二 n2" 也 是 一 个 解 。 我 
们 有 
h, = n2" ,hii = (no 1)2" ,hs 一 (2 一 2)27 
从 而 
hi — 4hi 十 47 = n2"—4(n—1)2"! 二 4(n— 2)2"™? 
= 272(42 一 8 一 1) 十 4(2 一 2)) 一 272(0) 一 0 
我 们 现在 断言 
h, = Cl2 + cen2" : (7. 38) 
对 常数 = 和 c 的 每 种 选择 都 是 一 个 解 。 现 在 施加 初始 条 件 
由 一 4 和 有 一 六 
为 使 这 些 条 件 得 以 满足 ， 必 须 有 
(n=0) cl 一 4 
(一 1) 2c 十 2cs 一 六 

该 方程 组 有 唯一 解 一 a 和 c; 王 (6 一 24)/2。 因 此 ， 可 以 唯一 选择 常数 c 和 c 来 满足 这 些 初 始 条 
件 ， 由 此 我 们 得 到 结论 : 〈7. 38) 是 给 定 的 递 推 关系 的 通 解 。 口 

更 一 般 地 ， 如 果 gq( 有 可 能 是 复数 ) 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 * 重 根 ， 那 么 可 
以 证 明 





h, 一 9 一 ng” sh, 一 ng oh, 一 1 9 
中 的 每 一 个 都 是 一 个 解 ， 从 而 
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户 ,一 Ci 及 十 cd" 十 cs 有 十 十 cg 
对 常数 c，c，…，c 的 每 一 种 选择 也 是 一 个 解 。 . 
下 面 的 定理 讨论 特征 方程 有 多 个 不 同 重 数 的 重 根 的 更 一 般 的 情况 ， 我 们 只 叙述 定理 而 不 给 
出 其 证 明 。 
定理 7.4.2 设 @，g，…，g@ 为 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 
h, = ahrilTahs ah a (nk) (7. 39) 
的 特征 方程 的 互 不 相同 的 根 。 如 果 9i 是 《7. 39) 的 特征 方程 的 s; 重 根 ， 那 么 这 个 递 推 关系 的 通 
解 中 对 应 于 g; 的 部 分 是 
H? = cag teng?t "ten Tg = (ateont tc nn )g 
,= HP +H? + HY? 
例子 求 递 推 关 系 
h, =— hi 二 3h, zs 十 5h, ;十 2h,1 (nn 之 4) 
对 应 于 初始 值 及 二 1,， 如 = 二 0， 有 = 二 1 和 二 2 的 解 。 
这 个 递 推 关系 的 特征 方程 是 
TT 一 3Xx 一 5x 一 2 二 0 
它 有 根 一 1， 一 1， 一 1，2。 于 是 ， 通 解 中 对 应 于 根 一 1 的 部 分 是 
HY 一 cl (一 1 十 cz 一 1 和 十 cs72 (一 17)” 





而 对 应 于 根 2 的 部 分 是 
H® 一 C2” 
因此 ， 通 解 是 





h, = HY + HY 一 CI( 一 1] 十 cz 一 1 十 ci (一 1] 十 ce2 
我 们 需要 确定 ec ，c ，cs 和 cf ， 使 得 初始 条 件 成 立 。 因 此 ， 下 面 的 方程 
(n= 0) cl 十 一 1 
(n= 1) Cl C2 cs 十 2c 一 0 
(n= 2) cl 十 2c 十 4cs 十 4c; 一 1 
(n= 3) cl 一 3c: 一 9cs 十 8c 一 2 


必须 成 立 。 上 面 这 个 方程 组 的 唯一 解 是 a 一 于 ,0 一 一 了 ,cs 一 0，c4 一 好 。 因 此 ， 解 是 

















3 
9 


本 节 讨 论 的 方法 在 实际 应 用 中 往往 因 很 难 求 得 多 项 式 的 所 有 根 而 受到 限制 。 

我 们 还 可 以 利用 生成 函数 来 求解 〈 至 少 在 理论 上 ) 任意 & 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 。 相 应 
的 生成 函数 是 形 如 p(x)/gq(x) 的 函数 ， 其 中 p(x) 是 次 数 小 于 的 多 项 式 ， 而 q(x) 是 常数 项 等 
于 1 的 & 阶 多 项 式 。 为 了 求 数列 项 的 生成 公式 ， 首 先 ， 我 们 用 部 分 分 式 法 把 p(x)/g(x) 表示 成 
如 下 形式 的 代数 分 式 的 和 





7 n n 2 un 
如 一 可 ( 1) nl 1] 十 可 2 口 


0 
其 中 1 是 正 整 数 ,r 是 实数 ,，c 是 常数 。 于 是 ， 我 们 利用 (7. 35) 求 1/(1 一 rx)' 的 震级 数 。 把 这 
样 的 项 加 起 来 ， 就 得 到 生成 郴 数 的 震级 数 ， 于 是 就 可 以 从 这 个 寡 级 数 中 读 取 数列 各 项 。 
例子 设 h，h，h;，…，h,，… 是 满足 下 面 递 推 关系 的 数列 : 
h, 二 hi C— 16h, ;二 20h, 一 0 (2 之 3) 
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其 中 为 = 二 0, 及 二 1，hs 二 一 1。 求 思 的 通 项 公式 。 
设 g(z) 二 a 十 hz 十 h 肛 式 十 下 十 hx "十 … 是 数列 ho， 有 hh，…，h;，… 的 生成 冰 数 。 把 下 
面 四 个 方程 
g(XT) = 二 加 十 hx 十 hr 十 ha 十 十 hx" 十 


ZXg(X) 一 hox 十 hx 十 hz 十 一 十 hx 十 
—16x:g(7x) = —16hoxr OO— 16hr 7 —16h, sr 一 多 
20zag(zr) = 20hoz 十 十 201 3x" 十" 


加 起 来 ， 我 们 得 到 
(1 十 z 一 16 妇 十 202)g(z) 一 加 十 (hu 十 ho)z 十 (有 a 十 有 一 16h x 

十 Chs 十 hy 一 16hi 十 20ho)zw 十 … 十 (hs 十 hi 一 16hz 十 20h sD) 十，… 
因为 十 h,_1 一 16h,_2 十 20h,_; 二 0，(n 之 3)， 又 因为 有 二 0, hh 二 1,，h 1， 我 们 得 到 











240 (1 十 z 一 16z 十 20z)g(r) 一 工 
因此 
g(z) = 二 一 5 
TI 十 工 一 16 姜 十 20r 


我 们 看 到 (1 十 zx 一 16 妇 十 20 妇 ) 一 (1 一 2z)2 (1 十 5z)。 因 此 对 于 某 些 常数 c ，cz ，cz: ， 有 


C1 


X 一 Cs 
1] 十 x 一 16xz 十 207 1 一 2z (1—2x)’ 
为 了 确定 这 些 常 数 ， 用 1 十 x 一 16x 十 20x” 乘 以 上 面 方程 的 两 边 ， 得 
并 一 (1 一 2z)(1 十 5zr)cl 十 (1 十 5z)cs 十 (1 一 2z)2cs 








十 十 


C3 
1 十 5z 


或 者 等 价 地 写成 
之 一 (cl 十 c 十 c) 十 (3c; 十 5c 一 4cs)z 十 (一 10c 十 4c) x 
因此 
cl 十 cs 十 G 王 0 
3c, 十 5cs 一 4cs 一 1 

















一 10c， 十 4cs 一 0 
求解 上 面 的 方程 组 ， 得 
C 2 cz 一 7 C 一 一 了 
! 49’ 2 49 349 
因此 
加 x 2/49 7/49 5/49 
8(7) TT rr 1 ozt (or 1 
根据 〈7. 35) ， 有 
1 ok 
1—8x 2 
1 /kl pk 
ry > ( . ) 24z 2 (k+l)2z 
1 _ 
一 》 (一 5)4zrt 
1 十 5x 之: ™ 
于 是 有 


om oo 


241 gz =——2( Dt) + (DTD ) (Ps)) 
k=0 


#=0 
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SS 2 .7 ko/ > 
| 六 2 十 主人 十 D2 一 高 二 54 


因为 g(Cz) 是 如， hi, hs, **, h,, … 的 生成 函数 ， 所 以 有 
__2 
”49 
上 面 这 个 关于 hh 的 公式 应 该 让 我 们 联想 到 利用 特征 方程 的 根 求解 递 推 关系 的 方法 。 事 实 上 ， 
这 个 公式 表明 这 个 给 定 的 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 2，2 和 一 5。 下 面 的 讨论 阐明 这 两 个 方法 间 
的 关系 。 
在 前 面 的 例子 中 ， 我们 用 下 面 的 分 式 形式 给 出 了 生成 函数 


上 


h, 





na 7 nD 一 Li =— woe 
2 716‘7+1)2 49° 5)” (n=0,1,2,.) 口 


g(z) = 二 
其 中 
q(x) 二 1 十 xX 一 16x 十 20x 
因为 递 推 关系 是 


h, 二 hi CO—16h,s+20h,s =0 (n= 3,4,5,..) 
因此 相关 的 特征 方程 是 ~(z) 一 0， 其 中 
r(zr) 一 了 习 十 之 一 16z 十 20 
如 果 用 1/z 取代 r(x) 中 的 (这 相当 于 做 变量 替换 y 二 1/z)， 我 们 得 到 


1 十 二 一 16 工 十 20 
x 区 x 





r(l/z) 





或 者 
ar(1/z) = 1 二 x—16x: 二 20x: = g(xz) 
特征 方程 r(x) = 二 0 的 根 是 2，2， 一 5。 而 r(x) 二 (x 一 2)? (x 十 5)， 所 以 有 


qz = 了 (圭一 2) (T+5) = 0 -2 +5z) 
这 可 以 检查 我 们 前 面 的 计算 。 


上 面 的 关系 在 一 般 情况 下 成 立 。 设 加， 有，hs，…，h,，… 是 由 下 面 的 有 阶 递 推 关系 定义 的 
数列 








h, Tah, 十 十 GPR 一 0 (n 之 开 ) 242 
其 中 ， 递 推 关 系 的 初始 值 是 hh。，h，…，h_! 。 回 想 一 下 ， 因 为 这 个 递 推 关 系 是 & 阶 的 ， 且 假设 
au 不 等 于 0。 所 以 设 g(x) 是 这 一 数列 的 生成 函数 。 利 用 例子 中 的 方法 ， 我们 知道 存在 多 项 式 
plz), q(x), 使 得 


_ P(X) 
g(X) gr) 


其 中 q(x) 是 上 阶 的 ，p(x) 次 数 小 于 上 。 事 实 上 ， 我 们 有 
q(Cz) 二 1 十 qz 十 oz 十 十 arx* 
和 
p(x) = ht hitaho rt htahitaho r+ 二 (hei ahezst 二 a hho) ! 
这 个 递 推 关系 的 特征 方程 是 r(x) 二 0， 其 中 
r(z) = 十 ar! 二 Tazrxt 十 十 ax 
因此 ， 
q(x) = xtr(1/z) 
因此 ， 如 果 r(x) 二 0 的 根 是 o ，q。，…，g:， 那 么 
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rt(rz) 一 (XTX 一 gi)(x 一 gy)"…(Xx 一 qi)( 根 是 di GD) 


cz) 一 (一 gz 一 gz) (1 一 ez)( 根 是 1/o 1/0 1/aue) 
反 过 来 ， 如 果 给 定 & 次 多 项 式 
Gd(Z) 一 负 十 包工 十 和 
其 中 性 夭 0， 且 下 面 的 多 项 式 次 数 小 于 & 
pz) = do drt di 
利用 部 分 分 式 和 “7. 35)， 可 求 得 宕 级 数 9ho 十 hz 十 … 十 hr" 十 …， 使 得 


2 二 加 十 如 十 十 hr" 十 


我 们 可 以 把 p(x) 二 do 十 dz 十 …di_1x* 写成 下 面 的 形式 
do 十 dz 十 "2 二 dx”! 一 (bo 十 十 2"* 十 bz) XX (ho 十 hz 十 ”°° 二 hr” 十 …) 
把 上 面 这 个 方程 的 右边 展开 ， 比 较 两 边 的 系数 ， 我 们 得 到 


boho =do 
boh bih, =d 
0 1 十 1it0 . 1 (7. 40) 
bohi tT hihisatt Thenho 一 不 
和 
bohs tohs i 二 bh =0 (n> k) 《7.41) 


因为 谈天 0， 所 以 方程 (7. 41) 还 可 以 写成 下 面 的 形式 
各 十 全 hr 十 十 下 hs 一 0 (之 月 


这 是 一 个 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 它 满足 ho， hi，, "yy ho 通过 求解 方程 组 (7. 40) 可 以 唯 


一 确定 初始 值 ho, hi, **, hi1, 其 中 Za 天 0。 我 们 把 这 一 讨论 概括 成 下 面 的 定理 。 
定理 7.4.3 设 
ho shi ,hz ,sh, ,se* 


是 满足 
二 ch 二 chs =0，G 关 0 (nn 宇 上 k) (7. 42) 
的 上 阶 常 系 数 齐 次 递 推 关 系 的 数列 ， 则 它 的 生成 函数 g(xX) 是 如 下 形式 的 函数 
_ plz) 
g(X) g(x) (7.43) 


其 中 g(x) 是 常数 项 不 等 于 0 的 有 次 多 项 式 ， 而 p(X) 是 次 数 小 于 让 的 多 项 式 。 反 之 ， 给 定 这 样 
的 多 项 式 p(x)， qx), 则 存在 序列 h， hi, h,， ”9 h,， … 满 足 由 (7. 42) 给 出 的 类 型 的 上 阶 常 
系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 且 其 生成 函数 是 (7. 43) 给 出 的 函数 。 


7.5 非 齐 次 递 推 关系 


通常 情况 下 ， 非 齐 次 递 推 关系 更 难 求解 ， 而 且 通 常 需 要 依赖 于 其 非 齐 次 部 分 ( 即 (7. 22) 中 
的 bb, 项) 的 一 些 特殊 技巧 。 本 节 考 虑 常 系数 非 齐 次 线性 递 推 关系 的 几 个 例子 。 

我 们 的 第 一 个 例子 是 个 著名 的 难题 。 

例子 ( 汉 诺 塔 问题 ) 有 三 根 柱 子 ， 在 其 中 一 根 柱 子 上 穿 有 大 小 递增 的 ”个 圆 盘 ， 最 大 的 圆 


日 ”对 于 满足 | x| <z 的 所 有 工 ， 这 个 寡 级 数 收 敛 于 p(x)/g(x)， 其 中 :是 q(x) 二 0 的 根 的 最 小 绝对 值 。 因 为 我 们 假 


设 加 隆 0， 所 以 0 不 是 g(r) 二 0 的 根 。 
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盘 在 底部 。 现 在 ， 要 一 次 一 个 地 将 这 些 圆 盘 移 到 另 一 根 柱 子 上 ， 而 且 规 定 任 意 时 刻 都 不 允许 将 大 
圆 盘 放 到 小 圆 盘 的 上 面 。 我 们 的 问题 是 要 确定 将 圆 盘 从 一 根 柱子 转移 到 另 一 根 柱 子 所 需 的 移动 
次 数 。 

设 h, 是 转移 2” 个 圆 盘 所 需 的 移动 次 数 。 可 以 验证 和 = 三 0, 六 三 1 和 刀 二 3。 我 们 能 够 找 出 凡 
满足 的 递 推 关 系 吗 ? 为 了 把 ”个 圆 盘 转 移 到 另 一 根 柱 子 上 ， 我 们 必须 首先 把 一 根 柱 子 上 顶部 的 
7 一 1 个 盘子 转移 到 另 一 根 柱 子 上 ， 然 后 把 最 大 的 圆 盘 移 到 空 柱子 上 上， 然后 再 把 那 n 一 1 个 盘子 转 
移 到 穿 有 最 大 圆 盘 的 那 根 柱子 上 。 因 此 ， 六 满足 

太一 21 十 1 (之 1) 

太一 0 (7. 44) 
这 是 一 个 1 阶 常 系数 线性 递 推 关系 ， 但 却 不 是 齐 次 的 ， 因 为 出 现 了 1 这 一 项 。 为 了 求 出 hh， 我们 
迁 代 7. 44) 式 ; 








h, 一 2h, 1 十 1 
二 2(2h; ;十 1) 十 1 = 22 有 hs 十 2 十 1 
二 22(2h 3 十 1) 十 2 十 1 二 25h 3 十 2 十 2 十 1 


二 271(ho 十 1 十 2 十 … 十 22 十 2 二 1 
一 2 十 … 十 2 十 2 十 1 
于 是 ， 必 是 下 面 的 几何 序列 


1 ,2,22 ,°° ,2" ,ee 
的 部 分 和 ， 从 而 它 满足 
二 人 一 2 一 1 (n 之 0) (7. 45) 


既然 我 们 有 了 h, 的 公式 ， 那 么 利用 递 推 关 系 (7. 44〉 通 过 数学 归纳 法 就 可 以 很 容易 证 明 它 。 下 ”区 4 
面 就 是 证 明 过 程 。 因 为 二 0， 所 以 (7.45) 在 n=0 时 成 立 。 假设 (7.45) 在 nn 时 也 成 立 。 证 明 
用 ”十 1 代替 nn 仍然 成 立 : 即 
hi = 2 十 1 一 2(2" 一 1 十 1 一 2 一 1 

从 而 公式 (7. 45) 得 证 。 

如 果 只 有 两 根 柱子 和 ?1 个 贺 盘 ， 那 么 就 不 可 能 在 满足 小 圆 盘 从 不 在 大 圆 盘 下 面 的 条 件 下 
把 这 些 圆 盘 从 一 根 柱子 移 到 另 一 根 柱子 上 。 我 们 看 到 ， 使 用 三 根 柱 子 时 ， 最 小 的 移动 次 数 为 
2" 一 1。 在 k 宇 4 根 柱子 的 情况 下 ， 确 定 将 7 个 不 同 大 小 的 圆 盘 在 小 盘 从 不 在 大 盘 下 面 的 条 件 下 从 
一 根 柱子 移 到 另 一 根 柱子 所 需 的 最 小 移动 次 数 的 问题 尚未 解决 。 二 4 的 情形 有 时 候 叫 做 Brahma 
或 Reve 难题 ， 此 难题 至 今 仍 没有 解决 2 。 口 

在 前 面 的 例子 中 我 们 之 所 以 能 够 取得 成 功 是 因为 有 这 样 的 事实 : 在 迭代 递 推 关系 之 后 ,我 
们 得 到 一 个 能 够 计算 的 和 “此 例 中 为 2! 十 … 十 2 十 2 十 1)。 在 1.6 节 中 ,我 们 在 确定 由 7 个 处 
于 一 般 位 置 的 圆 相互 交 秋 而 形成 的 区 域 数量 时 ， 出 现 过 类 似 的 情况 。 然 而 ， 这 些 都 是 非常 特殊 的 
情形 ， 递 推 关 系 的 迭代 通常 并 不 能 带 来 简单 的 公式 。 

我 们 也 可 以 把 生成 函数 的 方法 作为 求解 非 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 技巧 。 

例子 〈 回 顾 汉 诺 塔 问题 ) 回想 一 下 ，h, 是 把 n 个 圆 盘 从 一 根 柱子 移 到 另 一 根 柱子 所 需 的 





昌 有 一 个 算法 ， 即 Frame-Stewart 算法 ， 在 这 种 情况 下 ， 人 们 猜测 它 可 以 使 n 个 圆 盘 的 移动 次 数 达 到 最 小 。 其 更 详 
细 内 容 可 以 在 P. K. Stockmeyer，Congressus Numerantium，102 (1994)，3-12 中 的 Variations on the Four-Post 
Tower of Hanoi Puzzle 一 文中 找到 。 
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移动 次 数 ， 且 有 
六 一 2 i 十 1(n 守 1)， 刀 二 0 (7. 46) 
设 
g(x) 一 pz 
是 数列 六， 六 ， ”9 h,, … 的 生成 消 数 ， 于 是 ， 我 们 有 
g(7) 二 局 十 肌 广 十 有 三 十 十 有 "十 
一 2xg(z) = 2hort hr 二 二 2h 十 … 
把 上 面 两 个 方程 相 减 ， 并 利用 (7. 46)， 我 们 看 到 
(1 一 2zg(z) 二 了 十 开 十 十 让 十 二 于 二 


因此 ， 


g(X) 一 7 
(1 —.r)(l— 2x) 


利用 部 分 分 式 方法 .我们 得 到 


g(7) = 一 了 一 yz" 一 = D2 Dr 
了 对 一 中 n=0 n=0 








1 一代 
这 样 ， 我 们 得 到 和 前 面 -- 样 的 六 一 2 一 1。 口 
下 面 讲述 求解 下 述 1 阶 常 系数 线性 递 推 关 系 的 一 个 技巧 ， 即 具有 如 下 形式 递 推 关 系 的 情况 
h, 一 专 ， 十 记 (nn 之 1) (7. 47) 
首先 ， 我 们 注意 到 当 4 二 1 时 ， 递 推 关 系 〈7. 47) 变 成 
hh 一 放 十 (人 1) (7. 48) 
迁 代 后 得 


太一 各 十 ( 记 十 户 十 … 十 六 ) 
因此 ,求解 〈7. 48) 就 相当 于 求 下 面 级 数 的 和 : 
妇 十 本 十 一 十 扩 
所 以 我 们 明确 假设 a 了 1。 
例子 求解 
h, = 3h,1—4n (n> 1) 
ho=2 
首先 ， 我 们 考虑 相应 的 齐 次 递 推 关系 
h, = 3h,! (n 宕 1) 


它 的 特征 方程 是 

TX 一 3 二 0 

因此 ， 它 只 有 一 个 特征 根 9 二 3， 从 而 给 出 下 面 的 通 解 
六 ,一 5C3” (之 1) 《7. 49) 

下 面 我 们 要 求 原 来 的 非 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 特殊 的 解 
h, 一 3 一 4 (2 之 1) {7. 50) 

对 于 适当 的 r+-，s， 我 们 尝试 着 寻找 下 面 形式 的 一 个 解 
h, =rnits (7.51) 


为 了 使 (7. 51) 满足 (7. 50)， 必须 有 
rm 十 $s 二 3(r(n 一 1) 十 5) 一 dn 
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或 者 等 价 地 有 

rn 二 s 二 (3r 一 4)n 十 (一 3r 十 35) 
令 的 系数 相等 且 等 式 两 边 的 常数 项 相等 ， 我 们 得 到 

r= 3r 一 4 或 等 价 地 ， 2r 一 4 

$s 二 一 3r 十 3s 或 等 价 地 ， 2s 二 3r 
因此 , r=2, ;二 3, 有 是 


h, = 2n 十 3 (7. 52) 
满足 (7. 50)。 现 在 将 齐 次 关系 的 通 解 “7. 49) 与 非 齐 次 关系 的 特殊 解 (7. 52) 合成 ， 得 到 
h, 二 c3" 十 2n 十 3 (7. 53) 


对 (7. 53) 中 常数 c 的 每 一 个 选择 ， 都 有 《7. 50〉 的 一 个 解 。 现 在 ， 我 们 党 试 着 选择 某 个 <， 使 
得 满足 初始 条 件 如 三 2: 
(一 0) 2 一 CX3 十 2X0 十 3 
于 是 得 一 一 1， 因 此 
六 ,一 一 3" 十 27 十 3 (n 之 0) 
是 原来 问题 的 解 。 口 
上 面 使 用 的 方法 是 求解 非 齐 次 微分 方程 方法 的 离散 模式 。 可 以 总 结 如 下 : 
(1) 求 齐 次 关系 的 通 解 。 
(2) 求 非 齐 次 关系 的 一 个 特殊 解 。 
(3) 将 通 解 和 特殊 解 合成 ， 确 定 通 解 中 出 现 的 常数 值 ， 使 得 合成 的 解 满足 初始 条 件 。 
主要 的 困难 (除了 求解 特征 方程 的 根 的 困难 外 〉 是 求 出 步骤 (2) 的 特殊 解 。 对 于 (7. 47) 
的 某 些 非 齐 次 部 分 b,， 需 要 尝试 着 去 求 特 定 类 型 的 特殊 解 > 。 这 里 只 叙述 其 中 的 两 种 。 
Ca) 如果 思 是 n 的 次 多 项 式 ， 那么 寻找 也 是 nn 的 次 多 项 式 的 特殊 解 h,。 因 此 ， 做 如 下 尝试 : 
(| ) 一 六 常数 ) 如 果 六 二 d( 常 数 ) 
( 计 )》 hh 二 rn 十 s 如 果 5, = 二 dn 二 e 
( 痢 》 太一 ra2 十 5 十 上 如 果 55, 二 dn: 十 en 十 f 
(b) 如 果 b, 是 指数 形式 ,那么 寻找 的 特殊 解 也 是 指数 形式 。 因 此 ， 做 如 下 尝试 : 
hi 一 Jd” 如 果 b= 二 d" 
前 面 的 例子 是 上 述 类 型 (a) (ii)。 如 下 面 的 例子 所 示 ， 利 用 生成 函数 ， 我 们 可 以 从 某 种 程度 上 
回避 求 特 殊 解 的 问题 。 
例子 求解 . 
h, = 2h, 1 二 3” (n 之 1) 
ho 二 2 
第 一 种 解法 : 因为 齐 次 关系 ,二 2h,-，(n 宇 1) 只 有 一 个 特征 根 g 二 2， 因 此 它 的 通 解 是 
六 一 c2"” (2 之 ]) 
为 求 h, =2h, 1 二 3"(n 之 1) 的 特殊 解 ， 我 们 做 下 面 的 尝试 : 
h, = p3" 
要 成 为 一 个 解 ，p 必须 满足 下 面 这 个 方程 
p3” 一 253 十 3 
化 简 后 ， 上 和 面 方程 变 成 
3p 二 2p 十 3 或 者 等 价 地 ，p 王 3 
因此 ， 





日 、 这 些 解 需要 去 尝试 。 它 们 是 否 可 行 依赖 于 特征 多 项 式 ， 
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249 h, = c2" 十 3 
对 于 c 的 每 一 个 选择 是 一 个 解 。 现 在 ， 我 们 要 确定 满足 初始 条 件 各 一 2 的 c: 
(2 一 0) rc22 二 3 一 2 
于 是 c 二 一 1， 因 此 问题 的 解 是 
六 一 一 2 十 3 (之 0) 
第 二 种 解法 : 下 面 我 们 利用 生成 畏 数 。 设 
g(CZ) 二 加 十 hz 十 he 十 一 十 hv” 十 
利用 原来 的 递 推 关系 和 h, = 二 2， 我 们 看 到 
gz) 一 2zg(z) = ho (hy — 2ho)zrt hz — 2h 7 二 Ch 2h 1) rt 
一 2 十 37 十 3 十 下 十 3"T 十 二 2 一 1 十 (1 十 37 十 3 十 一 十 3"T" 十 … 


1 
= 11713z 








因此 


1 _ + 1 
1 一 27r (1 一 3z)(1 一 27) 
利用 部 分 分 式 的 方法 以 及 (7. 35) 的 特殊 情况 r=3，n 二 1， 我 们 得 到 
g(x) 一 一元 十 1 二 [天 一 D2 十 D3" ”一 242 


用 一作 n=0 


g(x) 一 








= > 23 2 = 2) 3 — 2°)r 

这 与 我 们 第 一 种 解法 的 答案 相同 。 

例子 求解 

h;, =h, +m (2 之 1) 
250 ho =0 
迭代 后 ， 我 们 有 
包 一 时 十 卫士 中 十 和 … 十 碍 

这 是 前 ”个 正 整 数 的 立方 和 ”。 计 算 前 若干 项 ， 得 


ho=03 一 0= 0=0 
hi=0+1 = 1= 1 = (0+1) 
ja 一 1 十 2 一 9 一 3 二 (0 十 1 二 2》 





已 一 9 十 3 二 36 二 6: 一 (0 十 1 十 2 十 3)? 
凡 = 36 十 息 一 100 一 102 二 (0 十 1 十 2 十 3 十 4)? 
一 个 合理 的 推测 是 
hh, 二 (0 十 1 十 2 十 3 十 … 十 )? 一 (i) = Tt 
下 面 对 n 施 归纳 法 证 明 这 个 公式 : 假设 对 于 某 个 整数 成立， 我 们 要 证 明 它 对 于 十 1 也 成 立 : 
ho ht D4) — Et tA D)) nt 1) Cnt 2) 











后 面 这 个 公式 是 用 x 十 1 取代 有 的 公式 。 因此， 根据 数学 归纳 法 ， 有 


7 (十 1) 


h, = 了 


(之 0) 
例子 求解 


太一 3 十 3 (n 守 1 





日 在 下 一 章 中 ,我 们 将 会 看 到 对 于 每 一 个 正 整数 上 ， 如 何 求 前 ”个 正 整数 的 4 次 寡 的 和 。 
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Au 一 2 
第 一 种 解法 : 与 上 面 递 推 关系 相应 的 齐 次 关系 的 通 解 为 
h, = c3” 251 
我 们 首先 尝试 
h, = p3" 


作为 特殊 解 。 把 这 个 特殊 解 代 入 到 原来 的 递 推 关系 中 ， 我 们 得 到 
p3” = 3p3"! 二 3" 
消去 3" 后 ， 上 面 的 方程 变 成 
p= p+! 
这 是 不 可 能 的 。 所 以 我 们 再 做 尝试 ， 把 下 面 的 形式 作为 特殊 解 
h, = pn3” 
代入 到 原来 的 递 推 关 系 中 ， 我们 得 到 
pn3” = 3p(n—1)3"™! +3" 
消去 3" 后 ， 求 解 上 面 的 方程 得 p 王 1。 因此， 4h, 二 mn3” 是 一 个 特殊 解 ， 而 且 
hs 一 c3" + ng 
对 于 c 的 每 一 个 选择 都 是 一 个 解 。 为 了 满足 初始 条 件 h, =2， 我 们 必须 选择 某 个 <， 使 得 
(n=0) c(30) 十 0(3) 一 2 
成 立 。 因 此 得 c 王 2。 于 是 
h, = 2X 3 ng = (2 n)3” 
是 所 求 的 解 。 
第 二 种 解法 : 下 面 我 们 利用 生成 函数 。 设 
gz) 二 肌 十 hz 十 肌 攻 十 二 hx 十 … 

利用 给 定 的 递 推 关系 和 h, 二 2， 我 们 得 到 

g(x) — 3zg (x) = ho Ch — 3ho zt hs — Bh T+ Ch — 3h rt 

一 2 十 37 十 32z2 十 十 3z" 十 … 

一 2 一 1 十 (1 十 3z 十 3 了 习 十 十 3rz* 十 ) 一 1 十 一 
1 一 3z 
因此 
这 到 二 a 一 2 


利用 (7. 35) 的 特殊 情况 r=3， n= 二 1，2， 我 们 得 到 
g(xX) = DE 十 > (nn 二 1)3"x” 一 Sy (n+ 2)3” 
这 个 结果 与 第 一 种 解法 结果 相同 。 口 


7.6 一 个 几何 例子 
”平面 或 空间 中 的 点 集 KK 被 说 成 是 凸 的 〈convex)， 指 的 是 对 于 天 中 任意 两 点 p 和 g， 连 接 p 
和 g 的 线段 上 的 所 有 点 都 在 K 内 。 平面 上 的 三 角形 区 域 ， 圆 形 
区 域 以 及 和 矩形 区 域 都 是 点 的 凸 集 。 而 另 一 方面 ， 图 7-1 左边 的 
区 域 不 是 凸 集 ， 因 为 对 于 图 中 所 示 的 两 点 p 和 g， 连 接 p 和 4g 
的 线段 跑 到 了 区 域 的 外 面 。 V 
图 7-1 中 的 区 域 是 多 边 形 区 域 的 两 个 例子 ， 即 它们 的 边界 
是 由 有 限 条 称 为 边 〈side) 的 线段 组 成 的 ， 三 角形 区 域 和 逢 形 
区 域 都 是 多 边 形 区 域 ， 但 圆 形 区 域 则 不 是 。 多 边 形 区 域 必须 至 图 7-1 





g(X) 一 
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少 有 三 条 边 。 图 7-1 右 侧 的 区 域 是 有 六 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 。 
在 多 边 形 区 域 中 ， 边 和 边 相 交 处 的 点 叫做 隅 点 (corner) (或 顶点 (vertice))。 对 角 线 (diag- 
onal〉 则 是 连接 两 个 非 邻接 顶点 的 线段 。 
设 天 是 有 ?条 边 的 多 边 形 区 域 。 我 们 可 以 这 样 计数 它 的 对 角 线 个 数 : 每 一 个 隅 点 通过 对 角 
线 与 其 他 nn 一 3 个 顶点 相连 。 这 样 ， 计数 每 一 顶点 处 的 对 角 线 的 条 数 再 求 和 ， 我 们 得 到 
n(n 一 3)。 因 为 每 一 条 对 角 线 都 有 两 个 顶点 ， 在 这 个 和 中 ， 每 一 条 对 角 线 都 被 计算 了 两 次 。 因 
此 对 角 线 的 数目 为 n(n 一 3)/2。 我 们 可 以 用 下 面 的 方法 间接 地 得 到 相同 的 结果 。 连 接 nn 个 顶点 
的 线段 数量 是 
(”) _ n(n 1) 
2 2 
这 些 线段 中 ， 有 7n 条 是 边 ， 其 余 的 就 是 对 角 线 了 。 因 此 ， 对 角 线 的 条 数 是 
n(n 1) 二 n(n— 3) 
2 2 





现在 ,假设 K 是 凸 集 。 则 K 的 每 一 条 对 角 线 都 完全 落 人 天 内 。 这 样 ，K 的 每 一 条 对 角 线 把 
K 分 成 一 个 具有 A 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 和 另 一 个 具有 ”一 A 十 2 条 
边 的 区 域 ， 其 中 A 一 3，4，…，7 一 1。 
我 们 能 够 画 出 交 于 K 的 某 个 顶点 处 的 n 一 3 条 对 角 线 ， 这 样 
一 来 就 把 KK 分 成 x 一 2 个 三 角形 区 域 。 但 是 ， 还 有 其 他 方法 可 以 
把 这 个 区 域 分 成 三 角形 区 域 ， 即 插入 nn 一 3 条 对 角 线 ， 而 且 其 中 
没有 两 条 是 在 K 内 相交 ， 图 7-2 给 出 了 n= 二 8 时 的 情形 。 
在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 要 确定 通过 画 出 在 一 个 是 多 边 形 内 部 
不 相交 的 对 角 线 而 把 这 个 区 域 分 成 三 角形 区 域 的 方法 数 S 。 为 了 
记 法 上 的 方便 ,我 们 要 处 理 有 十 1 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 ， 此 时 ， 图 7-2 
它 被 ”一 2 条 对 角 线 分 成 一 1 个 三 角形 区 域 。 
定理 7.6.1 设 及 表示 用 下 面 方 法 把 西 多 边 形 区 域 分 成 三 角形 区 域 的 方法 数 ; 在 有 nn 十 1 条 
边 的 西 多 边 形 区 域内 通过 插入 在 其 中 不 相交 的 对 角 线 而 把 它 分 成 三 角形 区 域 。 定 义 户 一 1。 则 人 


| 
h, = hh hh 十 十 和 一 > (之 2) (7. 54) 
内 一 ] 
这 个 递 推 关 系 的 解 是 


= ) n= 1,2,3,) 


nn—l 
证 明 ”我 们 已 经 定义 了 如 二 1]， 而 且 把 一 条 线段 看 作 是 共有 两 侧 而 没有 内 部 的 多 边 形 区 域 。 
我 们 有 二 1， 这 是 因为 三 角形 区 域 没 有 对 角 线 ， 不 能 进一步 再 分 。 因 为 


2-1 1 
DD) hho 一 Dy hh 一 hh 一 1 
类 一 1 类 一 1 


所 以 递 推 关 系 〈7. 54) 对 于 "一 2 成 立 ” 。 现 在 设 w 宇 3。 考 虑 具有 7 十 1 之 4 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 
K。 我 们 选 出 KK 的 一 条 边 并 把 它 叫 做 基 边 (base)。 在 把 KK 分 成 三 角形 区 域 的 每 一 次 划分 中 ， 
这 条 基 边 都 是 这 些 三 角形 区 域 工 中 的 一 个 三 角形 区 域 的 边 ， 并 且 这 个 三 角形 区 域 把 天 的 其 余 








加 这 种 划分 又 称 三 角 人 刨 分。 - 译 者 注 
加 ”这 就 是 为 什么 我 们 定义 思 三 1。 
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部 分 分 成 有 & 十 1 条 边 的 多 边 形 区 域 K 和 有 nn 一 k 十 1 条 边 的 多 边 形 区 域 K, ， 其 中 &=1， 
2，…,7 一 1L〈 见 图 7-3) 。 
通过 分 别 播 人 在 K, 和 K; 的 内 部 不 相交 的 对 角 线 ， 
把 K, 和 K: 划分 成 三 角形 区 域 ， 从 而 实现 对 K 的 进 一 
步 划 分 。 因 为 K 有 十 1 条 边 ， 因 此 ，K' 可 以 用 种 
方法 分 成 三 角形 区 域 。 而 因为 K: 有 2 一 A 十 1 条 边 ， 因 
此 ，K: 可 以 用 及 ,种 方法 分 成 三 角形 区 域 。 于 是 ， 对 于 


三 角形 区 域 工 中 包含 基 边 的 一 个 特定 的 选择 ， 存 在 贞 有 +1 条 过 全 多 边 彩 区 直 
hh ;种 方法 利用 在 K 内 不 相交 的 对 角 线 把 它 分 成 三 角 图 73 
形 区 域 。 因 此 总 共有 
h, 一 = Shp, 
种 方法 把 K 分 成 三 角形 区 域 。 这 建立 了 递 推 关系 (7. 54)。 7255 














现在 ， 我 们 来 求 有 初始 条 件 hl 二 1 的 (7.54) 的 解 。 这 个 弟 推 关系 不 是 线性 的 。 不 仅 如 此 ， 
hh, 并 不 只 是 依赖 于 其 前 面 的 固定 数目 的 值 ， 而 是 依赖 于 其 前 面 所 有 的 值 h，hs，…，h, 1;。 这 样 
一 来 ， 求 解 递 推 关 系 的 那些 方法 就 都 用 不 上 了 。 设 
g(7T) 二 有 rz 十 有 让 十 下 十 hr 十 *… 
是 数列 有，hs ，hs，…，h,，… 的 生成 油 数 。 将 g(x)〉 自 乘 ， 我 们 发 现 
(g (7))* =hr thhs tt hh) rt hh hh hsh) x 
十 二 Chihei 二 hohs 二 十 hh) rt 
利用 (7. 54) 和 如 三 h 二 1， 我 们 得 到 
(g(T) 二 = 民 Z 十 局 十 局 区 十 一 十 hx 十 王 二 肛 十 局 下 十 有 十 一 十 hr 十 
= g(xX)—hr= g(r)—z 
因此 ，g(x) 满足 方程 





(Cg(z)) 一 gz) 十 六 一 0 
这 是 一 个 关于 g(x) 的 二 次 方程 ， 根 据 二 次 公式 ” ，g(z) 一 gr) 或 g(x) 二 gz(x)， 其 中 


1 十 Vv1 一 4z l— V1 一 4x 
2 2 


由 g(x) 的 定义 可 知 g(0) 王 0。 因 为 外 (0) 王 1 且 呈 (0) 王 0， 因 此 有 结论 
g(z) = g(x) 一 二 人 二 一 坟 ( 一 4 
根据 牛顿 二 项 式 定理 (特别 地 ， 见 5. 5 节 末 尾 所 做 的 计算 ) 
(1 十 四 凤 一 工 二 > 全 区 (2 )z (|z| = 556 
如 果 用 一 4z 代替 =， 则 得 到 


> ED 22 rg 1 SD 2 22) 
(1 4 二 1 We 7 ) (DD"4"z =1+1 2 CD 2 (Po) 


-2 (ll <7) 


g1(X) = 且 gs(x) = 














因此 





日 、 我 们 省 略 了 某 些 细 节 。 
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1 1 1 /2n—2\ , 
g(x) = 5 pe 4x) ?二 之， 二 )z 





n—1 
所 以 
1 /2n—2 
= 二) (n>D) 口 
前 面 定 理 中 的 

1 /2n—2 

去 人 n—1 ) 
是 Catalan 数 ， 我 们 将 在 第 8 章 对 其 做 深入 的 研究 。 
7.7 练习 题 


1. 设 有 ， 用 ，f2，…，f，*… 表 示 非 波 那 契 数 列 。 通 过 对 小 值 计算 下 列 每 一 个 表达 式 的 值 ， 猜 测 一 般 公 
式 ， 然 后 用 数学 归纳 法 和 斐 波 那 契 递 推 公 式 证 明之 。 
(a) 亡 十 上 户 十 … 十 . 户 ，; 
(b) fot fztt fon 
(c) fo—fit fo CC—1)"f, 
(d) 诺 十 fi 十 … 二 ff 
2. 证 明 第 ”个 斐 波 那 契 数 f, 是 最 接近 





的 整数 。 
3. 证 明 下 列 关 于 斐 波 那 契 数 的 结论 。 
(a) 是 偶数 当 且 仅 当 n 可 被 3 整数 。 
(b) _f 能 被 3 整除 当 且 仅 当 可 被 4 整除 。 
(c) 所 能 被 4 整除 当 且 仅 当 可 被 6 整除。 
4. 证 明 斐 波 那 契 数列 是 下 面 递 推 关 系 
dn 一 5a 4 十 3a 5 (2 之 5) 
的 解 ， 其 中 ，a 三 0，ai 二 1，az 二 1， 一 2，aw 一 3。 然 后 ， 利 用 这 个 公式 证 明 斐 波 那 契 数 满足 条 件 ， 广 
可 被 5 整除 当 且 仅 当 ”可 被 5 整除 。 
. 仔细 研究 斐 波 那 奥 数列 ， 并 猜测 户 什么 时 候 可 被 7 整除 ， 然 后 证 明 你 的 猜测 。 





“6. 设 m 和 nn 是 正 整数 。 证 明 如 果 m 能 被 4 整除 则 f, 能 被 f, 整除 。 
“7. 设 mr 和 是正 整数 ,它们 的 最 大 公约 数 是 4。 证 明 非 波 那 契 数 六 和 f; 的 最 大 公约 数 是 斐 波 那 契 数 f,。 


oO ~ 中 Cn 


. 考虑 1Xn 棋盘 。 假 设 我 们 用 红 和 蓝 两 种 颜色 中 的 一 种 给 这 个 棋盘 的 每 一 个 方 格 着 色 。 设 h, 是 使 得 没有 
两 个 着 成 红色 的 方 格 相 邻 的 着 色 方 法 数 。 求 出 并 验证 h, 满足 的 递 推 关系 。 然 后 推导 出 h 的 公式 。 
9. 设 六 等 于 1 行列 棋盘 的 方 格 能 够 用 红 、 白 和 蓝 色 着 色 并 使 得 没有 两 个 着 成 红色 的 方 格 相 邻 的 着 色 方 法 
数 。 求 出 并 验证 h, 满足 的 递 推 关系 。 然 后 找 出 h 的 公式 。 
10. 在 斐 波 那 契 的 问题 中 ， 假 设 在 年 初 将 两 对 兔子 放 进 围栏 中 。 求 一 年 后 围栏 中 兔子 的 对 数 。 更 一 般 地 ， 
求 出 ”个 月 后 围栏 中 兔子 的 对 数 。 
11. Lucas 数 lo。，41 ，iz ，…，4，…… 是 按照 与 定义 斐 波 那 契 数 相同 的 递 推 关系 定义 的 ， 不 过 初始 条 件 不 同 : 
= 二 lnzln 守 2)，h 王 2， 二 1 
证 明 : 
(a) 4 二 fi 二 f+1， nn 守 1。 
Cb) 有 十 帮 十 十 有 二 bl 十 2，n 宇 0。 
12. 设 扩 ,有 ，h2，…， 有 ,，… 是 如 下 定义 的 数列 : 


13. 


14. 


15. 


20. 


“21. 


22. 
23. 


24. 


25. 
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六 一 让 《之 0) 
证 明王 h- 1 十 3z 一 3n 十 1 是 这 个 数列 的 递 推 关 系 。 


确定 下 面 各 数列 的 生成 函数 。 
(a) co 一 1， Cs C2 ， 人 
(b) 1 一 1 ， 1， 一 1， "gy (—1)", 2"" 
CQ a a fo .., a 
(oO (2) ,一 (9) (9) ，…， (一 D"(*)，… (a 是 实数 ) 
1 1 1 

(d) 1 1 31 a 

1 1 » 
(e) 1, 1 21° 《一 ]) 111， 


设 S 是 多 重 集合 {co。 el，co ez， coo。 es3，00。@4)。 确 定数 列 ho，hi， hs，…，h,， … 的 生成 函数 ， 
其 中 心 是 满足 下 面 各 限制 的 S 的 = 组 合 数 。 

(a) 每 个 e 出 现 奇 数 次 。 

(b) 每 个 出 现 的 次 数 是 3 的 倍数 。 

(c) 元 素 e 不 出 现 ，es 至 多 出 现 一 次 。 


— 


(d) 元 素 e 出 现 1 次， 3 次 或 者 11 次 ， 而 元 素 ez 出 现 2 次 ，4 次 或 者 5 次 。 
(e) 每 个 e 至 少 出 现 10 次 。 
求 下 面 的 立方 的 数列 
0,1.8，…7 so 
的 生成 函数 。 


. 描述 一 个 组 合 问题 ， 其 生成 函数 是 下 面 函数 。 


(1 十 Xz 十 Tz)(1 十 十 十 TT)(1 十 十 十 ) (I 十 三 十 王 十 呈 :》 


- 确定 满足 下 面条 件 的 果 复数 h 的 生成 函数 ， 果 复 中 装 有 苹果 、 检 子 、 香 苞 和 梨 ， 其 中 要 求 苹果 的 个 数 是 偶 


数 ， 至 少 有 两 个 杰 子 ， 香 花 的 个 数 是 3 的 倍数 ， 人 至 多 有 一 个 梨 。 然 后 ， 从 这 个 生成 函数 出 发 求 hh 的 公式 。 


. 确定 下 面 方程 的 非 负 整 数 解 的 个 数 h, 的 生成 函数 : 


2e1 十 5ez2 十 es 十 7e@4 二 


n 


. 设 加 加， 加 ，…， 名， … 是 由 户 一 (2) (mn 之 0) 定义 的 数列 。 确 定 这 个 数列 的 生成 函数 。 


设 六 ， hi, h2, *, h,, … 是 由 一 (3 (7 之 0) 定义 的 数列 。 确定 这 个 数列 的 生成 函数 。 


设 刀 表示 有 ?2 十 2 条 边 的 凸 多 边 形 被 它 的 对 角 线 分 成 的 区 域 数 ， 其 中 假设 没有 三 条 对 角 线 共 点 。 定 义 

ho 一 0。 证明 

n 二 1 
3 

然后 确定 这 个 数列 的 生成 函数 ， 并 由 此 得 到 hh, 的 公式 。 

确定 阶乘 数列 01，11，21，…，z1，… 的 指数 生成 函数 。 

设 “是 实数 。 设 数列 ho ，h1 ，ho…， 如 ，… 的 定义 是 有 二 1， 甩 二 ala 一 1) … (a 一 n 十 1)，(n 之 1)。 确 

定 这 个 数列 的 指数 生成 函数 。 

设 S 表示 多 重 集合 {(co"，el，co ee，…，co"&)。 确定 下 面 各 数列 ho, hi, he, :*°, h,, … 的 指数 

生成 沙 数 ， 其 中 h 二 1,，n 宇 1。 

《a) hh, 等 于 S 的 2 排列 中 每 一 个 对 象 出 现 奇数 次 的 排列 的 数目 。 

(b) 六 等 于 S 的 n 排列 中 每 一 个 对 象 至 少 出 现 4 次 的 排列 的 数目 。 

Cc) hh 等 于 S 的 nn 排列 中 ei 至 少 出 现 一 次 ，e 至 少 出 现 两 次 ，…，& 至 少 出 现 次 的 排列 的 数目 。 

(d) hh 等 于 S 的 ?排列 中 e 至 多 出 现 一 次 ，e 至 多 出 现 两 次 ，…，e& 至 多 出 现 k 次 的 排列 的 数目 。 

设 h, 表示 在 满足 下 面条 件 之 下 给 1 Xn 棋盘 着 色 的 方法 数 : 用 红色 、 白 色 、 蓝 色 和 绿色 着 色 ， 其 中 红 


=hit+(" )+n (n> 1) 
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26. 


27. 
28, 


29. 


30， 


31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37， 


38. 


39, 


40. 


“41. 


42. 


43. 


44. 


第 7 章 ” 递 推 关系 和 生成 函数 


格 数 是 偶数 ， 白 格 数 是 奇数 。 确 定 这 个 数列 ho， ，h，…，h，… 的 指数 生成 函数 ， 然 后 求 出 h, 的 
一 个 简单 的 公式 。 

确定 在 满足 下 面条 件 之 下 给 1Xn 棋盘 着 色 的 方法 数 : 用 红色 、 蓝 色 、 绿 色 和 橙色 着 色 ， 其 中 红 格 数 是 
偶数 ， 绿 格 数 也 是 偶数 。 

确定 这 样 的 ”位 数 的 个 数 : 每 个 数 的 各 位 数字 都 是 奇数 ， 而 且 1 和 3 必须 出 现 且 出 现 偶数 次 。 

确定 这 样 的 =” 位 数 的 个 数 : 每 个 数 的 各 位 数字 至 少 是 4， 而 且 4 和 6 都 出 现 偶数 次 ，5 和 7 至 少 出 现 一 
次 ， 而 数字 8 和 9 没有 限制 。 

我 们 已 经 利用 指数 生成 隧 数 证 明了 每 个 数字 都 荐 奇数 ， 而 且 1 和 3 出 现 偶数 次 的 位 数 的 个 数 h, 满足 
下 面 的 公式 


六 一 1 (n> 0) 


给 出 这 个 公式 的 另 一 种 导出 方法 。 
我 们 已 经 利用 指数 生成 函数 证 明了 用 红色 、 白 色 和 蓝 色 给 1Xn 棋盘 的 着 色 中 ， 红 格 数 是 偶数 ， 且 至 少 
有 一 个 蓝 格 的 着 色 个 数 满足 下 面 这 个 公式 


3 一 2 二 1 
2 


h, (nn 之 1) 


其 中 hh。 二 1。 通 过 先 求 出 h 满足 的 递 推 关系 ， 然 后 再 求解 这 个 递 推 关系 来 给 出 上 面 这 个 公式 的 另外 一 
种 导出 方法 。 

求解 初始 值 为 ho 二 0 和 六 三 1 的 递 推 关系 hi 一 44,_ (n 宇 2)。 

求解 初始 值 为 ho 二 2 的 递 推 关 系 及 二 Cn 十 2)h, 1 (n 宇 1)。 

求解 初始 值 为 h 二 0， hi 二 1 和 所 二 2 的 递 推 关 系 有 ,二 hh- 1 十 9h,. 2 一 9h,- (n 宇 3)。 

求解 初始 值 为 ho 二 一 1 和 二 0 的 递 推 关系 及 二 8h, 一 16 > (2 之 2)。 

求解 初始 值 为 有 = 二 1，h = 二 0 和 二 0 的 递 推 关 系 及 ,二 3h,_: 一 2h,，: (n 之 3)。 

求解 初始 值 为 二 0， 人 = 二 1，hs 二 1 和 有 二 2 的 递 推 关 系 有 二 5h, 1 一 6h, 2 一 4h, 3 十 8h, ， (n 宇 4)。 
确定 〈 由 0，1，2 组 成 的 ) 长 度 为 n 且 不 包含 两 个 连续 的 0 或 两 个 连续 的 1 的 三 进 制 串 的 个 数 a 的 递 
推 关系 ,然后 求 出 ww 的 公式 。 

通过 考察 公式 的 前 几 个 值 求解 下 列 递 推 关 系 ， 然 后 用 归纳 法 证 明 你 所 猜测 的 公式 。 

(a) 太一 3 (n21); ho=1 

(b) hh=hyi—nt3 (1); l=2 

(0) =—h,- 1+l (21); ho =0 

(d) h,=—h, 12 (n 守 1); hw =1 

(e) hh,=2h, 1 十 1 (n 宕 1); hh =1 

设 有 表示 用 单 牌 和 和 多米 诺 骨 有 牌 以 下 述 方式 完美 覆盖 1 Xn 棋盘 的 方法 数 : 任何 两 张 多 米 诺 骨牌 都 不 相 
邻 。 找 出 及, 满足 的 弟 推 关系 和 初始 条 件 ， 但 不 对 其 求解 。 

设 ww 等 于 由 0， 1 和 2 组 成 的 长 度 为 的 三 进 制 串 的 个 数 ， 其 中 这 样 的 子 串 00，01，10 和 11 从 不 出 
现 。 证 明 

















dn 二 1 十 24n2 (1 之 2) 





其 中 ao=1 有 w=3, 然后 求 出 Un 的 公式 。 
设 在 一 圆 上 选 出 等 间隔 的 2” 个 点 。 设 几 表示 将 这 些 点 连 成 对 使 得 所 连接 的 线段 不 相交 的 方法 数 。 建 
立 hb 的 递 推 关系 。 
求解 非 齐 次 递 推 关系 
六, 一 4 十 4 (n> 1) 
po 一 3 
求解 非 齐 次 递 推 关系 
六 一 4 十 3X2” (之 贡 
An 一 上 
求解 非 齐 次 递 推 关系 


45. 


46. 


47. 


48. 


49， 


50. 


51, 


52. 


53. 
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太一 3A 一 2 > 1) 


iu 一】 
求解 非 齐 次 递 推 关 系 
六 =2hi+n (n>1) 
ho= 1 262 
求解 非 齐 次 递 推 关系 
hs = 6h,1— 9h,2+2n (n> 2) 
ho= 1 
站 一 0 
求解 非 齐 次 递 推 关系 
hy 一 41 一 4 十 3 十 1 (n> 2) 
ho 一 
站 一 2 


利用 7. 4 节 中 描述 的 生成 画 数 的 方法 求解 下 列 各 递 推 关系 。 

(a) 各 一 4j-z (n>2); 和 一 0， 用 一 1 

(b) hs=h, 1 th Cn22); ho=1, h=3 

C0) hs=hit9h, 9h, (n>3); ho=0, hi=1, hs=2 

(d) hs=8h, 1—16h, : (n>2); ho=—1, hh=0 

(e) hs=3h, 2 一 21 (n23); h,=1, hh=0, hi=0 

(1) hs=5h, 1 6h, 一 4 3 十 8 1 (nh); ho=0, hi=l, h=1, hs=2 





(g 二 项 式 定理 ) 证 明 
(zrto) rteay)(rti+o 'y) = >(7) Xtyt 
=0 « 
其 中 
[[ GQ~a) 
nl, 二 二 
-a (1 —g)" 


是 gg 阶乘 (参考 定理 7.2.1， 用 gg 取代 (7. 14) 中 的 x), 而 


(= 二 
RL， klln—k)!, 
是 g 二 项 式 系数 。 
称 集合 {1，2，…，n) 的 子 集 S 非凡 《extraordinary)， 如 果 它 的 最 小 整数 等 于 它 的 大 小 : 
min{x:x € S}=|S| 263 
例如 ，S=43，7，8) 是 非凡 的 。 设 g 是 {1，2,，…， nn} 的 非凡 子 集 的 个 数 。 证 明 
局 一 gr 十 gr (7 之 3) 

其 中 Bl=1, gz2=1。 
利用 生成 落 数 求解 7. 6 节 的 递 推 关 系 

太一 3 一 4 n>1) 

kh, = 2 
求解 下 面 两 个 递 推 关系 : 
(a) h,—=2h, i+5"(n 宕 1); ho=3 
(b) 六, 一 5h i+ (nl1); ho=3 
假设 你 存 人 账户 500 美元 ， 每 年 年 底 得 到 6% 的 利息 (每 年 以 复 利 计算 )。 其 后 ， 每 年 年 初 你 都 存 人 银 
行 100 美元 。 设 hh 是 经 过 年 后 你 账户 上 的 总 钱 数 〈( 所 以 ho 二 500 美元 )。 确 定 生成 函数 g(r) 一 有 十 
hr 二 一 十 有 hx" 十 …， 然 后 求 的 公式 。 264 


第 8 章 | 


Introductory Combinatorics, 5E 


特殊 计数 序列 





我 们 已 经 在 前 几 章 讨 论 了 几 个 特殊 的 计数 序列 。n 元 素 集合 的 排列 的 计数 序列 是 
01,1!,2! 7 9 
而 元 素 集合 的 错位 排列 的 计数 序列 是 
D, ,D' , D, ,°° DD, 
其 中 ，D, 的 值 已 经 在 定理 6. 3. 1 中 计算 过 。 此 外 ， 我 们 还 考察 了 斐 波 那 契 数列 
fo,fi » fas, 本 
并 在 定理 7. 1. 1 中 给 出 了 的 公式 。 在 这 一 章 ， 我 们 主要 研究 6 个 著名 并 且 重 要 的 计数 序列 : 
Catalan 数 序列 ， 第 一 类 和 第 二 类 Stirling 数 序列 ， 正 整数 n 的 分 拆 数 的 序列 和 大 小 Schr6der 数 
序列 。 





8. 1 Catalan 数 
Catalan 数列 是 序列 
Co ,Cis Corr Car" 
其 中 
__1l1 /2n 册 
c 一 和 ii) (n= 0,1,2,.) 


是 第 nn 个 Catalan 数 。 前 几 个 Catalan 数 为 
Co 一 1] Cs 一 42 
Cl 一 1 Cs 一 132 
C 一 2 C= 429 
C=5 Cs 一 1430 
C=14 Cs 一 4862 
Cataian 数 
(一 二 (2 1) 
已 经 在 7.6 节 中 出 现 过 ， 它 是 有 十 1 条 边 的 凸 多 边 形 被 在 其 内 部 不 相交 的 对 角 线 划分 成 三 角形 
区 域 的 方法 数 。Catalan 数 还 出 现在 表面 看 来 似乎 无 关 的 若干 计数 问题 中 ， 本 节 讨 论 其 中 的 几 个 
计数 问题 3 。 
定理 8. 1.1 考虑 由 ?个 十 1 和 ?个 一 1 构成 的 22 项 序列 


日 、 再 强调 一 下 ， 序 列 和 数列 都 来 自 于 “sequence”"， 我 们 基本 上 是 按 中 文 的 习惯 翻译 的 。 对 于 不 很 具体 的 数列 ， 我 
们 常 译 成 序列 。 一 一 译 者 注 
以 Eugene Catalan 〈1814 一 1894) 的 名 字 命 名 。 
参见 RP. Stanley 的 Erwmerative Combinatorics Volume 2, Cambridge University Press,，Cambridge，1999 《pp. 219-229 练 
习 6. 19，pp. 256-265 解 )， 其 中 有 一 个 有 66 个 组 合式 定义 的 集合 组 成 的 列表 ， 它 们 都 是 用 Catalan 数 定义 的 。 
在 那里 引入 了 术语 Catalania 或 者 Catalan mania。 


© 
© 
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Ql yA2 9 Con (8. 1) 
十 2 十 十 a 守 0 (k= 1,2,…,2n) (8. 2) 
序列 的 个 数 等 于 第 个 Catalan 数 
1 /2n 
CG, = 二 区 人 ) (之 0) 


证 明 如 果 由 盖 个 十 1 和 个 一 1 组 成 的 序列 〈8.1) 满足 (8.2) 式 ， 则 称 其 为 可 接受 的 
(acceptabje) ， 和 否则 称 为 不 可 接受 的 〈unacceptable) 。 设 A, 是 由 nn 个 十 1 和 nn 个 一 1 组 成 的 可 接受 
序列 的 个 数 ， 设 U, 表示 不 可 接受 序列 的 个 数 。 由 7 个 十 1 和 ?个 一 1 组 成 的 序列 总 数 是 

(2) ~ E21 
n nin! 
这 是 因为 这 样 的 序列 可 以 看 成 是 两 类 不 同 对 象 (十 1 和 一 1) 且 每 种 对 象 都 有 ? 个 对 象 的 排列 。 
因此 


A.+U, = (2 


为 了 计算 A,， 我 们 先 计 算 U。， 然 后 从 (7) 中 减 去 U, 即 可 。 


考虑 由 个 十 1 和 个 一 1 组 成 的 不 可 接受 序列 (8. 1) 。 因 为 序列 是 不 可 接受 的 ， 所 以 存在 

第 一 个 使 部 分 和 
a 二 a 二 十 a 
为 负 的 &。 因 为 是 第 一 个 ， 所 以 在 ai 前 面 存在 相等 个 数 的 十 1 和 一 1， 因 此 我 们 有 
a 二 Tet 二 ar 二 0 
且 
a: 一 一 工 
特别 地 , 上 是 奇 整数 。 现 在 ， 我 们 把 前 项 中 每 一 项 的 符号 都 反 过 来 ， 即 对 :一 1，2，…，A， 
用 一 ai 代替 a 并 保持 剩 下 的 项 不 变 。 变 化 后 的 序列 
CI CQC2z9 CQ2r 

是 由 (mn 十 1) 个 十 1 和 (mn 一 1) 个 一 1 组 成 的 序列 。 这 个 过 程 是 可 道 的: 给 定 一 个 由 《mn 十 1) 个 十 1 
和 (m 一 1) 个 一 1 组 成 的 序列 ， 则 存在 十 1 的 个 数 超过 一 1 的 个 数 的 第 一 个 实例 《因为 十 1 的 个 数 
多 于 一 1 的 个 数 )。 颠 倒 这 个 实例 中 的 十 1 和 一 1 的 符号 ,结果 就 得 到 个 十 1 和 ?个 一 1 的 不 可 接 
受 序 列 。 这 样 ， 有 和 多少 (n 十 1) 个 十 1 和 (nm 一 1) 个 一 1 组 成 的 序列 就 有 多 少 个 不 可 接受 序列 。 有 
(n 十 1) 个 十 1 和 (mn 一 1) 个 一 1 的 序列 的 个 数 是 一 种 类 型 对 象 有 nn 十 1 个 对 象 而 另 一 种 类 型 的 对 象 
有 7 一 1 个 对 和 象 的 两 种 类 型 的 对 象 排列 数 








(2n) 1 
(2 十 1)1(02 一 1)1 
从 而 ， 
(2n)! 
U, (2 十 1)1(02 一 1)1 
因此 ， 
A 一 (27)1 _ (2n)1 m1 (+ 1 ) 
nin! (2 十 1)162 一 1)1 121 (2 一 1)1 7 n 二 1 





! 2 
Nn i (ats) -il ) 口 
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定理 8. 1. 1 有 多 种 不 同 的 解释 。 通 过 下 面 的 例子 我 们 给 出 其 中 两 种 解释 。 第 一 个 例子 是 一 个 
非常 典型 的 问题 。 

例子 2n 个 人 排 成 一 列 进入 剧场 。 人 场 费 为 50 美 分 9 。2m 个 人 中 的 wn 个 人 有 50 分 一 枚 的 硬 
币 , ”个 人 有 一 美元 的 纸币 。 剧 场 售 票 处 机 械 地 用 一 个 空 的 收银 机 开始 售票 。 有 多 少 种 排队 方 
法 使 得 每 当 有 1 美元 的 人 买 票 时 ， 售 票 处 总 有 50 分 硬币 找 零 ?《〈 当 所 有 人 都 进 人 剧场 后 ， 这 人 台 收 
银 机 中 有 张 1 美元 纸币 。) 

首先 ， 假 设 认为 这 些 人 都 是 “不 可 区 分 的 "; 即 有 这 样 一 个 简单 的 序列 : 由 2 个 50 美 分 和 
个 1 美元 组 成 的 序列 ， 而 且 谁 拿 着 什么 以 及 他 站 在 队列 的 什么 地 方 都 无 关 紧要 。 如 果 我 们 把 一 枚 
50 美 分 看 成 是 十 1，1 美元 看 成 是 一 1， 那 么 本 问题 的 答案 就 是 


> 1 2n 

C 一 Hi ) 
这 就 是 定理 8. 1. 1 中 定义 的 可 接受 序列 数 。 现 在 ， 假 设 这 些 人 是 “可 区 分 的 ”， 即 要 考虑 谁 站 在 队伍 
中 哪个 位 置 。 所 以 我 们 有 n 个 人 手 里 拿 着 50 美 分 硬币 ， 有 个 人 手 里 拿 着 1 美元 。 此 时 ， 答案 是 


1 2n (2n)1 
1 1y— 一 。 
ozD i ) nl 


因为 对 于 个 50 分 币 和 个 1 美元 纸币 构成 的 每 一 个 序列 ， 都 存在 持 50 分 币 的 人 的 n! 种 顺序 
及 持 1 美元 纸币 人 的 n! 种 顺序 。 口 

例子 一 位 都 市 律师 在 她 住所 以 北 个 街区 和 以 东 n 个 街区 处 工作 。 每 天 她 走 2” 个 街区 去 
上 班 ( 见 下 面 * 一 4 的 图 )。 如 果 她 从 不 穿越 (但 可 以 碰 到 ) 从 家 到 办 公 室 的 对 角 线 ， 那么， 有 多 
少 条 可 能 的 道路 ? 








TT 


家 























每 条 可 接受 的 路 线 不 是 在 对 角 线 的 上 方 就 是 在 对 角 线 的 下 方 。 我 们 求 出 对 角 线 上 方 的 路 线 
数 ， 并 将 其 乘 以 2。 每 条 路 线 都 是 向 北 x 个 街区 和 向 东 个 街区 组 成 的 序列 。 我 们 用 十 1 标识 北 ， 
用 一 1 标识 东 。 于 是 ,每 条 路 线 对 应 一 个 个 十 1 和 个 一 1 组 成 的 序列 


为 了 使 路 线 不 落 到 对 角 线 的 下 方 ， 必 须 有 
yw > (k= 1,.,2n) 


因此 ， 由 定理 8. 1. 1 可 知 ， 在 对 角 线 上 方 的 可 接受 路 线 数 等 于 第 n 个 Catalan 数 ， 可 接受 路 线 的 
总 数 为 





龟 这 个 问题 展示 出 题目 的 年 代 ! 
加 ”为 了 这 个 问题 更 接近 现代 的 真实 情况 ， 门 票 设 为 5 美元， 有 个 人 手 里 拿 着 5 美元 ， 而 且 个 人 手 里 拿 着 10 美 
元 或 许 更 好 些 。 
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2 /2 
2C. = 一 (人 2 




















n 十 1 
下 面 证 明 Catalan 数 满足 特定 的 1 阶 齐 次 递 推 关 系 〈 但 是 其 系数 不 是 常数 )2 。 我 们 有 
C= 1 (22) 1 (21! 
1 十 1、7 7 十 1 7z1721 
和 
一 一 2)1 
Ce 到 ( 2 1 ) re 
将 两 式 相 除 ， 我 们 得 到 
CG 4n—2 
C1 7 十 1 
因此 ，Catalan 序列 由 下 面 的 递 推 关 系 和 初始 条 件 确 定 : 
C, = PC, , (之 了 
C=1 (8.3) 
前 面 已 经 注意 到 C, 二 4862。 从 递 推 关系 (8. 3) 导出 
Cu = iG, 二 器 (4862) = = 16 796 
现在 ， 定 义 一 个 新 数列 
CC ss CY se 265 


为 了 提 到 它们 时 有 个 名 字 称 呼 起 来 方便 ， 我 们 把 它们 叫做 拟 Catalan 数 〈pseudo-Catalan num- 
ber) 。 拟 Catalan 数 是 按 如 下 方式 由 Catalan 数 定义 的 : 
CC 一 PC (n= 1,2,3.") 
我 们 有 
Cr =1!(1)=1 
用 "一 1 代替 ”和 由 式 〈8.3) 得 


a 、 4n 
(x = nC nl 





—60 ,= Can On DC = (Mn OC 


这 样 ， 拟 Catalan 数 由 下 列 递 推 关 系 和 初始 条 件 确定 : 
C; 一 (42 一 6)C2 (n 完 2) 


Cr=1 (8. 4) 
利用 这 个 递 推 关系 计算 前 几 个 拟 Catalan 数 ， 有 

Cr=1 C = 120 

C; = 2 Ce = 1680 

人 3 一 12 Cs 一 30240 


Catalan 数 的 定义 公式 和 拟 Catalan 数 的 定义 给 出 拟 Catalan 数 的 公式 
，_ ， 12n 一 2、_ (20 一 2)1 

这 个 公式 也 可 以 从 递 推 关系 (8. 4) 得 到 
例子 设 a，a，…，w 为 n 个 数 。 我 们 说 这 些 数 的 乘法 方案 是 指 进 行 a;，as;，…，& 的 


乘法 的 方案 ， 一 个 乘法 方案 需要 "一 1 次 两 数 间 的 乘法 ， 而 这 两 个 数 或 者 是 w ，w ，…，w 中 的 


(2 之 1) 





@O ”这 与 前 面 提 到 的 常见 形式 不 同 。 这 里 我 们 从 一 个 公式 开始 ， 并 利用 这 个 公式 得 到 一 个 递 推 关 系 。 
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一 个 ， 或 者 是 它们 的 部 分 乘积 。 设 六 , 表示 nn 个 数 的 乘法 方案 的 数目 。 因 为 
(al Xaz) 和 (as Xa) 

是 两 个 可 能 的 方案 ， 因此， 有 如 二 1( 这 可 当 作 及 的 定义 ) 及 h 二 2。 这 个 例子 表明 ， 在 乘法 方案 
中 要 考虑 数 的 顺序 ? 。 如 果 n 二 3， 则 存在 12 种 方案 ; 

(a X (as Xa)) (as Xa Xa)) (au X (a Xa,)) 

((as Xa Xa) (a Xa)Xa) (lu Xa) Xai) 

《al Xa Xa)) (as Xa Xa)) (a X (a X al)) 

((as Xa)Xa) (a Xa)Xa) (Ca Xal) Xa;,) 
于 是 ,hs 二 12。3 个 数 的 每 一 个 乘法 方案 都 需要 两 次 乘法 ， 每 次 乘法 又 对 应 一 组 小 括号 。 元 
素 外 面 的 这 些小 括号 能 够 使 我 们 把 每 一 次 乘法 X 与 一 组 括号 等 同 起 来 。 一 般 说 来 ， 每 一 个 乘 
法 方案 都 可 以 这 样 得 到 : 先 以 某 种 顺序 列 出 a ，a ，…，w， 而 后 插入 n 一 1 对 括号 ， 使 得 
每 一 对 括号 都 指定 两 个 因子 。 但 是 ， 为 了 得 出 h, 的 递 推 关 系 ， 我 们 以 递归 的 方式 来 考察 它 。 
对 wm，aw，…，w 的 每 一 种 方案 均 可 从 对 al ，as，…，a, .1 的 方案 用 下 列 方法 之 一 得 到 . 

(1) 取 wa，w ，…，a 的 一 种 乘法 方案 ( 它 有 nn 一 2 次 乘法 和 mn 一 2 组 括号 )， 将 a, 插入 到 
n 一 2 个 乘法 之 一 的 两 个 因子 中 任 一 因子 两 侧 中 的 任 一 侧 。 于 是 ,mn 一 1 个 数 的 每 一 种 方案 就 给 出 
n 个 数 的 2X2X(n 一 2)= 二 4(n 一 2) 种 方案 。 

(2) 取 al，as，…，a, 1 的 一 种 乘法 方案 并 用 a 乘 它 的 左边 或 右边 。 于 是 ，n 一 1 个 数 的 每 
一 种 方案 就 给 出 = 个 数 的 两 种 方案 。 

为 了 说 明 得 更 具体 些 ， 设 "一 6 并 考虑 a; ，as ，4s，a1，as® 的 乘法 方案 

((al Xaz)X(Cas Xa) X as)) 

在 这 个 方案 中 有 4 次 乘法 。 我 们 任 取 其 一 ， 比 方 说 (as Xa,) 和 as 的 乘法 ， 并 将 as 插入 到 这 两 
个 因子 之 一 的 任 一 侧 ， 得 到 

(Ca Xia)X(CCCasX(asXa)) Xa;s)) 

(Ca Xa)X(CCas Xa) Xa) Xas)) 

(Ca Xa) X (a Xa) X (as Xas))) 

((al Xas) X (as Xa) XxX (as X a6))) 
用 这 种 方法 得 到 4X4 二 16 种 a; ，a; ，a;，a: ，a;，as 的 乘法 方案 。 除 这 些 方案 外 ， 还 有 两 种 方 
案 ， 在 这 两 种 方案 中 as 进行 最 后 一 次 乘法 ， 即 

(as Xa Xa) Xa Xa)Xa))), (Ca Xa) Xa Xa) Xas)) Xa) 

这 样 ，5 个 数 的 每 一 种 乘法 方案 给 出 6 个 数 的 18 种 方案 ; 我 们 有 hs 一 18h;。 

设 n 宇 2。 扩 展 上 述 分 析 ， 我 们 看 到 "一 1 个 数 的 六 -种 乘法 方案 中 的 每 一 种 方案 均 给 出 ”个 

数 的 
4(72 一 2) 十 2 一 472 一 6 
种 乘法 方案 。 于 是 ， 得 到 递 推 关系 
六 一 (42 一 6)A (之 2) 
上 面 这 个 关系 和 初始 值 六 三 1 一 起 确定 整个 序列 h，h。，…，h,，…。 这 一 递 推 关系 与 满足 相同 
初始 值 的 拟 Catalan 数 的 递 推 关系 (8. 4) 相同 。 因 此 





后 ”用 更 加 代数 化 的 语言 说 ， 不 允许 使 用 交换 律 (a Xb 不 能 被 56Xa 取代 )， 也 不 允许 使 用 结合 律 (aX (bXc) 不 能 
被 (Xpb)Xc 取 代 )。 
旬 这 一 方案 中 哪个 乘法 X 对 应 于 哪 一 组 括号 ? 
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CD ) nD 口 


在 前 面 例子 中 ， 假 设 我 们 只 计数 按 a, ，w ，…，a。 的 顺序 排列 的 ”个 数 的 乘法 方案 。 于 是 ， 
诸如 ((az Xal)Xas) 就 不 再 计 人 方案 数 之 中 。 设 g, 表示 带 有 这 种 附加 限制 的 乘法 方案 数 。 于 
是 ， 因 为 我 们 只 考虑 了 n! 种 可 能 顺序 中 的 一 种 可 能 顺序 ， 所 以 有 hh 二 n1g,， 因 此 
hh_C_l 
nl! nl! nl 
这 说 明 g, 是 第 (mn 一 1) 个 Catalan 数 。 

我 们 还 可 以 利用 g, 的 定义 导出 它 的 递 推 关 系 。 在 wa ，a;，…，a 的 每 一 个 乘法 方案 中 ， 总 
存在 着 最 后 的 一 次 乘法 ， 它 对 应 着 最 外 面 的 括号 。 于是， 我 们 有 

(Cal，…aus 的 乘法 方案 ) X (ar ，… san 的 乘法 方案 )) 








g, = DI) = 7) 一 CD (8.5) 


1 2 一 1 


上 式 中 的 X 给 出 了 最 后 一 次 乘法 。 我 们 有 g 种 方法 选择 a:，…，w 的 乘法 方案 ， 而 选择 
Chk+1， ”Cn 的 乘法 方案 有 g,-* 种 。 因为 可 以 是 1, 2, -…, n—l 中 的 任 一 个 ， 因此 ， 我 们 有 
Bn 一 88 十 gg 十 … 十 So-8 (7 之 2) (8. 6) 


这 一 非 线性 递 推 关系 和 初始 条 件 g, 二 1 一 起 唯一 确定 计数 序列 
8 82783， ”Bu 
满足 初始 条 件 & 一 1 的 递 推 关系 (8. 6) 的 解 由 〈8. 5) 给 出 。 因 为 g, 一 G1!， 我 们 还 可 以 写 出 
Ci 一 CC 十 CC stn 二 TC CGC (n> 2) 
所 以 有 
GCG, = GC 十 CC aaC 十 … 十 CC 


rr 
= DGC (之 1) (8.7) 


递 推 关系 〈8. 6) 与 7.6 节 借 助 对 角 线 将 凸 多 边 形 区 域 分 
成 三 角形 的 递 推 关系 是 相同 的 ， 在 那里 我 们 通过 分 析 方法 已 经 4| \\caa) 
证 明了 这 个 递 推 关系 的 解 是 C,，, 。 因 此 ， 我 们 用 纯 组 合 推理 方 
法 给 出 了 7. 6 节 得 到 的 公式 ， 并 得 出 结论 : 把 有 n 十 1 条 边 的 
西 多 边 形 区 域 利 用 播 入 在 区 域内 部 不 相交 的 对 角 线 而 划分 成 三 
角形 区 域 的 方法 数 等 于 给 定 顺序 的 nn 个 数 的 乘法 方案 数 ， 这 个 
共同 的 数值 就 是 第 (n 一 1) 个 Catalan 数 。 

图 8-1 给 出 一 7 时 个 数 a1，as，…，a, 的 乘法 方案 与 图 8-1 
#n 十 1 条 边 的 凸 多 边 形 三 角形 化 之 间 的 对 应 关系 ， 在 这 个 图 中 我 们 去 掉 了 乘 号 。 每 一 条 角 线 对 应 除 
最 后 一 次 乘法 外 的 一 个 乘法 ， 多 边 形 的 底 边 对 应 最 后 一 次 乘法 。 


8. 2 差分 序列 和 Stirling 数 


(ai (qsas)) 





(Calaz )Cas Casas ))) (acas)) 


设 
ho shi yj hase (8. 8) 
是 一 个 序列 。 我 们 定义 (8.8) 的 (一 阶 ) 差分 序列 为 
Ah ,An ,Ai Ah (8. 9) 
其 中 


Ah = hn 一 这 0) 
差分 序列 〈8. 9) 的 项 是 序列 〈8. 8) 的 相 邻 项 的 差 ， 我 们 可 以 构造 〈8. 9) 的 差分 序列 ， 得 到 原 
序列 的 二 阶 差 分 序列 
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A? ho ,Ah Aha s,s, ALh, 
这 里 
AP = ACAh,) 一 Ah 一 Ah = hi — hn) — (hn —h,) = hs —2hath, (n0) 
更 一 般 地 ,我 们 可 以 通过 
Arho, Arhi, Arhs ,Arh,, (p21) 
递归 地 定义 (8.8) 的 p 阶 差分 序列 ， 其 中 
Arh, = AC(A* 'h,) 
因此 ，p 阶 差分 序列 是 〈(p 一 1〉 阶 差分 序列 的 一 阶 差 分 序列 。 我 们 定义 一 个 序列 的 0 阶 差分 序列 
就 是 它 自己 ， 就 是 说 
Arh, 一 疡 (之 0) 
序列 〈8. 8) 的 差分 表 是 通过 将 每 个 如 一 0，1，2，… 阶 差分 序列 列 成 一 行 而 得 到 ， 如 下 所 示 : 
ho hh he hh Ch 
Aho Ah! Ah Am 
Ah Ah 猎户 
Asjh Ash 


pp 阶 差 分 在 第 p 行 上 ， 而 序列 本 身 在 第 0 行 上 因此， 从 0 开始 数 这些 行 )。 
例子 设 序列 ho, hl, hs, *…, h,, … 为 如 下 序列 
六 一 2 十 3 十 1 (n> 0) 


这 个 序列 的 差分 表 是 
1 6 15 28 45 66 91 
5 9 13 17 21 25 
4 4 4 4 4 
0 0 0 0 
在 此 例 中 ， 三 阶 差 分 序列 全 部 由 0 组 成 ， 因 此 所 有 更 高 阶 的 差分 序列 也 都 由 0 组 成 。 口 


现在 我 们 指出 ， 如 果 一 个 序列 的 通 项 是 4 的 p 次 多 项 式 ， 那么 〈p 十 1) 阶 差 分 就 都 是 0。 当 
这 种 情况 发 生 时 ， 可 以 把 第 一 个 0 行 后 的 所 有 的 0 行 删 去 。 

定理 8.2.1 设 序列 的 通 项 是 nn 的 Pp 次 多 项 式 ， 即 

h, 一 aol 十 ao 十 十 am 十 ao (n>0) 

则 对 所 有 的 mm>0，4 太一 0。 

证 明 ”我 们 对 p 施 归 纳 法 来 证 明 本 定理 。 如 果 p 一 0， 则 有 

hh 二 ao; 对 所 有 的 n 宇 0 均 为 一 常数 

从 而 





Ap = hh =a—a=0 (2 之 0) 
假设 p 宇 1 且 当 通 项 为 的 至 多 pp 一 1 次 多 项 式 时 定理 成 立 。 我 们 有 
Ah 一 (io 十 1)7 十 La 十 1) 六 十 和 十 所 2 十 ao) 一 (ao 十 aa 十 十 0 十 ao) 
由 二 项 式 定理 知 


az 十 1 一 ao 一 如 (四 十 ()a 十 … 十 1) — apn? = a (D) rt 


从 这 个 计算 中 我 们 断定 ，n 的 p 次 适 在 Ah, 中 被 消去 了 ， 并 且 ，Ahp, 是 =” 的 至 多 p 一 1 次 多 项 式 。 
根据 归纳 假设 知 
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A’(Ah,) =0 (过 0) 
因为 A**'h, 二 A? (Ah,)， 因 此 有 
AR 一 0 (n 完 0) 
因此 ， 根 据 归 纳 法 定理 成 立 。 口 
现在 ,假设 g, 和 f 分 别 是 两 个 序列 的 通 项 ， 定 义 另 一 个 序列 如 下 
hh 二 g++ ff (n 之 0) 
则 
Ah = hn —h, = (gn fun) — (gst f,) = (gr 一 gr) 十 (六 一方 ) = Ag Af, 
更 一 般 地 ， 可 以 归纳 出 
Ah 一 Ag, 十 AIj， (p 之 0) 
如 果 c 和 4d 是 常数 ， 则 对 每 一 个 整数 pz>0， 有 
A’(cgst df,) = cArg, tadA’f, (n> 0) (8. 10) 
我 们 把 性 质 (8. 10)》 叫做 差分 的 线性 性 2 。 从 (8. 10) 看 到 ， 序 列 h, 的 差分 表 可 以 通过 用 < 乘 以 
8 的 差分 表 的 项 并 用 4d 乘 以 广 的 差分 表 的 项 然后 将 对 应 的 项 相 加 而 得 到 。 
例子 设 忆 一 巡 十 2 十 1， 并 设 ,一 一 n 一 2 (n 之 0)。g 的 差分 表 是 
1 3 7 13 21 人 … 


2 2 2 

0 0 
的 差分 表 是 

-2 2 0 4 10 
0 2 4 6 
2 2 2 

0 0 

设 


凡 一 28, 十 3 斤 三 2 十 2 二 1) 十 3( 天 一 2 一 2) 一 5n—n—4 
则 六 的 差分 表 通 过 将 第 一 个 差分 表 的 各 项 乘 以 2 并 将 第 二 个 差分 表 的 各 项 乘 以 3 然后 再 相 加 对 
应 项 而 得 到 。 其 结果 为 
一 4 0 14 38 72 
4 14 24 34 
10 10 10 
0 0 … 口 

正 是 由 于 差分 表 的 定义 ， 序 列 如 ，h，h，…，h,，… 的 差分 表 由 它 的 第 0 行 上 的 元 素 确 
定 。 接 下 来 我 们 观察 到 ， 差 分 表 也 可 以 由 沿 左边 ， 即 第 0 条 对 角 线 上 的 元 素 确 定 ， 也 就 是 说 ， 沿 
差分 表 最 左边 的 对 角 线 上 的 数 

ho = A ho ,Aho, Aho, A ho,, 

确定 。 这 个 性 质 是 下 述 事实 的 推论 ， 即 差分 表 〈 从 左 到 右 ) 对 角 线 上 的 元 素 由 前 一 条 对 角 线 上 
的 元 素 确定 。 例 如 ， 第 一 条 对 角 线 上 的 元 素 是 





但 ”用 线性 代数 语言 描述 ， 序 列 的 集合 形成 一 个 向 量 空间 ， 而 A 是 这 个 向 量 空间 上 的 线性 变换 。 
全 ”这 一 性 质 是 下 面 事实 的 离散 版 本 : 分 析 函 数 (通过 它 的 泰勒 展开 〉 由 其 在 x 一 0 处 的 函数 值 以 及 它 的 导数 : 
fA(0)， 了 (0)， 了 (0)，… 确 定 。 


172 ， 第 8 章 特殊 计数 序列 


户 一 A°h 一 AI 十 Ap 一 Aho 十 ho 
Ah = A’ho + Aho 
Ah = Ah, + A’ho 


如 果 差 分 表 的 第 0 条 对 角 线 只 包含 0， 那 么 整个 差分 表 就 只 包含 0。 下 一 种 最 简单 的 第 0 条 


对 角 线 是 除去 一 个 1 外 只 包含 0 的 对 角 线 ， 比 如 1 在 第 p 行 (从 而 在 这 个 1 的 前 面 有 Pp 个 0)。 从 





在 第 0 条 对 角 线 上 的 p 十 1 行 ，p 十 2 行 ，… 的 元 素 都 是 0 的 事实 显然 可 知 : 在 p 十 1 行 ，p 十 2 
行 ，… 的 所 有 元 素 都 等 于 0。 

例如 ， 设 p 二 4。 于 是 ,第 5 行 和 更 大 序号 的 行 只 含有 0。 我 们 能 否 找 出 序列 的 一 般 项 ， 使 得 
它 的 差分 表 的 第 0 条 对 角 线 是 

0,0,0,0,1,0,0,." (8. 11) 
呢 ? 我 们 用 这 些 左边 上 的 元 素 确定 差分 表 的 三 角形 部 分 并 得 到 
00001 
0 0 0 1 


因为 第 5 号 行 全 是 0， 所 以 我 们 寻找 一 个 序列 ， 它 的 第 项 A, 是 n 的 4 次 多 项 式 。 从 上 面 计算 出 
的 部 分 差分 表 我 们 看 到 





ho 0,h 0,h» 0,hs 0 以 及 hi 二 1] 
因此 ， 如 果 hh 是 一 个 4 次 多 项 式 ， 那么 它 有 根 0，1，2，3， 因 此 对 某 个 常数 c 有 
A = n(n Oo 1)(n—2)(n— 3) 








因为 二 1， 我 们 必 有 


1 二 c(4)(3)(2)(1), 等 价 地 ,c 一 语 
因此 ， 有 通 项 
_ n(n)n—2)n—3) __/n 
hh, 41! (") (2 之 0) 





的 序列 有 其 第 0 条 对 角 线 由 (8. 11) 给 出 的 差分 表 。 
更 一 般 地 ， 同 样 的 论述 表明 
2 一 1 一 2)(2 一 (六 一 1))》 /7 
h, 一 p! 和 (5) 
是 nn 的 p 次 多 项 式 ， 其 差分 表 的 第 0 条 对 角 线 等 于 
p 
0,0,°.…,0,1,0,0,* 
利用 差分 的 线性 性 和 差分 表 第 0 条 对 角 线 确定 整个 差分 表 从 而 确定 序列 本 身 的 事实 ,我们 得 
到 下 列 定理 。 
定理 8. 2.2 差分 表 的 第 0 条 对 角 线 等 于 
coyclyczy ycoy0,0,0,…， 其 中 cp 天 0 
的 序列 的 通 项 是 满足 


oD) to(D) to(D) ttol?) em 
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的 到 的 访 次 多 项 式 。 

结合 定理 8. 2. 1 和 定理 8. 2. 2， 我 们 看 到 ，z 的 每 一 个 p 次 多 项 式 对 于 选 定 的 某 些 常数 c。， 
a ，…，cs 可 以 表示 成 8. 12) 的 形式 。 这 些 常数 是 唯一 确定 的 ( 见 练习 题 10)。 

例子 ”考虑 通 项 为 

六 一 和 妇 十 3 于 一 2 十 1] (n 守 0) 
的 序列 。 计 算 差 分 ， 我们 得 到 
1 3 17 49 
2 14 32 
12 18 
6 
因为 h, 是 n 的 三 次 多 项 式 ， 所 以 它 的 差分 表 的 第 0 条 对 角 线 是 
1,2,12,6,0,0,°°* 

因此 ， 根 据 定理 8. 2. 2，h,, 的 另 一 种 写法 是 


b=1(7)+2(7)+12(2) +6(?) (8. 13) 
为 什么 要 用 这 种 方式 表示 h, 呢 ? 其 中 一 个 原因 是 假设 要 求 部 分 和 
> 二 有 十 有 十 一 十 甩 ， 
利用 公式 (8. 13)， 我们 看 到 
Dh = 12 (9) +227 (1) 二 12 (2) +62 (3) 
由 (5. 9) 我 们 知道 


>() = (2 二 1) (8. 14) 
因此 
Dh = 1(" 1 ) +2(” > ) +12(”3 ) +6(” 
这 是 一 个 非常 简单 的 求 部 分 和 的 公式 。 口 


上 述 过 程 可 以 用 来 计算 通 项 为 n 的 多 项 式 的 任意 序列 的 部 分 和 。 
定理 8. 2.3 假设 序列 h。，hi，hs，…，h,，*… 的 差分 表 的 第 0 条 对 和 角 线 等 于 
coyclycz ss Cp O00 


则 
Dua )ta("y )+to(s 1) 
证 明 由 定理 8. 2.2， 我 们 有 


hh, 一 of 人 人 +al(?) 十 二 ee 人 
利用 公式 (8. 14)， 得 
Pha (Te 0 二 二) 


=a("t)+ta("t!) tto(® +!) 口 
例子 求 前 ”个 正 整数 的 4 次 方 的 和 。 
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设 hh, 一 x 。 计 算 差 分 ,得 
0 1 16 81 256 
1 15 65 175 
14 50 110 
36 60 
24 

因为 h, 是 一 个 4 次 多 项 式 ， 其 差分 表 的 第 0 条 对 角 线 等 于 

0,1,14,36,24,0,0，…- 
因此 


1 二 2 十 十 一 DD 
n 十 1 +1 +1 二 1 二 1 
= 0( ] ) +1(", ) + 3 ) +36(” 1 ) 十 24( = ) C 
使 用 类 似 的 方法 ， 可 以 通过 考虑 通 项 为 h, = 二 nm 的 序列 来 计算 前 个 正 整数 的 p 次 短 的 和 。 
前 面 的 例子 处 理 的 是 p= 二 4 的 情形 。 
出 现在 差分 表 第 0 条 对 角 线 上 的 那些 数 有 其 组 合意 义 ， 现 在 就 来 讨论 它们 。 
设 





六 ,一 7 
根据 定理 8. 2. 1 和 定理 8. 2. 2，h, 的 差分 表 的 第 0 条 对 角 线 有 如 下 形式 : 
cp0) ,cps1) cc ps2) ,0 cp, Pp) 0 0 


因此 有 
w= ep0) (0) tecp, DT) + top,p)(?) (8. 15) 
如 果 p 二 0， 则 ,二 1， 它 是 一 个 常数 ， 庙 (8. 15) 则 退化 为 
二 1 二 1(0) 一 
特别 地 
cC0,0) 一 1 


因为 若 p 宇 1， 则 作为 n 的 多 项 式 ，m 有 一 个 等 于 0 的 常数 项 ， 所 以 
cp,0)=0 (pp 之 1) 
我 们 通过 引入 新 的 表达 式 来 改写 (8.15) 式 。 设 
加 n(n 一 1)…(n 一 k 十 1) 车 k 守 1 
[nj, = ] 车 有 二 0 
注意 , [nj 与 P(rn, &) 相同 ， 即 ”个 不 同 对 象 的 & 排列 数 〈 见 3. 2 节 )， 但是， 现在 我 们 希 
望 用 不 太 麻 烦 的 记号 [nj:。 我 们 还 注意 到 
[xj 一 (一 AL 





因为 
(7) = 2 一 Da 一 A++D Lal 
kl k! 
从 而 得 到 
[中 一 外 (人 


因此 ，(8. 15) 可 以 改写 为 


万 
n? 一 cp,0) 十 c(zp,1) tt ed pp) [Ln], 一 Dy clp,k) 


pl 各 
现在 我 们 引入 
S(p,k) 一 pA (0<kZp) 


则 公式 (8. 15) 变 为 


m= S(tp,0)[njo T+ SCp,lD)Lndt+ Sp,p)[n], = 


刚刚 引入 的 数 SCp，A) 叫做 第 二 类 9S Stirling 数 2 。 因 为 
S(p,0) 一 ci = c(p,0) 


因此 ， 我 们 有 
1 若 p= 二 0 
0 若 p 宇 1 
在 (8.15) 中 ,左边 mw 的 系数 是 1， 而 右边 系数 则 为 


c(p,p) 
p! 


SCp,0) = 


((8. 15) 右边 除 最 后 一 项 外 其 他 项 都 是 次 数 小 于 p 的 的 多 项 式 ， 


系数 有 贡献 )。 因 此 ， 我 们 有 


S(p,p) = pp 二 =] (pp 之 0) 
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k 天 
= 和 2 Ep 2 7， 


p 
> SCp,k)Ln] 


k=0 


(8. 16) 


因此 只 有 最 后 一 项 才 对 2 的 


〈8. 17) 


现在 证 明 第 二 类 Stirling 数 满 足 类 帕斯卡 型 (Pascal-like) 的 递 推 关 系 。 


定理 8.2.4 如 果 1] 和 AZ 一 1， 则 


S(p,k) = kS(p—1,k) 十 SC 一 1 一 1) 
证 明 首先 观察 ,假如 不 是 因为 S(p 一 1，k) 前 面 的 因子 &， 我 们 就 有 了 帕斯卡 递 推 关系 。 我 


们 有 
w= YSCp, Ln, 
和 和 
n= $scp— ,pra 
因此 和 


pl 
n=nXn!= nD SC(p— 1,8) [nl 


克 一 0 


pl 
= D2)SC(p— 1,k)nLn] 


= DSCp—1,A) nk kLnl 





加 ”所 以 一 定 有 第 一 类 Stitling 数 。 我 们 将 在 本 节 的 后 面 讨论 它 。 
斩 以 James Stirling (1692 一 1770) 的 名 字 命名 。 


(8. 18) 


pi 
SC(p—1,R) Cn— RLnl tt 2 RSCp— 1,k) En] 


pl 
= 2)SCp—1,RE nla DESC(p— 1,k)Ln), 
k=| 
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用 & 一 1 代 殖 上 面 最 后 式 于 中 左边 求 和 中 的 &， 得 到 
= Pscp—1, kh— Dn + ShSCp—1, k) [ns 


= S(p—1,p— 1)[nl;,+ Sscp—1, k—1)+kSC(p— 1,k)) [nl 


对 于 每 一 个 满足 1] 和 4A<2 一 1 的 人， 把 上 面 * 表达 式 中 [xj 的 系数 与 公式 《8.18) 中 [nj 的 系 
数 作 比 较 ， 我 们 得 到 





S(p,k) = S(p—1,k—1)+hkSCp— 1,k) 口 
定理 8. 2. 4 中 给 出 的 递 推 关 系 以 及 (8. 16) 和 (8.17) 给 出 的 初始 值 
S(p,0) 一 0 (p 守 1) 和 S(p,p) 二 1 (p 宇 0) 
确定 第 二 类 Stirling 数 S(p，&) 的 序列 。 正 如 我 们 对 二 项 式 系数 所 做 的 那样 ， 可 以 构造 这 些 
Stirling 数 的 类 帕斯卡 三 角形 (如 图 8-2 所 示 ) 。 
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图 8-2 SCp，&) 的 三 角形 


在 上 面 这 个 三 角形 中 ， 除 了 它 的 垂直 边 和 斜 边 上 的 项 〈 这 些 项 是 由 初始 值 计 算得 到 的 ) 外 ， 
其 余 每 一 项 S(p，k) 都 是 这 样 得 到 的 : 把 这 一 项 所 处 行 的 直接 上 方 的 元 素 乘 以 上 &， 然 后 再 把 结果 
加 上 该 项 的 直接 左边 的 项 。 

从 第 二 类 Stirling 数 的 三 角形 中 ， 我 们 看 到 

S(p,1)=1 (pp 之 1) 
S(p,2)=271—1 (p 守 2) 


SC(pp—D =(8) (p> 


我 们 把 这 些 公 式 的 证 明 留 作 练 习题 。 利 用 下 一 定理 中 给 出 的 第 二 类 Stirling 数 的 组 合 解释 也 可 以 
证 明 这 些 公式 。 

定理 8.2.5 第 二 类 Stirling 数 S(p，k) 计数 的 是 把 所 元 素 集 合 划分 到 个 不 可 区 分 的 例子 
且 没 有 空 盒子 的 划分 个 数 。 

证 明 首先 ， 我 们 解释 在 当前 情况 下 不 可 区 分 意味 着 什么 。 说 这 些 盒子 是 不 可 区 分 的 ， 指 的 
是 我 们 不 能 说 出 一 个 盒子 与 另 一 个 盒子 的 差异 ， 它 们 看 起 来 都 一 样 。 例 如 ， 如 果 某 个 盒子 里 装 的 
是 元 素 a，2 和 <， 那 么 它 究竟 是 哪个 盒子 并 不 重要 。 唯 一 重要 的 是 各 个 盒子 里 装 的 是 什么 ， 而 不 
管 哪个 盒子 里 装 了 什么 。 

设 S*(p，k) 表示 把 p 元素 集合 划分 到 上 个 不 可 区 分 的 盒子 且 没 有 空 盒 子 的 划分 个 数 。 容 易 
看 到 

S*(p,p)=1 (p 之 0) 
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因为 如 果 盒 子 的 个 数 与 元 素 个 数 相 同 ， 那 么 每 一 个 盒子 恰好 有 一 个 元 素 《〈 记 住 ， 不 能 把 一 个 盒 
与 另 一 个 盒子 区 分 开 来 ) ， 而 且 
S”(p0) 一 0 (p 守 1) 
因为 如 果 至 少 有 一 个 元 素 而 没有 盒子 ， 那 么 不 可 能 存在 划分 。 如 果 我 们 能 够 证 明 S" (p，k) 与 第 
二 类 Stirling 数 满足 相同 的 递 推 关 系 ， 即 ， 如 果 能 够 证 明 
S' (psk) = kS* (bp 一 1 十 Sb 一 1 一 1) (SkCp—1) 
那么 就 可 以 断言 对 所 有 满足 0 过 Ab 的 & 和 户 ，S (p, k&) 二 SC(p,， 上 &)。 
我 们 论证 如 下 。 考 虑 将 前 p 个 正 整 数 1，2，…，p 的 集合 作为 要 被 划分 的 集合 。 把 (1，2，…， 
pp) 分 到 上 个 非 空 且 不 可 区 分 的 盒子 的 划分 有 两 种 类 型 .: 
(1) 那些 使 得 p 自己 单独 在 一 个 盒子 的 划分 ; 
(2) 那些 使 得 p 不 单独 在 一 个 盒子 的 划分 。 这 样 ， 包 含 p 的 盒子 就 至 少 还 包含 一 个 元 素 。 
在 第 (1) 种 情况 下 ， 如 果 我 们 从 包含 p 的 盒子 中 拿 走 bp， 那么 就 得 到 将 {1，2,…，p 一 1} 
划分 到 & 一 1 个 非 空 且 不 可 区 分 盒子 的 划分 。 因 此 ， 存 在 S (p 一 1, & 一 1) 种 对 {1，2，*…，p} 的 第 
(1) 种 划分 。 
现在 ， 考 虑 第 〈2) 种 划分 。 假 设 我 们 从 包含 p 的 盒子 中 拿 走 p， 由 于 请 不 单独 在 这 个 盒 
里 ， 因 此 就 得 到 将 {1，2，…，z 一 1》 划 分 到 & 个 非 空 且 不 可 区 分 盒子 的 划分 4A,，A4: ，…，A4k。 
现在 可 能 会 说 存在 S (zt 一 1，&) 种 第 〈2) 种 划分 ， 但 是 事实 却 并 非 如 此 。 理 由 如 下 : 由 于 zp 的 
移出 而 产生 的 (1，2，…，z 一 1) 的 划分 Al1，A;，…，A, 产生 于 (1，2，…，z) 的 & 个 不 同 
的 划分 ， 即 产生 于 
AU ID AAA 
Al ,A U {p} ,os A 
A , A; ,A U {p} 
换 句 话说 ， 在 删除 p 之 后 ， 我 们 无 法 告知 它 来 自 那 个 盒子 ; 在 p 被 取 走 后 所 有 的 盒子 仍然 是 非 
空 的 ， 因 此 这 个 盒子 可 能 是 《个 盒子 中 的 任 一 个 。 于 是 ，{1，2，…，A} 的 第 (2) 类 型 的 划分 
有 AS' (zz 一 1，&A) 种 。 因 此 
S' (p,k) 一 AS (bp 一 1 十 SCp 一 1 一 1) 
定理 得 证 。 口 
既然 知道 SC(p, &) 是 把 p 元 素 集合 划分 到 & 个 不 可 区 分 的 非 空 盒子 的 划分 的 个 数 ， 所 以 我 
们 不 需要 在 定理 8. 2. 5 的 证 明 中 引 和 的 记号 S' (p, 有 k)。 它 现在 是 多 余 的 。 
现在 ， 利 用 对 第 二 类 Stirling 数 的 组 合 解释 来 得 到 它们 的 公式 。 为 此 ， 我 们 首先 确定 把 {1， 
2,，…，p) 分 到 & 个 非 空 且 可 区 分 的 盒子 2 的 划分 个 数 S*+(p，&)。。 把 盒子 看 成 是 着 上 了 一 种 颜 
色 ， 如 一 个 着 成 红色 ， 一 个 着 成 蓝 色 ， 一 个 着 成 绿色 ， 等 等 。 这 时 ， 我 们 不 仅 要 考虑 哪些 元 素 一 
起 被 放 进 一 个 盒子 ， 而 且 还 要 考虑 它们 被 放 进 的 是 哪个 盒子 〈 它 是 红 盒 ， 蓝 盒 ， 绿 盒 ， 还 是 …?) 
一 且 知 道上 个 盒子 的 内 容 ， 就 可 以 用 &l! 种 方法 给 & 个 盒子 着 色 。 于 是 
S* (p,k) = k1S(p,k) (8. 19) 
从 而 


SCp,k) = 二 S* (p,h) 





加 在 你 刚刚 开始 习惯 于 不 可 区 分 盒子 的 时 候 ， 我 们 改变 规则 ， 让 它们 可 区 分 ! 
加 ”我 们 放弃 一 种 记 法 ， 马 上 又 引入 另外 一 种 记 法 。 在 数学 里 ， 记 法 非常 重要 。 如 果 能 够 正确 使 用 这 些 记 法 ， 就 可 
以 使 内 容 更 加 清晰 ; 它 的 好 处 不 仅仅 是 简明 扼要 。 
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(注意 (8. 19) 表明 S*(p,k) 等 于 前 面 介绍 的 数 cc(p，&)。) 因此 ， 只 需求 出 S*(p，k) 的 公子 
即 可 。 为 此 ， 可 以 利用 第 6 章 的 容 斥 原理 来 得 到 这 个 公式 。 在 得 出 公式 以 前 ， 我 们 注意 到 公 于 
(8. 19) 的 证 明 依赖 于 每 个 盒子 都 非 空 这 一 事实 。 如 果 这 些 盒 子 可 以 是 空 的 ， 那 么 就 不 能 用 Al 


乘 以 SCP，A) 来 得 到 S*(p，k&)。 如 果 一 个 划分 中 有 个 盒子 是 空 的 ， 那么 该 划分 就 仅 产 生 全 个 
可 区 分 盒子 的 划分 ， 因 为 在 它们 中 间 重 新 排列 空 盒子 不 产生 任何 新 划分 2 。 
定理 8. 2.6 对 每 一 个 满足 0<k<p 的 整数 &， 都 有 
S* (pb) = PDE) Re) 


i=0 


从 而 
1 ~ ,fk 
Sp = (nD 


证 明 设 U 是 把 和 2, …，p} 分 到 有 个 可 区 分 盒子 B;，B,，…，B, 的 所 有 划分 的 集合 。 
我 们 定义 个 性 质 P;，P,，…，P;， 其 中 P; 是 第 i 个 盒子 B; 是 空 盒 的 性 质 。 设 A; 表示 盒子 B， 
是 空 盒 的 那些 划分 组 成 的 UU 的 子 集 。 于 是 

S:(p,k) = |A NA MN-…N A 
我 们 有 

| 一 名 

这 是 因为 p 个 元 素 中 的 每 一 个 元 素 都 可 以 被 放 进 & 个 可 区 分 盒子 的 任意 一 个 中 去 。 设 :是 一 个 
满足 1 委 上 上 的 整数 。 集 合 U 有 多 少 个 划分 属于 交 Al 门 A; 门 … 门 A,? 对 于 这 些 划 分 ， 盒子 Bl， 
B;，-…，B, 是 空 的 ， 而 剩 下 的 盒子 B;，…，B, 可 以 是 空 的 ， 也 可 以 不 是 空 的 。 因 此 ，|Al 门 
As 门 … 站 A | 计数 的 是 把 {1，2，…，p) 划分 到 A 一 :个 可 区 分 盒子 的 划分 个 数 ， 因 此 它 等 于 
(一 0 。 无 论 假 设 哪 :个 盒子 是 空 的 ， 都 会 得 到 相同 的 结果 ;， 也 就 是 说 ， 对 于 (1，2，…，A} 
的 每 一 个 上 子 集 人 ,请 ，…，}， 

[A, NA, NENA,l= -nD? 
因此 ， 根 据 容 斥 原理 ( 见 公式 (6. 3))， 我 们 有 


k 
S= (pk) 一 Ds) 口 


Bell 数 B, 是 将 p 元 素 集合 分 到 非 空 且 不 可 区 分 盒子 的 划分 个 数 。 这 里 不 指定 盒子 的 数目 ， 
但 因为 盒子 都 不 空 ， 故 盒子 的 个 数 不 可 能 超过 p。Bell 数 正好 是 第 二 类 Stirling 数 的 三 角形 的 一 
行 上 的 各 项 的 和 〈 见 图 8-2) ， 即 
B, = S(p,0)+ SC(p,D) + +S(p,p) 
因此 ， 我们 有 
B=1 B=15 
B=!1 B;=52 
B=2 B= 203 
B=5 B,= 877 
Bell 数 满足 一 个 递 推 关 系 ， 但 却 不 是 常数 阶 的 。 
定理 8. 2.7 如 果 p 宇 1， 则 





日 ”我 们 实际 上 有 的 是 同一 种 类 型 ( 空 集 ) 的 7 个 对 和 象 和 一 r 个 另 一 种 不 同 对 象 (那些 非 空 盒子 的 内 容 ) 的 一 个 多 重 集 合 
外 以 ET.Bell (1883. 1960) 的 名 字 命 名 。 
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B= (P07) (TB tt (1)s, 


证 明 ”我们 把 集合 {1，2，…，p} 划分 到 一 些 非 空 且 不 可 区 分 的 盒子 。 包 含 p 的 盒子 还 包含 
(1，2，…，p 一 1} 的 子 集 X (可 能 为 空 )。 集 合 X 有 《个 元 素 ,其 中 1 是 0 到 力 一 1 间 的 某 个 整数 。 
我 们 可 以 有 ( 了， ) 种 方式 选择 大 小 为 1 的 集合 X， 并 用 B_，, 种 方式 把 {1，2，…，p 一 1} 中 不 


属于 X 的 z 一 1 一 :个 元 素 划 分 到 一 些 非 空 且 不 可 区 分 的 盒子 里 。 因 此 ， 有 


pl 





一 】 
B, = 2 )B。，， 
当 1 取 值 0，1,，…，p 一 1 时 ,，(p 一 1) 一 :也 取 这 些 值 。 因 此 得 到 
p-1 一 1 pl! 一 1 


第 二 类 Stirling 数 向 我 们 展示 了 如 何 用 [ms，[m，…，[m, 写 出 过。 而 第 一 类 Stirling 数 
的 作用 恰好 相反 。 它 告诉 我 们 如 何 用 台 ， nw ，…，mw 写 出 [由 。 根 据 定义 ， 
[nj = nn— Dam2) nm p+) = nn— On— Dn—2).n— (p—1)) (8.20) 





因此 

(1) [njo=1 

(2) [n=n 

(3) [一 nn 一 1 一 于 一 7 

(4) [zj]; 王 mn 一 1)(2 一 2) 一 下 一 3722 十 27 

(5) [2 一 2Cn 一 1 一 2)(02 一 3) 一 天 一 6 十 1172 —6n 
一 般 地 ，(8. 20) 右边 的 乘积 有 户 个 因子 。 将 其 乘 开 ， 我 们 就 得 到 含有 # 的 寡 

nn ,nm 一 1 
的 多 项 式 ， 其 系数 的 符号 正 负 相间 ; 也 就 是 说 ， 我 们 得 到 形 如 下 面 这 样 的 表达 式 
[njy = sp mm— sp po— Dn 十 十 (一 1 入 ,1)7 tC 1)?s(p,0)m 








一 DY Drs Cps hx (8. 21) 
第 一 类 Stirling 数 就 是 出 现在 (8. 21) 中 的 系数 
SpA) (Okp) 
根据 (8. 20) 和 (8.21) 可 知 
s(p,0)=0 (p 宕 1) 
和 
s(p,p)=1 (p 守 0) 
因此 ， 第 一 类 Stirling 数 与 第 二 类 Stirling 数 满 足 同样 的 初始 条 件 。 但 是 ， 它 们 满足 不 同 的 递 
推 关 系 ， 其 证 明 与 定理 8. 2. 4 的 证 明 的 思路 基本 相同 。 
定理 8. 2.8 如 果 1 委 4 委 2 一 1， 则 
SR) 一 ( 访 一 1)s( 记 一 1,) +sp 1,k— 1) 
证 明 根据 (8. 21)， 我 们 有 


[xj], = DC— Dr’ sp, hm (8. 22) 
= 





日 、 为 熟悉 线性 代数 的 读者 解释 如 下 有 “(比如 实 系数 的 ) 最 多 为 p 次 的 多 项 式 形成 一 个 p 十 1 维 的 向 量 空间 。1， 
nn 三 1 [nj ，…，[njs 部 是 该 空间 的 基 。 第 一 类 Stirling 数 和 第 二 类 Stirling 数 告诉 我 们 
如 何 用 其 中 的 一 组 基 表 示 另 一 组 基 ， 
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在 上 面 这 个 等 式 中 ， 用 p 一 1 代替 p， 可 得 


Lnj],, = 全 (DC 一 1,k) nt 
接 下 来 ， 观 察 得 
[Ln], 一 [Lnj, (nO— (pO— 1)) 
因此 ， 
[nj, = (2 一 Cp— 1 TDscp— 1 
把 上 面 这 个 等 式 重 写成 
HDscpo pa + TS Dep— Dscp— 1 
在 上 面 式 子 中 的 第 一 个 求 和 符号 中 ， 用 & 一 1 取代 上 得 到 
[nj], = DD k— 1)nm + HD Dp kn 
把 上 式 中 于 的 系数 与 (8. 22) 路 的 系数 作 比 较 ， 我 们 得 到 
spshk) 一 sp—1k—1)+ po— 1s(p— 1,k) 
上 式 对 于 所 有 满足 1 志 k 志 pp 一 1 的 每 一 个 都 成 立 。 口 
与 第 二 类 Stirling 数 同 样 ， 第 一 类 Stirling 数 也 是 对 某 种 事物 的 计数 ， 下 一 个 定理 对 此 作 了 解 
释 。 它 的 证 明 在 结构 上 类 似 于 定理 8. 2. 5 的 证 明 。 
定理 8.2.9 第 一 类 Stirling 数 s(p，k) 计数 的 是 把 户 个 对 象 排 成 个 非 空 循环 排列 的 方 
法 数 。 
证 明 ”我 们 把 定理 叙述 中 的 循环 排列 叫做 圆圈 (circle)。 设 s* (p, &) 表示 把 p 个 人 排 成 & 
个 非 空 圆 圈 的 方法 数 。 于 是 有 
s*(p,p)=1 (p20) 
因为 如 果 有 了 之 个 人 和 户 个 圆圈 ， 那 么 每 个 圆圈 就 只 含 一 个 人 。 我 们 还 有 
s#(p,0)=0 (p21) 
这 是 因为 如 果 至 少 有 一 个 人 ， 那 么 任何 的 安排 都 至 少 包含 一 个 圆圈 。 因 此 ， 数 ;* (p，k) 与 第 一 
类 Stirling 数 满足 相同 的 初始 条 件 。 现 在 证 明 它 们 满足 相同 的 递 推 关 系 ， 也 就 是 说 
pp Dp Lt Cp 1 
设 人 被 标 上 号 码 1，2，…，z。 将 1，2，…， 尹 排 成 上 个 圆 图 有 两 种 类 型 。 第 一 种 排 法 是 在 一 个 
圆圈 中 只 有 标号 为 的 人 自已， 这 种 排 法 共有 s* (p 一 1, 一 1) 个 。 在 第 二 种 类 型 中 ，p 至 少 和 
另 一 人 在 一 个 圆圈 中 。 这 些 排 法 可 以 通过 把 1，2，…，p 一 1 排 成 个 圆圈 并 把 p 放 在 1， 
2，…, 思 一 1 任何 一 人 的 左边 得 到 。 这 样 ，1，2，…，p 一 1 的 每 一 种 排 法 都 给 出 了 1, 2, …, 上 p 
的 之 一 1 种 排 法 ， 因 此 ,第 二 种 类 型 的 排 法 共有 (p 一 1)s* (p 一 1, &) 种 。 于 是 , 把 pb 个 人 排 成 
k 个 圆圈 的 安排 方法 数 是 
st (psk) = s+ (p—1,k—1)+ (pom1)st (po 1,k) 
从 而 得 到 s(p，k) 二 s* (p，k)。 口 
尤其 要 注意 的 是 ， 在 定理 8. 2. 9 的 证 明 中 我 们 所 做 的 就 是 把 {1，2，…，p) 划分 到 个 非 
空 且 不 可 区 分 的 盒子 ， 然 后 将 每 个 盒子 中 的 元 素 排 成 一 个 循环 排列 。 


8.3 分 拆 数 
正 整 数 n 的 一 个 分 折 是 把 n 表示 成 称 为 部 分 (part〉 的 一 个 或 多 个 正 整数 的 无 序 和 的 一 种 表 








日 每 一 个 人 的 右手 握 着 同一 个 人 的 左手 ! 
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示 。 因 为 部 分 的 顺序 不 重要 ， 因 此 总 可 以 排列 这 些 部 分 使 得 它们 被 排列 成 从 最 大 到 最 小 的 顺序 。 
下 面 分 别 是 1，2，3，4 和 5 对 应 的 分 折 (partition): 
1 
2, 1 十 1 
3，2 十 1，1 十 1 十 1 
4，3 十 1，2 十 2，2 十 1 十 1，1 十 1 十 1 十 1 
5，4 十 1，3 十 2，3 十 1 十 1，2 十 2 十 1，2 十 1 十 1 十 1，1 十 1 十 1 十 1 十 1 
n 的 分 拆 有 时 候 写 成 
A= nl (8. 23) 
其 中 a 为 非 负 整数 ， 该 数 等 于 值 为 i 的 部 分 的 个 数 〈 这 个 表达 式 是 纯 符 号 表示 ; 它 的 项 既 不 是 指 
数 式 ， 表 达 式 也 不 是 一 个 乘积 )。 一 个 正 整 数 被 写成 〈8. 23) 的 形式 时 ， 若 w 一 0， 则 项 二 通常 
被 省 略 。 使 用 这 个 记 法 ，5 的 分 拆 为 
51,4111,3121 ,3!12 ,2211 ,2113 15 
设 户 表示 正 整 数 n 的 不 同 分 拆 的 数目 。 为 方便 起 见 ， 令 名 二 1。 分 拆 序列 〈partition se- 
quence) 是 这 样 的 数列 
Pos pi ,Pa 
根据 前 面 的 讨论 ， 有 名 = 王 1， 户 王 1， 户 二 2， 思 一 3， 加 一 5 以 及 ps 一 7。 简单 观察 (参见 公式 
(8.23)) 可 知 ，p, 等 于 下 面 方程 








1 十 … 十 2cz 十 la = 二 nn 
的 非 负 整数 解 au，…，az ，ai 的 个 数 。 
设 1 人 是 的 分 拆 * 一 和 十 冯 十 …… 十 到 ， 其 中 站 人 力 人 辫 … 扩 >0。1 的 Ferrers 图 ， 或 简称 为 图 
《diagram) ， 是 一 个 左 对 齐 的 点 组 ， 该 组 有 & 行 ， 且 第 51 委 i 委 4) 行 有 zi 个 点 。 例 如 ，10 的 分 拆 
10 一 4 十 2 十 2 十 1 十 1 的 图 为 


上 面 这 个 分 拆 的 Ferrers 图 展示 了 一 个 分 拆 的 几何 图 示 ， 它 有 助 于 在 不 同类 型 的 分 拆 数量 等 
方面 具体 而 形象 地 展示 它们 的 特性 。 

定理 8.3.1 设 2 和 rr 是 正 整 数 且 rm。 设 入 (r) 是 最 大 部 分 为 的 nn 的 分 拆 数量 ， 并 设 gq,(7) 
是 满足 分 拆 各 部 分 不 大 于 的 ?一 r 的 分 拆 数量 。 这 时 

pr) = gq, (7) 

证 明 ”我 们 没有 定理 中 所 陈述 的 两 种 类 型 的 分 拆 数量 的 公式 , 但 是 可 以 证 明 它 们 的 数量 相同 ， 
方法 就 是 在 这 两 种 类 型 的 分 拆 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 。 而 做 到 这 一 点 却 相当 容易 ， 取 的 一 个 最 大 部 
分 为 + 的 分 拆 ， 并 去 掉 一 个 等 于 + 的 部 分 ,我们 得 到 一 个 n 一 r 的 分 拆 ， 这 个 分 拆 的 任何 部 分 都 不 大 于 
r。 反 过 来 操作 ， 取 n 一 r 的 一 个 分 拆 ， 其 任何 部 分 都 不 大 于 +r， 插入 一 个 等 于 r 的 部 分 ， 从 而 得 到 一 
个 ?的 分 拆 ， 其 最 大 部 分 等 于 ~。( 如 果 用 Ferrers 图 来 说 明 的 话 ， 对 于 第 一 个 操作 ， 就 是 去 掉 的 这 
个 分 拆 图 的 第 一 行 (包含 7 个 点 )。 而 对 于 第 二 个 操作 ， 就 是 在 * 一 ”的 分 拆 图 的 第 一 行 之 上 加 入 有 
个 点 的 新 行 .) 因此 ， 我 们 有 这 两 种 类 型 分 拆 之 间 的 一 一 对 应 ， 从 而 证 明了 其 数量 相等 。 口 

nn 的 分 拆 4 的 共 轿 分 折 《conjugate partition) 是 分 拆 " ， 它 的 图 可 以 通过 把 分 拆 4 的 图 的 行 和 列 
交换 而 得 到 (党 着 从 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 反 转 4 的 图 )。 例 如 ，10 的 分 拆 10 王 4 十 2 十 2 十 1 十 1 的 
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共 辆 分 拆 的 图 是 


因此 ， 这 个 共 斩 分 拆 是 10=5 十 3 十 1 十 1。 分 拆 4 的 共 轿 分 拆 的 部 分 数 等 于 4 的 最 大 部 分 。 显然， 
分 拆 4 的 共 箔 的 共 生 是 它 本 身 ， 即 (4* )" 一)。 
设 A 是 的 分 拆 2 一 六 十 到 十 … 十 有。 形式 上 上， 的 共 斩 分 拆 允 是 的 分 折 n= 二 zw 十 慌 十 … 十 
芭 (/ 二 m)， 其 中 是 至 少 等 于 i 的 4 的 部 分 数 ; 
ni = | tj:n 宇 沾 | (i = 1,2,.…,L) 
例子 设 4 是 12 的 分 拆 12 一 4 十 4 十 2? 十 2， 它 的 图 是 


这 个 分 拆 的 共 斩 分 拆 也 是 12=4 十 4 十 2 十 2， 这 表明 A 二 XA" 。 口 


一 个 分 拆 是 自 共 斩 分 折 ， 如 前 面 例子 那样 ,一 。 另 一 个 自 共 罗 分 拆 是 10 一 5 十 2 十 1 十 
1 十 1。 自 共 思 分 拆 的 图 关于 其 起 始 于 左上 角 的 对 角 线 对 称 ; 关于 这 条 对 角 线 作 反 射 时 ， 在 图 上 不 
发 生变 化 。 

定理 8.3.2 设 n 是 正 整 数 。 设 记 , 等 于 nn 的 自 共 罗 分 折 数 ， 而 pp 等 于 分 拆 成 互 不 相同 的 厅 
数 个 部 分 的 分 拆 数 . 则 有 

b= pp, 

证 明 ”如 定理 8. 3. 1 的 证 明 那 样 ， 我 们 建立 这 两 种 类 型 的 分 拆 之 间 的 一 一 对 应 ， 从 而 证 明 它 
们 的 个 数 相等 。 这 种 对 应 使 用 它们 的 Ferrers 图 来 说 明 最 容易 。 取 n 的 一 个 自 共 示 分 拆 。 则 这 个 
分 拆 图 中 的 第 一 行 和 第 一 列 上 的 点 的 个 数 是 奇数 ;， 拿 走 这 些 点 并 把 它们 合并 到 一 起 形成 一 个 新 
图 的 第 一 行 。( 注 意 在 除去 第 一 行 和 第 一 列 的 点 后 ， 剩 下 的 图 是 另 一 个 自 共 思 分 拆 的 图 。〉 图 中 条 
下 的 第 二 行 和 第 二 列 上 的 点 数 是 一 个 更 小 的 奇数 ， 把 它们 拿 走 并 合并 起 来 形成 上 面 新 图 的 第 二 
行 。 一 直 这 样 做 下 去 ， 直 到 原 图 中 的 所 有 点 都 被 拿 走 并 都 被 放 在 新 图 中 。 这 个 新 图 是 把 n 分 成 不 
同 奇数 部 分 的 一 个 分 拆 的 Ferrers 图 。 例 如 ， 考 虑 15 的 自 共 忽 分 拆 15 一 5 十 4 十 3 十 2 十 1， 则 上 面 
的 转换 是 


[2 s Ss S S s S sm s 全 鲁 Ss 多 
—> 
® bb ® Ss S B . S 
四 
[4 ® 


接 下 来 我 们 取 的 任意 一 个 分 成 不 同 奇 数 部 分 的 分 拆 ， 可 以 这 样 把 上 面 的 转换 反 过 来 做 : 在 这 个 
分 拆 图 的 中 间 把 它 弯 曲 过 来 ， 然 后 把 这 些 被 弯曲 的 行 插入 到 另外 一 行 里 形成 一 个 n 的 自 共 轿 分 拆 
(在 上 面 的 例子 中 ， 就 是 调转 箭头 的 方向 ) 。 因 此 ， 我 们 有 一 个 一 一 对 应 ， 从 而 证 明了 p= p;。 口 
关于 分 拆 的 另 一 个 著名 的 恒等式 就 是 下 面 的 欧 拉 恒等式 。 
定理 8.3.3 设 2 是 正 整数 。 设 久 是 把 半分 成 奇数 个 部 分 的 分 拆 个 数 ， 设 名 是 把 于 分 成 不 
同 部 分 的 分 拆 个 数 。 则 
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p=p 

证 明 ”我 们 建立 这 两 种 类 型 分 拆 之 间 的 一 一 对 应 。 考 虑 把 分 成 奇数 个 部 分 的 一 个 分 拆 。 如 
果 这 些 部 分 互 不 相同 (不 存在 两 个 相同 的 部 分 )}， 那 么 我 们 就 得 到 了 把 n 分 成 不 同 部 分 的 一 个 分 
拆 。 如 果 存 在 两 个 相同 的 部 分 ， 比 如 说 & 和 A， 那 么 我 们 把 这 两 部 分 合并 成 一 个 部 分 2k。 持 续 这 
样 做 直到 所 有 部 分 都 互 不 相同 。 因 为 我 们 每 一 次 合并 两 个 部 分 时 ， 都 相应 地 减少 了 部 分 的 数量 ， 
所 以 这 个 过 程 最 终 会 终止 ,得 到 的 分 成 不 同 部 分 的 一 个 分 拆 ® 。 

接 下 来 要 说 明 的 是 我 们 可 以 把 上 面 这 个 过 程 反 过 来 ， 最 终 得 到 的 分 成 奇数 部 分 的 分 拆 。 考 
虚 n 的 一 个 分 成 不 同 部 分 的 分 拆 。 如 果 这 个 分 拆 的 所 有 部 分 都 是 奇数 ,我们 就 得 到 了 ”的 分 成 奇 
数 部 分 的 一 个 分 拆 。 否 则 至 少 存在 一 个 偶数 的 部 分 ， 那么 就 把 每 一 个 偶数 部 分 分 成 两 个 相同 的 
部 分 。 如 果 此 时 这 些 部 分 都 是 奇数 ,我 们 的 工作 就 完成 了 。 否 则 ,我们 取 新 生成 的 所 有 偶数 部 
分 ， 再 把 它们 一 分 为 二 。 每 一 次 这 样 做 ， 都 得 到 两 个 更 小 的 部 分 ， 因 此 这 个 过 程 最 终 会 终止 最 
后 我 们 得 到 n 的 所 有 部 分 都 是 奇数 的 分 折 。 因 此 ， 我 们 建立 了 把 n 分 成 奇数 部 分 的 分 拆 与 把 分 
成 不 同 部 分 的 分 拆 之 间 的 一 一 对 应 。 口 

下 面 我 们 具体 说 明定 理 8. 3. 3 的 证 明 中 的 一 一 对 应 。 考 虑 下 面 给 出 的 32 的 分 拆 : 

32 二 7 十 5 十 5 十 5 十 3 十 3 十 1 十 1 十 1 十 1 
把 32 分 成 不 同 部 分 的 相应 分 拆 是 这 样 得 到 的 : 
7 十 5 十 5 十 5 十 3 十 3 十 1 十 1 十 1 十 1 一 7 十 10 十 5 十 6 十 2 十 2 
一 7 十 10 十 5 十 6 十 4 





反之 ， 下 面 给 出 的 把 32 分 成 不 同 部 分 的 分 拆 
32 二 11 十 9 十 6 十 4 十 2 
对 应 到 把 32 分 成 奇数 部 分 的 分 拆 的 做 法 如 下 : 
11 十 9 十 6 十 4 十 2 一 11 十 9 十 3 十 3 十 2 十 2 十 1 十 1 
一 11 十 9 十 3 十 3 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 
现在 ， 我 们 得 到 了 无 限 积 形式 的 分 拆 数 序列 生成 函数 的 表达 式 。 
定理 8. 3.4 


> pr’ 一 lla 一 过 ) 1 
证 明 上 式 右边 的 表达 式 等 于 乘积 
(1 十 民 十 十 0 十 (1 十 了 环 十 人 十 re 十 (1 十 嫩 十 十 ae 十 

这 个 乘积 的 项 是 这 样 产生 的 : 从 第 一 个 因子 选择 项 x“ ， 从 第 二 个 因子 选择 项 zz ， 从 第 三 个 
因子 选择 项 x“ 、 依 此 类 推 ， 并 将 它们 乘 起 来 ， 其 中 ，lw 十 2a 十 3as 十 …= 一 xn。 (当然 ， 除 了 有 限 
数目 的 w 之 外 ， 其 余 的 都 等 于 0; 也 就 是 说 ， 除 有 限 个 因子 外 ， 其 余 因 子 都 选择 项 1.》 因此 ,> 
的 每 一 个 分 拆 都 使 x" 的 系数 增 1， 而 的 系数 等 于 的 分 拆 个 数 p,。 

设 P, 表示 正 整数 的 所 有 分 拆 的 集合 。 有 一 种 很 自然 的 方法 给 P, 中 的 所 有 分 拆 建立 偏 序 。 
(在 这 一 定义 之 下 ， 为 方便 起 抑 ， 人 允许 有 0 的 部 分 ， 这 样 一 来 ,在 我 们 比较 两 个 分 拆 时 ， 它 们 有 
相同 数量 的 部 分 .) 设 

:7 一 7 十 7 十 十 和 庙宇 7 宙 之 司 之 nn 宇 0) 














和 
:了 一 7 十 1 十 十 1 《7 之 1 之 之 mi; 之 0) 





加 注意 : (1) 当 合并 两 个 相等 部 分 时 ， 我们 得 到 一 个 偶 部 分 ; (2) 如 果 相 等 的 部 分 有 几 对 ， 无 论 合并 它们 的 顺序 
如 何 ， 我 们 都 可 以 做 一 个 “大 规模 ”合并 ， 一 步 合 并 每 一 对 。 一 般 情况 下 .这 将 带 来 更 多 相等 的 部 分 ， 这 样 我 
们 就 再 做 一 次 大 规模 合并 ， 如 此 这 般 。 
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是 的 两 个 分 拆 。 我 们 说 被 优 超 (或 1 优 超 (majorize) 4)， 并 记 为 
Ap 

如 果 关 于 处 的 部 分 和 至 多 等 于 jy 对 应 的 部 分 和 : 

十 十 和 十 十 mi 二 1,2,…,k) 
直接 验证 可 知 ， 优 超 关系 是 自 反 、 反 对 称 且 传递 的 ， 因 此 它 是 P+ 上 的 偏 序 。 

例子 ”考虑 9 的 三 个 分 拆 : 
1:9 一 5 十 1 十 1 十 1 十 1ju:9 一 4 十 2 十 2 十 1iv:9 二 4 十 4 十 1 

为 了 比较 所 有 这 三 个 分 拆 ， 我们 在 yj 和 vy 后 添加 一 些 0 并 把 w 看 成 是 9 一 4 十 2 十 2 十 1 十 0， 把 看 
成 是 9 一 4 十 4 十 1 十 0 十 0。 我 们 有 wp<v， 因 为 


4<4 
4 十 2<<4 十 4 
4 十 2 十 2 委 4 十 4 十 1 
4 十 2 十 2 十 1 委 4 十 4 十 1 十 0 
男 一 方面 ,A 和 jw 是 不 可 比较 的 ， 因 为 4 过 5 但 4 十 2 十 2 之 5 十 1 十 1。 类 似 地 ,4 和 vy 也 是 不 可 比 
较 的 。 口 


在 4.3 节 中 ， 我 们 讨论 了 0 和 1 组 成 的 ?元 组 的 字典 序 。 这 个 字典 序 也 可 以 用 在 分 拆 上 以 产 
生 P, 上 的 一 个 全 序 ， 它 实际 上 是 优 超 偏 序 的 线性 扩展 。 设 人; n= 十 加 w 十 十 (mn 之 mw 宇 … 之 
7 ) 利 w; nm 十 zz 十 … 十 7 (7 之 712 之 … 之 1 ) 是 n 的 两 个 不 同 分 拆 。 如 果 存 在 一 个 整数 i, 
使 得 对 于 j 过 i 有 nj 二 my 且 n; 过 m;， 则 称 在 字典 序 9 之 下 4 先 于 pj。 例 如 ， 分 拆 12==4 十 3 十 2 十 2 十 
1 先 于 分 拆 12 二 4 十 3 十 3 十 1 十 1， 因 为 从 左 到 右 读 则 发 现 ，4 二 4，3 二 3, 但 是 2 二 3。 可 以 简单 地 
证 明 字典 序 是 P 上 的 偏 序 。 

定理 8. 3.5 字典 序 是 正 整 数 n 的 分 拆 集 P。 上 优 超 偏 序 的 线性 扩展 。 

证 明 从 字典 序 的 定义 立即 可 知 ， 字 典 序 是 全 序 (n 的 每 两 个 分 拆 都 是 可 比较 的 )。 我 们 继 
续 使 用 定理 叙述 之 前 的 记号 。 令 4 和 A 是 的 两 个 不 同 的 分 拆 ， 且 4 被 y 所 优 超 。 选 取 第 一 个 整 
数 i 使 其 满足 对 于 ;二 i 有 nj; 二 m;， 但 nw 了 关 m2;。 因 为 

三 十 十 7 十 7 和 1 十 王 十 mj 十 rm 

我 们 得 出 结论 : ;二 m:， 因 此 ， 在 字典 序 之 下 4 先 于 jy。 口 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 再 给 出 另 一 个 欧 拉 的 著名 的 分 拆 性 质 ， 称 为 欧 拉 五 角形 数 定理 , 但 只 
给 出 其 内 容 而 不 给 出 其 证 明 2 。 

定理 8.3.6 设 n 是 正 整 数 。 设 入 是 把 半分 成 偶数 个 不 同 部 分 的 分 拆 数量， 而 态 是 把 n 分 成 
奇数 个 不 同 部 分 的 分 折 数 量 。 这 时 有 

p= Pte 

其 中 6, 是 误差 项 ， 如 果 寻 是 形 如 j(37 士 1)7/2 的 整数 则 e, 二 (一 1)f， 否 则 e, 一 0。 

例子 设 * 一 8。 于 是 把 8 分 成 偶数 个 不 同 部 分 的 分 拆 是 

7 十 1,6 十 2,5 十 3 
而 把 8 分 成 奇数 个 不 同 部 分 的 分 拆 是 
8,5 十 2 十 1,4 十 3 十 1 

因此 ， 记 一刀 三 3。 现 在 设 "一 7。 于 是 把 7 分 成 偶数 个 不 同 部 分 的 分 拆 是 





名 字母 表 是 一 些 整数 ， 表 中 小 的 整数 位 于 大 的 整数 的 前 面 。 还 有 ， 就 像 在 0 和 1 的 ”元 组 的 字典 序 中 那样 ， 我 们 
从 左 到 右 读 “单词 ”。 
@ ”有 一 个 证 明 ， 可 以 参见 G, EE Andrews and K. Eriksson，Integer Partitions,，Cambridge University Press Cambridge，2004。 
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6 十 1,5 十 2,4 十 3 
而 把 7 分 成 奇数 个 不 同 部 分 的 分 拆 是 
7,4 十 2 十 1 
于 是 ， 六 一 3 一 2 十 1 一 藤 十 1。 我 们 注意 到 7 一 2(3。2 十 1)/2， 所 以 e 一 (一 1]) 一 1。 口 


8. 4 一 个 几何 问题 
本 节 将 得 到 上 限 (upper argument) 等 于 的 前 十 1 个 二 项 式 系 数 的 和 
Ar = (0)+(7) + +(r) (Ok (8. 24) 


即 帕斯卡 三 角形 第 4 行 上 前 十 1 个 数 的 和 的 组 合 推理 的 几何 解释 。 对 于 每 一 个 固定 的 &， 我 们 都 
得 到 一 个 序列 

有 (8. 25) 
如 果 &A 一 0， 我 们 有 


pr = (7) =1 
而 此 时 (8. 25) 是 所 有 项 都 是 1 的 序列 。 如 果 t 一 1， 则 得 到 


hh =(0)+(") 二 n 十 1 
如 果 & 一 2， 我 们 有 
pe = (中 十 ( 们 +( 们 一 1 十 na 十 2 二 tnt2 


我 们 还 注意 到 对 于 所 有 的 &，h* 二 1。 用 帕斯卡 公式 确定 (8. 25) 的 差分 : 

Ah = hh — he | 
eC PE I 
-L070)-01+"+ [0 ) -0 

n n 
本 (9) 十 全 十 人 了 1 
因此 
Ap = he (8. 26) 
下 面 是 (8. 26) 的 推论 : 为 了 得 到 序列 
he® hf ,he so he (8. 27) 
的 差分 表 ， 我 们 可 以 在 下 面 序列 
rrD RD RD ,oo he ,oe 
的 差分 表 的 最 上 边 一 行 插入 (8. 27) 作为 新 的 一 行 ， 从 而 得 到 (8. 27) 的 差分 表 。 
数 hr? 计数 的 是 元素 集 合 的 至 多 有 上 个 元 素 的 子 集 的 个 数 。 现 在 我 们 指出 ，h” 还 可 以 解 
释 为 一 个 几何 问题 的 计数 函数 : 
hh 计数 的 是 用 n 个 一 般 位 置 上 的 (k 一 1) 维 超 平面 分 割 维 空间 所 生成 的 区 域 数 。 
我 们 需要 解释 上 面 这 个 论断 中 的 一 些 术语 。 
我 们 从 & 二 1 开始。 考虑 1 维 空间 ， 即 一 条 直线 。0 维 空间 是 点 ， 而 一 般 位 置 上 的 个 点 是 指 
这 些 点 互 不 相同 。 如 果 在 直线 上 插 人 ”个 互 不 相同 的 点 ， 那 么 直线 就 被 分 成 "十 1 个 叫做 区 域 的 
部 分 (如 图 8-3 所 示 ， 其 中 4 个 点 把 直线 分 成 5 个 区 域 ) 。 
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图 8-3 


这 个 结果 与 (8. 24) 中 给 出 的 h,， 的 定义 是 一 致 的 。 

现在 ， 设 k 二 2， 并 考虑 在 平面 上 一 般 位 置 上 的 n 条 直线 。 在 这 种 情况 下 ， 一般 位 置 指 的 是 
这 些 直线 互 不 相同 且 不 平行 〈 从 而 每 一 对 直线 正好 有 一 个 交点 )， 并 且 交 点 全 不 相同 ， 也 就 是 说 ， 
没有 三 条 直线 相交 于 同一 点 。 对 于 平面 上 一 般 位 置 上 的 n 条 直线 ， 因 为 每 一 对 直线 都 给 出 不 同 的 


交点 ， 所 以 交点 的 个 数 是 (”) 。 下 面 的 表 给 出 n=0 到 5 时 ， 平 面 被 一 般 位 置 上 的 ”条 直线 所 分 
成 的 区 域 的 个 数 。 











这 个 表 很 容易 验证 。 

现在 ， 我 们 进行 递归 推理 。 假 设 有 处 于 一 般 位 置 上 的 n 条 直线 ， 然 后 插入 一 条 新 直线 ， 使 得 
有 n 十 1 条 直线 处 于 一 般 位 置 。 前 = 条 直线 与 新 直线 相交 于 个 不 同 的 点 。 正 如 我 们 已 经 证 明 过 
的 ， 这 个 点 把 新 直线 分 成 

Ab 一 7 十 1 
个 部 分 。 这 ht? = 二 n 十 1 个 部 分 中 的 每 一 部 分 都 把 由 前 n 条 直线 所 形成 的 区 域 一 分 为 二 (参见 图 8-4 
所 示 n==3 的 情形 ， 其 中 的 新 直线 是 虚线 ) 。 因 此 ， 在 从 ”条 直线 增加 到 ”十 1 条 直线 时 ， 区 域 数 
量 增 加 了 hs? 二 n 十 1。 这 恰恰 是 k= 二 2 时 (8. 26) 
式 所 表达 的 关系 : 
Ah 二 hi 一 hh 二 hh 二 nn 十 1 
因为 ht = 二 1， 我 们 断言 
= (9) + (+ 

是 由 平面 上 处 于 一 般 位 置 上 的 n 条 直线 形成 的 区 “ 
域 的 个 数 。 图 8-4 

二 3 的 情形 类 似 。 考 虑 3 维 空间 中 处 于 一 般 位 置 的 ”个 平面 。 此 时 “一 般 位 置 ” 指 的 是 每 
两 个 平面 (但 没有 三 个 平面 ) 相交 于 一 条 直线 ， 而 每 三 个 平面 〈 但 没有 四 个 平面 ) 相交 于 一 点 。 
现在 插入 一 个 新 平面 ， 使 得 所 得 到 的 "十 1 个 平面 的 集合 还 处 在 一 般 位 置 。 前 ”个 平面 与 新 平面 
相交 成 处 于 一 般 位 置 的 ”条 直线 (因为 这 些 平面 都 处 在 一 般 位 置 上 )。 这 n 条 直线 把 新 平面 分 成 








300| As 个 平面 区 域 ， 正 如 我 们 在 上 面 对 k 二 2 所 确定 的 那样 。 这 hs?? 个 平面 区 域 中 的 每 一 个 又 把 前 


个 平面 形成 的 空间 区 域 一 分 为 二 。 因 此 ， 在 从 2 个 平面 增加 到 ”十 1 个 平面 时 ， 空 间 区 域 的 数量 
增加 了 hs? 。 这 恰好 是 二 3 时 (8. 26) 式 所 表达 的 关系 : 
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Ah® -一 he — hs -一 大 人 
因为 同一 1( 零 个 平面 把 空间 分 成 1 个 区 域 ， 即 整个 空间 ) ， 因 此 我 们 断言 


i++ 
是 空间 被 3 维 空间 中 处 于 一 般 位 置 的 = 个 平面 所 分 成 的 区 域 数 。 
把 这 样 的 推理 用 到 更 高 维 的 空间 。 处 于 一 般 位 置 的 ”个 〈& 一 1) 维 超 平 面 把 上 维 空间 分 成 的 
区 域 数 等 于 
(8 nn n n 
属 一 ( 四 +( 四 4+( 
最 后 考虑 & 一 2 的 情形 。 根 据 定义 〈8. 24)， 我 们 得 到 
i n n n 
hi = (0)+(7)+…+(") =2 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 的 几何 论断 是 n 维 空间 中 处 于 一 般 位 置 的 个 超 平面 把 n 维 空间 分 成 2" 个 
区 域 。 因 为 此 时 只 有 nn 个 (nm 一 1) 维 超 平面 ， 因 此 现在 的 处 于 一 般 位 置 指 的 是 这 ”个 超 平 面 恰好 
有 一 个 公共 点 。 这 个 事实 至 少 在 & 一 1，2 和 3 的 情况 是 我 们 熟知 的 。 考 虑 3 维 空间 A 一 3 的 情况 。 
我 们 通过 给 3 维 空间 中 的 每 一 个 点 指定 一 个 三 元 组 (xi1，x:，xi;) 而 把 这 个 空间 坐标 化 。 三 个 坐 
标 平 面 zi 二 0，zxz 二 0 和 x 二 0 把 空间 分 成 2 二 8 个 卦 限 (每 个 卦 限 是 由 每 个 ZX1，xz，Zs 的 正 负 
号 来 确定 的 ) 。 更 一 般 地 ，? 维 空间 通过 使 n 元 组 (x;，Zx;，，…，x,) 与 每 一 点 相关 联 而 被 坐标 
化 。2 个 坐标 平面 ， 即 由 x 二 0，zz 一 0,，…，xX, 二 0 确定 的 坐标 平面 把 n 维 空间 分 成 2" 个 “ 卦 
限 ”， 它 们 通过 给 每 个 x,，xs，*…，x, 指定 一 个 正 负 符号 来 确定 。 其 中 一 个 这 样 的 卦 限 就 是 所 谓 
的 非 负 卦 限 ， 即 ，xz 守 0，Xxi 守 0，…， 工 ,之 0。 


8.5 格 路 径 和 Schr5der 数 


在 这 一 节 ， 我 们 把 格 路 径 的 概念 形式 化 ， 这 个 概念 在 第 3 章 的 一 些 练习 题 和 8. 1 节 的 一 个 例 
子 中 遇 到 过 。 
考虑 坐标 平面 上 具有 整数 坐标 的 点 的 整 格 (integral lattice)。 给 定 2 个 这 样 的 点 (p，g) 和 
(r，s)， 其 中 p 宇 r 且 g 写 s, 从 (7r, 5) 到 (p, g) (08)@ 。 
的 珑 形 格 路 径 (rectangular lattice path) 是 这 样 一 
条 路 径 : 从 (r，s) 到 (p,q) 由 水 平 步 〈hori- 
zontal step) 万 一 (1，0) 和 垂直 步 (vertical step) 
V 二 (0，1) 组 成 的 。 于 是 , 从 (r，;s) 到 (p，g) 
的 矩形 格 路 径 起 始 于 (x，;s) 并 使 用 水 平 单位 线 
段 和 垂直 单位 线段 最 终 到 达 (p，9g)。 
例子 在 图 8-5 中 ， 我们 给 出 了 一 条 从 
(0，0) 到 (7，5) 的 矩形 格 路 径 ， 它 由 7 个 水 平 
步 和 5 个 垂直 步 组 成 。 给 定 的 这 条 路 径 始 于 0， 
0)， 由 7 个 让 和 5 个 Y 的 序列 图 8-5 
H,V,V,H,H,H,V,V, H,V,H,H 
唯一 确定 。 口 
定理 8.5.1 从 (r，3) 到 ( 户 ，9) 的 矩形 格 路 径 的 数目 等 于 二 项 式 系数 
p—ri+g—s\ 1/ 户 一 rr 十 4 一 
(prt) (Pt 
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证 明 定理 叙述 中 的 两 个 二 项 式 系数 是 相等 的 。 从 (r，s) 到 ‘p，g) 的 和 矩形 格 路 径 由 它 的 
Pp 一 r 个 水 平 步 电 和 9g 一 ;个 垂直 步 V 的 序列 唯一 确定 ， 且 每 一 个 这 样 的 序列 都 确定 一 条 从 《7， 
s) 到 (p，g) 的 矩形 格 路 径 。 因 此 ， 路 径 的 条 数 等 于 p 一 r 十 g 一 s 个 对 象 的 排列 数 ， 在 这 些 对 象 
中 心 一 r 个 是 五 而 g 一 * 个 是 YY。 从 3. 4 节 我 们 知道 ， 这 个 数目 是 二 项 式 系 数 
(全 
pP—r 
考虑 从 (r,s) 到 (p，g) 的 矩形 格 路 径 ， 其 中 p 之 7 且 g 之 s。 这 样 的 路 径 恰好 使 用 了 
(p 一 7) 十 (g 一 s) 步 ,， 不 失 一 般 性 ， 可 假设 (rr，;s) = (0，0)。 这 是 因为 可 以 通过 简单 变换 把 
《r，5) 变 回 到 (0，0)， 而 把 (pp，9g) 变 回 到 (p 一 r，g 一 ;)， 于 是 在 从 (r，s) 到 (zz，9) 的 矩 
形 格 路 径 和 从 (0，0) 到 (p 一 r,，g 一 s) 的 矩形 (oo9)e 


口 









格 路 径 ， 我 们 限制 路 径 在 坐标 平面 的 直线 y 二 之 
上 方 或 下 方 。 我 们 称 这 样 的 路 径 为 下 对 角 线 给 
形 格 路 径 (subdiagonal rectangular lattice path) 。 
图 8-6 给 出 了 一 条 从 (0, 0) 到 (9，9) 的 下 对 0,0) 
角 线 和 矩形 格 路 径 。 图 8.6 
在 8.1 节 ,我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 。 
定理 8.5.2 设 n 是 非 负 整数 ， 则 从 (0，0) 到 (n，n) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 的 数目 等 于 
第 ?个 Catalan 数 
2n 
和 二 1( n ) 


更 一 般 地 ， 只 要 p 宇 g， 就 可 以 计算 从 (0, 0) 到 (pp，g) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 的 数目 。 
当然 ， 如 果 g> 户 ， 则 不 可 能 存在 从 (0，0) 到 (p，g) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 ， 因 为 这 样 的 格 

定理 8.5.3 设 p 和 g 是 正 整 数 且 pp 守 q， 则 从 (0, 0) 到 (p，g) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 的 
数目 等 于 


© © © ©® ee eg@ ee {9,9) 

格 路 径 之 闻 是 一 一 对 应 的 。 根 据 定理 8.5,1， 如 ee © © 8 
果 p 宇 0 日 g 宇 0， 则 从 (0,，0) 到 (pp，g) 的 矩 ee © ee e 

形 格 路 径 数 目 等 于 © ©® ee e e 站 

p+qayV _ /p+q ee e e e @ 

(+) = (e+) * 

现在 ， 考 虑 从 (0，0) 到 (p，9g) 的 和 矩形 。 。 

@ 

@ 


ee © © @(90) 





p—atl(ptig) 
p+!1 q 

证 明 为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 扩展 8. 1 节 给 出 的 证 明 ， 特 别 是 定理 8. 1. 1 的 证 明 ， 该 证 明 
指出 ，Catalan 数 C, 计数 的 是 从 〈0，0) 到 (m，n) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 的 数目 。 为 了 得 到 本 定 
理 的 结论 ， 我 们 来 确定 从 (0，0) 到 〈z，9) 穿 过 对 角 线 的 拖 形 格 路 径 7 的 数目 ip，g)， 然 后 从 


(0，0) 到 (p，4) 的 矩形 格 路 径 的 总 数目 ( 了“) 减 去 1(p，q)。 LCp，4) 与 从 (0， 一 D) 到 
(p，9g 一 1) 触 及 到 (很 可 能 穿 过 ) 对 角 线 ?一 的 矩形 格 路 径 y 的 数目 相同 。 这 是 因为 把 路 径 下 移 
一 个 单位 ， 从 而 将 路 径 7 平行 移动 到 路 径 Y 上 ， 这 样 就 在 这 两 种 类 型 的 路 径 之 间 建 立 了 一 一 对 应 。 

考虑 从 (0， 一 1) 到 (p，g 一 1) 触及 到 对 角 线 > 一 上 的 路 径 yY 。 令 力 是 Y 的 子路 径 ， 它 是 
从 〈0， 一 1) 到 yy 触及 到 的 第 一 个 对 角 线 点 (d, 中 )。 设 yi 是 XY 从 (d，d) 到 (p,q 一 1) 的 子 
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路 和 经。 将 Xi 关于 直线 y= 二 x 反射， 得 到 从 (一 1，0) 到 (d，d) 的 路 径 y? 。 把 与 XY? 连接 起 
来 ， 得 到 从 (一 1，0) 到 (p，g 一 1) 的 路 径 
7Y" 。 此 构造 的 说 明 如 图 8-7 所 示 。 
现在 ， 每 一 条 从 〈 一 1，0) 到 (p，g 一 1) 
的 矩形 格 路 径 2 都 必然 穿 过 对 角 线 y 一 zx， 这 是 
因为 (一 1，0) 在 对 角 线 上 方 而 (p,，g 一 1) 
在 对 角 线 下 方 。 如 果 将 9 的 从 《一 1，0) 到 第 
一 个 穿越 点 的 部 分 反射 ， 则 得 到 从 〈0， 一 1) 
到 (p,q 一 1) 且 触 及 到 直线 y= 二 x 的 一 条 路 
径 。 这 表明 7Y 到 7 之 间 一 一 对 应 ， 从 而 
Lp，9) 等 于 从 (一 1，0) 到 (p，g 一 1) 的 矩 
形 格 路 径 的 数目 。 由 定理 8. 5. 1， 我 们 有 
p= (7 9 ) 
= (2 , 
q—1 图 8-7 
因此 ， 从 (0，0) 到 (p，g) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 的 数目 等 于 


_/(ptgay_/pteayv _ +O! _ Pio)! 
(和 -Ap 的 -人 9 全 





化 简 得 
一 g 十 1/p 十 
2 (2 9) 口 
现在 ， 考 虑 除了 人 允许 水 平 步 百 =(1，0) 和 垂直 步 V 王 (0，1) 外 ， 还 允许 对 角 步 〈diagonal 
step)D=(1，1) 的 格 路 径 。 我 们 称 这 样 的 路 径 HVD 为 格 路 径 (lattice path)。 设 p 和 9 是非 负 整 
数 ， 并 设 KC(p，g) 为 从 (0，0) 到 (jp, 9) 的 HVD 格 路 径 的 数目 ， 再 设 K(p，qg : rD) 是 正好 使 
用 了 > 个 对 角 步 也 的 路 径 的 数目 。 于 是 ，K(p，g : 0D) 等 于 从 (0，0) 到 (p，g) 的 矩形 格 路 
径 的 数目 ， 因 此 ， 由 定理 8. 5. 1， 我 们 有 


Kip,q: 0D) = (2 9) 
如 果 7r 汪 min{p，g}， 则 还 有 KC(p,， gq: rD) 二 0。 


,1 二 pitq—r YY (bp 二 g 一 门 ! 
kK(p,g: rD) (， ， g—r ,) (p—r)i(g—r)ir! 





min{p,9} 
Kg 一 之 pi 
证 明 一 条 从 (0，0) 到 (pp，g) 使 用 了 rr 个 对 角 步 DD 的 HVD 路径 必然 用 了 p 一 r 个 水 平 
步 晶 和 gq 一 r 个 垂直 步 VY， 并 被 p 一 r 个 日 ,gq 一 + 个 V 以 及 r 个 D 的 序列 唯一 确定 。 于 是 ， 这 样 
的 路 径 的 数目 就 是 多 重 集合 





{(p—r). H,(g—r). V,r. D) 
的 排列 数 。 从 第 2 章 我 们 知道 ， 这 个 排列 数 为 定理 叙述 中 的 多 项 式 数 。 如 果 不 指定 对 角 步 数 ~， 
那么 从 r==0 到 r= 二 min{p，gq} 将 KC(p，g : rD) 求 和 ， 可 得 到 定理 中 所 给 出 的 K(p，g)。 口 
现在 , 设 p 宇 q 并 设 R(p，g) 为 从 (0，0) 到 〈(p，g) 的 下 对 角 线 HVD 格 路 径 的 数目 。 另 
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307 


外 ， 设 Rp,，q:rD) 是 从 (0, 0) 到 (pp，g) 正好 使 用 了 个 对 角 步 了 的 下 对 角 线 HVD 格 路 
径 的 数目 。 我 们 有 
R(p,g) = yVRCp,g : rD) 
定理 8.5.5 设 志 和 9g 是 正 整 数 且 p 宇 qg， 并 设 r 是 满足 r 志 gq 的 非 负 整 数 。 则 有 


Repsq: DD) = btl (pt! patl( ptar 
r 


p—r+i+lrlp—rnl(g—n! 旋 一 r 十 1 (p—r7r) ca) 





_ x p—g+l (pi+q—n)! 
ROp'D— 2 pri ra 


证 明 从 (0, 0) 到 (p，g) 使 用 了 7 个 对 角 步 DD 的 下 对 角 线 HVD 格 路 径 7 在 除去 ~ 个 对 
角 步 DD 后 变 成 从 (0, 0) 到 (p 一 r, gq 一 r) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 x。 反 之 ， (0,， 0) 到 
(p 一 r，9 一 ?) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 < 通过 在 其 水 平 步 和 垂直 步 的 前 面 ， 中 间 以 及 后 面 的 共 p 十 
4 一 2r 十 1 个 地 方 中 的 任意 地 方 插入 -个 对 角 步 之 后 ， 就 变 成 了 从 〈0，0) 到 (p， gq) 有 个 对 角 
步 的 下 对 角 线 HVD 格 路 径 。 在 x 中 插 人 对 角 步 万 的 方法 数 等 于 方程 

Xi 十 Zz 十 十 Tpty zrrl 一 了 
的 非 负 整数 解 的 个 数 ， 由 3. 5 节 ， 我 们 知道 这 个 数 是 
(Pta titr el) (2 9 一 站 
r r 
这 样 ， 对 于 每 一 条 从 (0，0) 到 (p 一 r，g 一 r) 的 下 对 角 线 矩形 格 路 径 ， 都 存在 从 (0，0) 到 
(CP，9) 且 有 个 对 角 步 的 一 些 下 对 角 线 HVD 格 路 径 与 之 对 应 ， 且 路 径 的 数目 由 〈8. 28) 给 出 。 
因此 ， 





(8. 28) 


Rpsa: rD) = (P19 ")ROp— rg—r: 0D) 
利用 定理 8. 5. 3， 我 们 可 以 得 到 


Rp iD) = (hte ") bat? te) 





化 简 得 
p—q+l (pia—7)! 一 之 -9 十 !( pigq—r ) 
p—ri+lri(p—n ll(g—n! 力 一 r 十 ] 7 (pp—r) (g—7) 

于 是 ,从 rr 二 0 到 gq 将 R(p，g : rD) 求 和 ,我们 就 得 到 定理 中 给 出 的 R(p，gq) 的 公式 。 口 


注意 ， 在 定理 8. 5. 5 中， 如 果 我 们 取 "一 0， 就 可 得 到 定理 8. 5. 3。 

现在 , 假设 p= 二 g 二 n。 称 从 (0,0) 到 (n,n) 的 下 对 角 线 HVD 格 路 径 为 Schroder 路 径 
(Schr6der path)S。 大 Schr6der 数 民 , 是 从 (0，0) 到 (mn，n) 的 Schr6der 路径 的 数目 。 于 是 ， 根 
据 定理 8. 5.5， 有 


加 Ee 1 (2n—r)! 
K, = Ren,n) 之， 7 一 7 十 17r!(CC2 一 1 


大 Schr6der 数 的 序列 R,，, KR， R,，, 机 R,, … 的 前 若干 项 如 下 所 示 : 
1,2,6,22,90,394,1806,*… 








昌 名 称 取 自 Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder (1841 一 1902 ) 。 见 R. P. Stanley,，Hipparchus，Plutarch，, 
Schr6der，and Hough, American Maihemarical Monthliy, 104 (1997)，344-350。 也 见 LL. W. Shapiro and 
R. A. Sulanke, Bijections for Schr6der numbers， Muthematics Magazine ，73 (2000)，369-376。 这 一 节 主 要 
参考 的 是 这 两 篇 文章 。 
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现在 ， 我 们 转 而 讨论 小 Schr6der 数 ， 它 由 称 为 加 括号 〈bracketing) 的 结构 定义 。 设 n 宇 1 并 设 
a， ay， …， 必 是 2 个 符号 的 序列 ， 我 们 把 8.2 节 描 述 的 dls Ch， 人 的 乘法 方案 的 概念 扩展 到 
序列 mw，a ，…，w 加 括号 的 概念 。 对 于 乘法 方案 ,我 们 有 二 元 运算 “xX”， 它 把 两 个 量 结 合 到 一 
起 ， 一 个 乘法 方案 就 是 把 "一 1 套 括号 加 到 序列 w ，a: ，…，w 之 中 ， 使 得 每 一 套 插 号 对 应 两 个 量 
的 一 次 乘法 的 方法 。 在 加 括号 的 操作 中 ， 一 套 括 号 可 以 括 人 任意 多 个 符号 。 为 简明 起 见 ， 现 在 将 
放弃 符号 “X”， 因 为 它 的 使 用 会 引起 某 种 歧义 。 在 给 出 加 括号 的 正式 定义 之 前 ， 我 们 分 别 列 出 当 
?二 1，2，3，4 时 加 括号 的 方法 ， 同 时 介绍 一 些 出 于 简化 的 目的 而 采用 的 简化 记 法 。 

例子 如果? 一 1， 则 只 存在 一 种 加 括号 的 方法 ， 即 wa 。 准 确 地 说 ， 应 该 把 它 写成 (4), 不 
过 为 了 简明 起 见 ， 我 们 将 除去 单个 元 素 两 边 的 括号 ， 让 插 号 呈 隐 式 状 态 。 当 一 2 时 ， 只 有 一 种 
加 括号 的 方法 ， 即 (aias)， 或 更 简单 地 写成 ww 。 一 般 来 说 ， 我 们 略 去 配给 剩余 符号 的 最 后 一 
次 所 要 加 的 一 对 括号 。 当 一 3 时 ， 有 三 种 加 括号 的 方法 : 

aicaaay (aias )as ,dl (azda ) 
对 于 "一 4， 有 11 种 加 括号 的 方法 ， 
CazdasCy (aica asds Ct a2) dad a1 (a203) a 01 (dd3d4) aico (asda ) 
和 
aas)as) a daaras) ara (aa ) ,a (a Casar)), ard) asa)® 口 

现在 ,我 们 给 出 给 序列 mw ，a, ，…，a, 加 括号 的 正式 递归 定义 。 每 个 符号 w 本 身 是 一 种 加 括号 
方式 ; 任意 两 个 或 多 个 加 括号 序列 被 一 对 括号 括 起 来 仍 是 一 种 加 括号 。 于 是 ， 与 8. 2 节 的 乘法 方 
案 不 同 的 是 ， 一 对 括号 未 必 对 应 两 个 符号 的 一 次 乘法 。 利 用 这 个 定义 ， 我 们 可 以 用 所 有 可 能 的 方 
法 利用 下 面 给 出 的 递归 算法 构造 出 序列 mw ，a:; ，…，w 的 所 有 加 括号 的 方式 。 


构造 加 括号 的 算法 








从 序列 ca ，w ，…， 必 开始 。 
(1) 设 y 等 于 alas*…a,。 
(2) 当 7y 至 少 含有 3 个 符号 时 ， 做 下 列 工作 : 
(a) 添加 一 套 括 号 ， 把 任意 & 之 2 个 连续 符号 括 起 来 ， 比 如 cair…asrec， 形 成 一 个 新 
的 符号 (aa aa-1)。 
(b) 用 这 样 的 表达 式 替 换 Yy， 其 中 aa.…ai;1)〉 当 作 是 一 个 符号 9。 
(3) 输出 当前 的 表达 式 。 
a，as，"…，a, 的 乘法 方案 是 二 元 加 括号 (binary bracketing) 操作 ， 即 每 一 套 括 号 括 人 两 
个 符号 的 加 括号 。 
例子 下 面 我 们 给 出 这 个 算法 应 用 的 一 个 例子 。 设 n= 二 9， 于 是 从 wazasaiasasarasas 开始 。 
进行 下 列 选 择 而 完成 一 次 加 括号 操作 : 
Alitads dsaead7rdsdy > daldads (Qads ds )ardsay 
— (aidz )as (aiasas )ardsgds 
—» (uids J)as (gasds )adras ) do 


—> (dads) (as( aasas)aras)as) 





电 不作 任何 简化 ， 这 些 加 括号 的 方法 可 以 写成 (el Xaz Xa3)，((a1 Xaz) Xas)，(alX (uz Xu3))。 最 后 两 个 是 
乘法 方案 ， 因 为 它们 中 的 每 一 对 括号 对 应 两 个 量 的 一 次 乘法 。 第 一 个 括号 不 是 乘法 方案 ， 因 为 一 套 括号 括 起 来 3 
个 数 。 

只 有 最 后 5 个 是 乘法 方案 。 

不 过 要 记 住 ， 如 果 我 们 选择 整个 符号 序列 ， 则 不 添加 括号 ， 因 为 & 之 2 时 不 再 将 一 个 符号 用 括号 括 起 来 。 
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这 种 加 括号 的 操作 不 是 二 元 加 括号 操作 ， 因 为 有 一 套 括号 括 人 多 于 两 个 的 符号 ; 例如 ， 
(aasa)，((aasas)aras) 也 是 这 样 ( 它 括 起 来 3 个 符号 ，(aiasas)，ar 和 as)， (as((aaasas ) 
aras)as) 也 一 样 〈 它 括 起 来 的 3 个 符号 为 aa ，((aiasas )aras) 和 as )。 口 

对 于 zx 之 1， 小 Schr6der 数 5 定义 为 给 nn 个 符号 a ，a, ，…，w 的 序列 添加 括号 的 方法 数 。 我 
们 已 经 看 到 ，s, 王 1，% 一 1，s 一 3 和 $= 二 11。 事实 上 , 序列 (wm : 一 1，2，3，…) 的 前 儿 项 是 : 

. 1,1,3,11,45,197,903,.* 

将 它 和 大 Schroeder 数 比较 得 到 一 个 尚未 验证 的 结论 : 对 n 宇 1 且 R, 一 1，R, 二 254, 。 下 面 我 们 通 
过 计算 出 大 、 小 Schr6der 数 的 生成 函数 来 给 出 这 个 结论 的 证 明 。 

定理 8.5.6 小 Schr6der 数 序列 (5,; n 之 1) 的 生成 函数 是 


Ds 一 te! 十 x 一 Vz 一 6z 十 1) 
证 明 设 g(z) = 也 sr" 是 小 Schreder 数 序列 的 生成 函数 ， 加 括号 的 递归 定义 意味 着 


2 
g(Z) 一 工 十 g(Z)2 + g(r) 二 gr) 二 二 Xx 十 g(x)? (1 二 gr)+ g(r 十 …) 一 A 2 


1— g(x) 
这 给 出 
(1— g(xz))g(z) = (1 — g(r))zx+ g(x)’ 
于 是 ， 有 
2g(z) 一 (1 十 ZI)g8Cz) 十 工 一 0 
因此 ，g(z) 是 二 次 方程 
2y 一 (十 xz)y 十 X= 二 0 
的 解 。 该 方程 的 两 个 解 是 
yz) 一 对 填 zz) 十 VU + 一 了 
和 
yz) = + VU 8 
因为 gC(0)= 二 0，>1(0) 二 1/2 且 y《0)= 二 0， 于 是 ,我们 有 
g(z) — mn) — te Ve rtl 口 


正如 在 定理 8. 5. 6 中 计算 的 那样 ， 生 成 函数 g(x) 二 sz 可 以 用 来 得 到 对 计算 很 有 用 的 小 
Schreder 数 的 递 推 关 系 。 我 们 回 到 在 定理 8. 5. 6 的 证 明 中 出 现 的 二 次 方程 
2 光一 (1 十 z)y 十 工 一 0 (8. 29) 
如 果 对 该 方程 两 边关 于 z 微 分 9 ， 则 得 到 
4y 科 一 y 一 0 十 起 里 +1 =0 
因此 ， 有 


dy 7 一 1 _ (zx—3)y—z+]l 
dr 4y 一 1 一 工 2 一 6z 十 1 





但 请 记 住 > 是 z 的 函数 。 
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上 式 最 后 的 等 式 可 以 通过 交叉 相 乘 然后 利用 二 次 方程 2ys 一 (1 十 zx)y 十 x 二 0 而 得 到 证 明 。 现 在 我 
们 有 


一 6z+D Pr)ytr-1l=0 (8. 30) 
把 y 一 g(z) 一 ywze 代入 到 (8. 30) 之 中 ， 然 后 简化 ,我 们 得 到 


5 (no 1)sx™! 一 3>， (22 一 1)sz" 十 Dnssr™! 十 工 一 1 一 0 
nl n=1 n=1 
可 以 把 上 式 重 写成 


Da Dsr™ 3 nt Den +t Dt Ds 一 一 x 十 1 


令 这 个 方程 左边 表达 式 中 Xx"! 的 系数 等 于 0， 其 中 n>1， 我 们 得 到 
(nn 十 2)siz 一 3C(2n 十 Dsn 十 (nn 一 1)s, = 二 0 (nn 之 1) (8. 31) 
递 推 关系 (8. 31) 是 非常 数 系数 的 2 阶 齐 次 线性 递 推 关系 。 
现在 ,我 们 回 到 大 Schr6der 数 ， 并 在 下 面 的 定理 中 计算 它们 的 生成 函数 。 
定理 8. 5.7 大 Schr6der 数 序列 (R, : ?过 0) 的 生成 函数 是 


> )Rzrn" = 支 人 一 (z 一 1) 一 vV 好 一 6z 十 1) 
n=0 


证 明 设 hCzx)= PRr 是 大 Schr6der 数 的 生成 函数 。 从 (0, 0) 到 (n,n) 的 下 对 角 线 


格 路 径 是 ， 

(1) 空 路 径 〈 若 "一 0); 

(2) 从 一 个 对 角 步 DD 开始 ; 

(3) 从 一 个 水 平 步 及 开始 。 
类 型 (2) 的 路 径 数 目 等 于 从 (1，1D 到 (n,n) 的 下 对 角 线 HVD 格 路 径 数目 ， 从 而 等 于 R,，! 。 类 型 
(3) 的 路 径 从 一 个 水 平 步 理 开 始 ， 然 后 跟着 一 条 从 〈1，0) 到 (2，m) 的 路 径 y， 这 条 路 径 不 超过 连 
接 (1，1) 到 (mn，n) 的 对 角 线 。 因 为 7 终止 于 对 角 线 上 的 点 (mn，n)， 因 此 存在 7 在 对 角 线 上 的 第 一 
个 点 (&，k&)， 其 中 1] 生 AS。 因为 (， 有 是 7 在 对 角 线 上 的 第 一 个 点 ， 因 此 ”通过 一 个 垂直 步 进 V 
从 点 〈(R，& 一 1) 到 达 (，k)。7Y 在 从 (1，0) 到 (%, & 一 1) 的 部 分 上 是 一 条 格 路 径 X% ， 这 条 路 径 不 
会 到 连接 (1，0) 到 (&，&A 一 1) 的 对 角 线 的 上 面 去 。y 在 从 (k, 有 到 (m,n) 的 部 分 上 是 格 路 径 
为 ， 它 不 会 到 连接 (k, &) 到 (n，n) 的 对 角 线 的 上 面 去 。7 存在 尺 _: 个 选择 ， 而 存在 RR ,个 选 
择 ， 从 而 类 型 (3) 的 格 路 径 数目 等 于 RR_,R,。 求 和 ， 我 们 得 到 递 推 关系 


R,=R, i+ PRR,, (n> 1) 
或 等 价 地 ， 
R=R tTRR, (8. 32) 
其 中 R, 二 1。 于 是 ， 有 加 
IR, = zx(z™1R,1) + zx( DART R,,) (n> 


因为 R, 一 1， 因此 前 面 的 方程 意味 着 大 Schr6der 数 的 生成 国 数 A(z) 满足 
h(xz) = 1 二 mh (rz) + h(x) 
因此 ， h(x》 是 二 次 方程 
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xy? 十 (zz 一 1j)y 十 1 一 0 





的 解 。 这 个 二 次 方程 的 两 个 解 是 








一 (z 一 1 十 V 习 一 6z 十 1 
ylx) D7 
和 
yx) 一 (z 一 1) 一 V 嫌 一 6z 十 1 





: 27 
其 中 ,第 一 个 解 不 可 能 是 大 Schr6der 数 的 生成 函数 ， 因 为 它 不 给 出 非 负 整数 。 于 是 有 


1 一 xz 一 vV 妇 一 6zx 十 1 
hl(zr) = ys (7x) = 入 均 6z 十 1 


比较 大 、 小 Schr6der 数 的 生成 函数 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 推论 。 
推论 8.5.8 大 、 小 Schr6der 数 的 生成 函数 之 间 的 关系 是 
了 ,一 2 (n 之 1) 

在 7.6 节 和 8.1 节 中 ， 我们 考虑 过 借助 于 在 其 区 域内 部 不 相交 的 对 角 线 将 一 个 凸 多 边 形 划分 
成 一 个 个 的 三 角形 的 方法 。 我 们 还 证 明了 把 有 2? 十 1 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 如 此 三 角形 化 的 方法 数 
等 于 按 特定 顺序 给 出 的 ”个 数 的 乘法 方案 数 ， 它 们 都 等 于 Catalan 数 

C= 工人 27 一 2) 


2、7 一] 

这 样 ， 第 ”个 Catalan 数 C, 等 于 把 有 2 十 2 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 三 角形 化 的 方法 数 。 现 在 我 们 给 
加 括号 赋予 一 种 组 合式 几何 解释 ， 以 此 来 结束 本 节 的 讨论 。 

考虑 有 2 十 1 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 I 141 及 序列 4a; ，as，…，a,。II41; 的 基 边 标记 为 base， 而 
其 余 的 n 条 边 分 别 标 记 为 4，a:，-…，a,， 方 法 是 从 基 边 的 左 侧 标 记 为 a 的 边 开始 按 顺 时 针 顺 
序 进行 标记 。 对 wa ，as，…，a 添加 括号 的 操作 与 且 - 的 剂 分 〈dissection) 方式 一 一 对 应 ， 其 
中 ， 我 们 说 也 :的 前 分 指 的 是 通过 插 人 在 区 域内 部 不 相交 的 对 角 线 而 得 到 的 将 开 . 1 分 成 若干 区 
域 的 划分 。 与 三 角形 化 不 同 ， 在 I, 这 样 的 划分 中 区 域 不 一 as 
定 是 三 角形 。 

我 们 在 图 8-8 中 解释 了 这 种 对 应 ， 其 中 用 算法 构造 的 加 
括号 的 例子 给 出 了 具体 的 解释 : 


Qi1d2Q3 dads de QT UsdU9 ~ Ud2d3 (Qidsds Jarasasy 








一 《alaa )as (ardsase )c7GgGn 
—> (aidz jaa (tasase )aras )aoe 
—> (a1d2) (us (tasas )aras )as) 
这 个 对 应 是 成 立 的 ， 它 在 加 括号 操作 和 剖 分 之 间 建 立 了 
一 一 对 应 ， 而 且 还 证 明了 下 面 的 定理 。 我 们 约定 有 两 条 边 的 图 8-8 
多 边 形 区 域 是 一 条 线段 而 且 它 恰好 有 一 个 前 分 〈 即 空前 分 ) 。 
定理 8.5.9 设 2” 为 正 整数 ， 则 有 ?十 1 条 边 的 西 多 边 形 区 域 的 剖 分 数 等 于 小 Schr6der 数 w。 
如 下 使 用 多 边 形 区 域 i 为 n 个 符号 的 序列 构造 加 括号 的 算法 是 显而易见 的 。 


构造 II ,*+ 的 剖 分 的 算法 
从 凸 多 边 形 区 域 +, 开始 ， 将 它 的 边 按 照 顺 时 针 方 向 标记 为 
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baseyal yds ， say 

1. 设 T 一 了 及 。 

(a) 当 厂 有 多 于 3 条 边 时 ,插入 丁 的 一 条 对 角 线 ， 由 此 将 荆 划 分 成 两 个 部 分 。( 这 里 ， 我 们 
允许 选择 基 边 作为 对 角 线 ， 在 这 一 情况 下 ， 这 两 部 分 是 本 和 由 这 个 基 边 给 出 的 有 两 条 边 的 多 边 
形 区 域 。) 

(b) 用 包含 基 边 的 部 分 代替 卫 〈 这 部 分 将 至 少 少 一 条 边 ， 而 且 如 果 在 〈a) 中 选择 了 基 边 ， 
则 它 就 是 基 边 本 身 )。 

2. 输出 完全 剖 分 的 多 边 形 区 域 孔 ，。 

当 基 边 被 选择 作为 对 角 线 时 ， 这 个 算法 终止 ， 这 时 了 被 由 这 个 基 边 给 出 的 有 两 条 边 的 多 边 
形 区 域 取 代 。 


8.6 练习 题 
1. 设 在 圆 上 选择 2n 个 〈 等 间隔 的 ) 点 。 证 明 将 这 些 点 成 对 连接 起 来 得 到 n 条 不 相交 线段 的 方法 数 等 于 第 
个 Catalan 数 C,。 
2. 证 明 ， 由 1，2,，*…，2n 构成 且 满 足 
ZI < TU < < ln 
T2l < Xa 所 所 Ta 


以 及 
ZI < 2197I2 < IT22 TU Xan 
的 2 行列 数组 
Xl Ta Ti 
[ X22 "| 
的 个 数 等 于 第 nn 个 Catalan 数 C,。 515 





3. 写 出 4 个 数 的 所 有 乘法 方案 以 及 与 之 对 应 的 凸 五 边 形 的 三 角形 划分 。 
4. 确定 与 下 列 乘法 方案 对 应 的 凸 多 边 形 区 域 的 三 角形 划分 ， 

(a) (al X((CCas Xas3) X (a Xas)) X as)) 

(b) (Ca Xaz) Xas Xu Xas))) Xae Xu) Xas)) 

" 5. 设 m 和 nn 是 非 负 整 数 且 nn 宇 m。 有 mm 十 n 个 人 站 成 一 排 要 进入 剧院 ， 入 场 费 为 50 美 分 。 这 z 十 2 个 人 中 了 
个 人 有 50 美 分 硬币 ,而 wx 个 人 只 有 1 美元 钞票 。 和 售票 处 开门 时 使 用 一 个 空 的 收银 机 。 证 明 ， 这 些 人 以 
某 个 方式 排列 使 得 在 需要 的 时 候 总 有 零钱 可 找 的 这 些 列队 的 数目 是 

"mtl(mtn) 
天 十 1 m 
(m 二 7 的 情况 已 在 8. 1 节 讨 论 过 。) 


6 设 序列 加， 加 ，…，h，… 是 由 加 一 2 民 一 # 十 3Cn 之 0) 定义 的 。 确 定 其 差分 表 ， 并 求 出 hh 的 公式 。 
7. 序列 加 的 一 般 项 是 的 一 个 3 次 多 项 式 . 如 果 其 差分 表 的 第 0 行 的 前 4 个 数 是 1， 一 1，3，10， 确定 久 
和 > yh 的 公式 。 
g. 求 前 个 正 整数 的 5 次 宕 的 和 。 
9. 证 明 序列 加， 如 ，…， 如 ，… 的 上 阶 差 分 公式 ， 
At 一 DD (Fa 


j=0 


10. 如 果 ha 是 n 的 m 次 多 项 式 ， 证 明 能 够 唯一 确定 常数 Co Cl "ys Cr 使 得 
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11. 
12. 


13, 


*14. 


15. 


16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


21. 


22, 


23. 


24. 


25. 


26. 
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包 一 (0)+a() 二 二 ee( 
成 立 〈 人 参照 定理 8. 2. 2) 。 


计算 第 二 类 Stirling 数 SC(8, kk)，(k 二 0，1，…，8)。 
证 明 第 二 类 Stirling 数 满足 以 下 关系 : 

(a) S(n, 1)=1 《7 之 1) 

(b) S(n, 2)=2"!—1 (n>2) 


(0) Sn, a—l)=(") (n> 


2 
(d) Sm， zx 一 2 一 (3) 十 3( 人) (n>2) 


设 久 是 p 元 素 集 合 而 Y 是 & 元 素 集合 。 证明: 把 关 映 射 到 Y 的 到 上 函数 /: XY 的 个 数 等 于 
klS(p,k) = S* (p,k) 
求 出 并 验证 


Dp 
k=0 
的 涉及 第 二 类 Stirling 数 的 通 项 公式 。 


把 了 元 素 集合 划分 成 不 可 区 分 的 外 个 盒子 〈 其 中 一 些 可 能 是 空 盒 ) 的 划分 的 个 数 是 名。 通过 用 不 同 的 
方式 计数 来 证 明 


= (K)lSD 十 (2)21SCn2) + + (4)h1SCn,n) 


(如 果 &A>n， 定 义 S(n,， &) 为 0。) 

计算 Bell 数 B。( 参 见 练习 题 11) 。 

计算 直到 "一 7 的 第 一 类 Stirling 数 s(n，k) 的 三 角形 。 
把 [nj; 写成 ”的 多 项 式 ， 其 中 &A=5，6，7。 
证 明 第 一 类 Stirling 数 满足 下 面 的 公式 : 

(a) s(n, 1)=(n—1)! (2 之 1) 


(b) s(n, nlD)=(”) (n>1) 


证 明 [nj], 二 x!1， 并 用 第 一 类 Stirling 数 把 n! 写成 ”的 多 项 式 。 明 确 给 出 n 二 6 时 的 多 项 式 。 
对 每 一 个 整数 4 二 1，2，3，4，5， 构 造 通过 优 超 确定 偏 序 的 n 的 分 拆 集 P, 的 图 。 
(a) 计算 分 拆 数 ps 并 构造 通过 优 超 确定 偏 序 的 集合 Pe 的 图 。 
(b) 计算 分 拆 数 p; 并 构造 通过 优 超 确定 偏 序 的 集合 P; 的 图 。 
有 限 集 上 的 全 序 有 唯一 的 极 大 元 (最 大 的 元 素 ) 和 唯一 的 极 小 元 (最 小 的 元 素 )。 在 字典 序 之 下 ，P， 
的 最 大 分 拆 和 最 小 分 拆 是 什么 ? 
有 限 集 上 的 偏 序 可 能 有 多 个 极 大 元 和 极 小 元 。 在 以 优 超 确定 偏 序 的 = 的 分 拆 集 P, 中 , 证明 存 在 唯一 的 
极 大 元 和 唯一 的 极 小 元 。 
设 H，ts，-…，itm 是 互 不 相同 的 正 整 数 ， 并 设 
qn = qn (tiste tn) 
等 于 的 所 有 部 分 取 自 妇 ，ts ，*…，i 的 分 拆 数 。 定 义 go 一 1。 证明 ao，9 ，…，9g，… 的 生成 函数 是 


TQ om# 7 
k=1 

确定 下 列 分 拆 的 共 轿 分 拆 : 

(a) 12 一 5 十 4 十 2 十 1 

(b) 15 一 6 十 4 十 3 十 1 十 1 

(c) 20 一 6 十 6 十 4 十 4 


27. 
28. 


29, 


30. 


31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


“37. 
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(d) 21 一 6 十 5 十 4 十 3 十 2 十 1 

(e) 29 一 8 十 6 十 6 十 4 十 3 十 2 

对 每 个 整数 xz 之 2， 确 定 一 个 的 至 少 有 两 个 部 分 的 自 共 轿 分 拆 。 

证 明 共 示 将 倒转 优 超 的 顺序 ， 也 就 是 说 ， 如 果 4* 和 jp 是 的 两 个 分 拆 并 且 4 被 优 超 ， 则 jp" 被 1 
优 超 。 

证 明 把 正 整 数 ”分 拆 成 每 一 部 分 至 多 是 2 的 分 拆 数 等 于 L w/21+1。( 备 注 : 把 分 拆 成 每 一 个 部 分 至 多 


是 3 的 分 拆 数 有 一个 公式 ， 即 最 接近 名 二 3 的 整数 ， 但 其 证 明 更 加 困难 ， 还 存在 任何 部 分 不 超过 4 的 


分 拆 个 数 的 公式 ， 这 个 公式 更 加 复杂 ， 证 明 起 来 也 更 加 困难 。) 
证 明 分 拆 函 数 满足 

p>>prt (nn 之 2) 
计算 hs!， 这 是 用 处 于 一 般 位 置 的 一 1 个 超 平面 划分 维 空间 时 所 得 区 域 的 个 数 。 
利用 递 推 关系 (8. 31) 计算 小 Schrader 数 s。 和 so。 
利用 递 推 关 系 (8. 32) 计算 大 Schr6der 数 R; 和 Rs。 验证 RR; 一 2ss ， Rs =2s,， 如 推论 8. 5. 8 所 述 。 
利用 大 Schr6der 数 的 生成 函数 计算 前 几 个 大 Schroder 数 。 
利用 小 Schr6der 数 的 生成 函数 计算 前 几 个 小 Schroder 数 。 
证 明 Catalan 数 C 等 于 满足 下 面条 件 的 格 路 径 数 : 从 (0，0) 开始 到 (2x，0》 且 仅 使 用 上 行 步 〈1， 
1) 和 下 行 步 1， 一 1)， 并 从 不 走 到 水 平 轴 上 方 的 格 路 径 〈 所 以 ， 上 行 步 数 等 于 下 行 步 数 )。《〈 有 时 把 
这 样 的 格 路 径 称 为 Dyck 路 径 。) 
大 Schr6der 数 R, 计数 的 是 从 〈0，0) 到 (mn，n) 的 下 对 角 线 HVD 格 路 径 数 。 小 Schrsder 数 计数 的 是 
有 * 十 1 条 边 的 凸 多 边 形 的 区 域 剖 分 数 。 因 为 对 n 宇 1， 有 RR, 二 25,+1， 因 此 从 (0,，0) 到 (n,n) 的 下 
对 角 线 HVD 格 路 径 数 等 于 有 7 十 1 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 的 剖 分 数 。 求 出 这 些 格 路 径 和 这 些 衣 分 之 间 
的 一 一 对 应 。 


第 9 章 | 


Introductory Combinatorics, 5E 


相 腊 代表 系 





这 短 短 的 一 章 是 基本 计数 的 各 章 (第 2 章 以 及 第 4 章 到 第 8 章 ) 与 本 书 剩余 章节 之 间 的 一 个 
闻 软 。 我 们 以 下 面 宇 个 问题 开始 本 章 的 内 容 。 

问题 1 考虑 mXn 棋盘 ， 其 中 某 些 格 子 禁止 落 子 而 其 他 格子 是 自由 的 。 能 够 放置 到 这 个 棋 
盘 自 由 位 置 上 的 非 攻 击 型 车 的 最 多 个 数 是 多 少 ? 

在 前 面 章节 中 ， 我 们 考虑 了 把 ”个 非 攻击 型 车 放 到 >X? 棋盘 上 的 方法 数 的 计数 问题 。 我 们 默认 
这 个 数 是 正 的 ， 即 有 可 能 把 ”个 非 攻击 型 车 放 到 这 张 棋盘 上 。 现 在 ， 我 们 不 仅 关 心 有 没 有 可 能 把 ”个 
非 攻击 型 车 放 到 棋盘 上 ， 而 且 更 一 般 地 ， 还 关心 能 够 放 到 棋盘 上 的 非 攻击 型 车 的 最 大 个 数 的 问题 。 

问题 2 还 是 考虑 mXn 棋盘 ， 其 中 某 些 格子 禁止 落 子 而 其 他 格子 是 自由 的 。 把 多 米 诺 骨牌 
放 到 这 张 棋 盘 上 使 得 每 一 张 牌 都 能 覆盖 两 个 自由 格 且 没 有 两 张 牌 交合 〈 覆 盖 同 一 个 格子 ) ， 满 足 
这 样 放 置 条 件 的 多 米 诺 骨牌 的 最 大 张 数 是 多 少 ? 

在 第 1 章 ， 我 们 考虑 过 这 个 问题 的 特殊 情况 ， 它 涉及 的 问题 是 这 样 一 张 有 禁止 落 子 方 格 的 棋 
盘 什 么 时 候 有 完美 覆盖 。 对 于 完美 覆盖 ， 我 们 还 必须 额外 要 求 每 一 个 自由 格 都 要 被 一 张 多 米 诺 
骨牌 盖 住 。 如 果 p 是 自由 格 总 数 ， 那 么 存在 一 个 完美 覆盖 当 且 仅 当 p 是 偶数 ， 而 问题 2 的 答案 是 
Pp/2。 在 通常 情况 下 ， 某 些 自由 格 可 能 不 被 任 一 张 多 米 诺 骨 有 牌 覆盖 。 

问题 3 一 家 公司 有 ?= 项 工作 空缺 ， 每 项 工作 需要 符合 一 定 资格 条 件 的 人 承担 。 今 有 mw 个 人 


”申请 这 项 工作 。 如 果 一 项 工作 空缺 只 能 由 一 名 满足 该 工作 资格 条 件 的 人 填补 ,那么 从 这 mm 个 


申请 人 中 能 够 填补 的 工作 的 最 大 项 数 是 多 少 ? 

前 两 个 问题 是 娱乐 性 质 的 。 然 而 ， 第 三 个 问题 显然 具有 更 严肃 和 实用 的 特点 。 实 际 上 ， 问题 
1 和 问题 3 是 同一 个 抽象 问题 的 不 同 表述 ， 而 问题 2 则 是 其 特殊 情况 。 在 这 一 章 ， 我 们 要 解决 这 
个 抽象 问题 ， 从 而 解决 问题 1、 问题 2 和 问题 3。 当 然 ， 对 于 问题 3， 我 们 不 仅 要 知道 符合 条 件 的 
人 填补 工作 的 最 大 项 数 ， 而 且 还 要 知道 指派 最 多 申请 人 去 做 他 们 申请 的 工作 时 的 特定 指派 (对 
问题 1 和 问题 2 也 类 似 )。 我 们 将 在 第 13 章 中 针对 这 一 问题 的 不 同 模型 进行 相关 讨论 。 


9.1 问题 表述 


问题 1、2 和 3 有 一 个 共同 的 抽象 描述 ， 下 面 我 们 将 加 以 讨论 。 

设 Y 是 一 个 有 限 集合 ,而 A 二 (A,，Al,，…，A,) 是 了 的 nn 个子 集 族 9 。Y 的 元 素 的 一 个 族 
(el ，ez，…，e,) 称 为 4 的 一 个 代表 系 (system of representative) ， 简 记 为 SR， 如 果 它 满足 

el 在 A 中 ,es 在 A 中 ,…,e, 在 A, 中 

在 一 个 代表 系 中 ， 元素 e; 属 于 A;， 因 此 是 子 集 A; 的 “代表 ”。 如 果 在 一 个 代表 系 内 ,元素 a， 
@，"*，&, 都 是 不 同 的 ， 那 么 〈e ，e; ，…，e,) 称 为 相 异 代表 系 (system of distinct representative)， 
简 记 为 SDR。 注 意 ， 即 使 A 和 A; 是 相同 的 集合 ， 它 们 在 SDR 中 也 必须 有 不 同 的 代表 ， 因 为 它们 
是 这 个 族 的 不 同 项 。 


名 ”这 里 所 说 的 族 实际 上 是 作为 序列 来 使 用 ， 但 是 它 不 是 数列 。 这 个 序列 的 项 是 集合 。 与 数列 一 样 ， 不 同 的 项 可 以 
相等 ; 因此 ， 族 里 的 某 些 集合 可 以 相同 。 
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例子 设 (A,，A,，A,，A,) 是 集合 Y 一 {e，56，c，d) 的 子 集 族 ， 其 定义 分 别 为 
AI 一 (abc，A4 一 (5d)，A 一 (apd)，A 一 (Od) 

则 (a, 5, 6,，4d) 是 一 个 SR，(c, b5,，a，d) 是 一 个 SDR。 口 

非 空 集合 的 族 A== (A) ，A,;，…，A,) 总 有 SR。 我 们 只 需 在 每 一 个 集合 4 ，4，…，A， 中 
任 选 一 个 元 素 就 可 生成 一 个 SR。 然 而 ， 这 个 族 却 不 一 定 总 有 SDR， 即 使 这 个 族 的 所 有 集合 都 是 
非 空 的 。 例 如 ， 如 果 在 一 个 族 中 存在 两 个 集合 ， 比 如 说 是 A, 和 4. ， 每 一 个 集合 只 包含 一 个 元 
素 ， 且 和 A 中 的 元 素 与 As 中 的 元 素 一 样 ， 即 

Al = {rx}, A,= {rz} 

则 这 个 族 4 没 有 SDR。 这 是 因为 在 任何 一 个 SR 中 ，z 必须 同时 代表 A, 和 A;， 因 此 不 存在 SDR 
(无 论 A;，…，A, 是 什么 )。 但 是 ， 这 不 是 一 个 族 没 有 SDR 的 唯一 方式 。 

例子 ” 设 族 4 一 CA,，A;，A;，A1) 的 定义 如 下 : 

Ai= {ab}, As ={ab}, A = {ab}, A = {a,b,cd} 

于 是 4 没有 SDR， 因 为 在 任何 代表 系 中 ，A, 必须 由 a 或 者 5b 代表 ，As 也 必须 由 a 或 者 6b 代表 ， 
A 必须 由 a 或 者 5 代表 。 所 以 我 们 从 这 些 集合 〈 即 人，A:，A4:) 的 代表 中 取出 两 个 元 素 ， 即 a 
和 4。 根 据 铝 人 巢 原 理 ， 三 集合 A! ，A,，A; 中 有 两 个 必须 由 相同 的 元 素 代表 。 因 此 没有 SDR。 口 

例子 ”选择 一 个 4X5 棋盘 ， 其 中 的 禁止 落 子 方 格 如 图 9-1 所 示 ， 考 虑 在 这 张 棋 盘 上 放置 非 
攻击 型 车 的 问题 。 这 些 车 必须 放 到 自由 方 格 上 。 在 图 9-1 中 ， 每 一 行 以 4 ，A,，A;，Al 之 一 为 
标签 ， 每 一 列 以 1，2，3，4，5 之 一 为 标签 。 在 这 张 棋盘 中 ， 这 些 标签 表明 我 们 要 考虑 Y= 二 《1， 
2，3，4，5} 的 子 集 的 族 4 二 (A,，A,，A，，A,),， 其 中 A; 是 自由 格 在 第 i 行 上 的 各 列 组 成 的 集 
合 : 因此 

Al={1,3,4,5}, A;={(1,2,4)}, A;=(2,4}, 4 一 (2,3,4,5) 

可 以 在 这 张 棋盘 上 放置 4 个 非 攻击 型 车 当 且 仅 当 这 个 相关 的 族 4 有 SDR。 例 如 ， 图 9-2 所 示 的 4 
个 非 攻击 型 车 就 对 应 着 4 的 这 样 一 个 SDR (4，1，2，5)2 。 口 


























图 9-1 


前 面 例子 中 所 进行 的 讨论 具有 一 般 性 ， 可 以 运用 于 所 有 关于 把 非 攻击 型 车 放置 到 有 禁止 位 
置 的 棋盘 上 的 问题 。 更 精确 地 说 ， 对 于 任何 一 个 有 禁止 位 置 的 mxXn 棋盘 B， 我 们 给 它 匹配 集合 
Y 二 (1，2,，…，n} 的 一 个 子 集 族 4 二 (A ，A，，…，A,,)， 称 为 这 张 棋盘 的 车 旋 ， 其 中 

人 二 {k: 第 i 行 上 的 第 个 方 格 是 自由 的 ) (i 二 1,2,…,m) 
是 第 i 行 上 有 自由 格 的 列 的 集合 。 我 们 能 够 把 mx 个 非 攻击 型 车 放置 在 这 张 棋盘 的 自由 格 上 当 且 仅 


加 描述 这 个 4X5 棋盘 的 男 一 种 方法 就 是 利用 一 个 4X5 的 位 矩阵 或 者 关联 给 阵 。 这 个 4X5 的 矩阵 是 
10 1 1 
1 1010 
0 10 10 
ol 1 1 1 
如 果 它 的 第 ; 行 第 j 列 所 对 应 的 棋盘 的 相应 位 置 是 禁止 位 置 ， 则 第 ; 行 第 ; 列 上 有 一 个 0;， 如 果 对 应 棋盘 的 位 置 
是 自由 位 置 . 则 这 个 矩阵 上 这 个 位 置 有 一 个 1。 把 一 个 非 攻击 型 车 放置 到 棋盘 上 相当 于 取出 一 串 1， 其 中 没有 两 
个 来 自 同 一 行 ， 设 有 两 个 来 自 同一 列 。 上 面 矩 阵 中 的 黑体 ] 对 应 于 图 9-2 上 的 车 的 放置 位 置 。 
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当 车 族 4 有 SDR。 更 一 般 地 ， 如 果 是 整数 9 ， 那 么 能 够 把 & 个 非 攻击 型 车 放置 到 这 张 棋盘 上 当 
且 仅 当 存 在 有 上 A 个 集合 的 子 族 《subfamily)SA(il, is，…， i)= (A , A,, '*, A;), 其 中 1 二 
i 过世 … 坟 <m 且 该 子 族 有 SDR。 这 些 车 将 进入 行 字 ， 记 ，…， 训 及 这 个 SDR 给 出 的 代表 列 。 

事实 上 ， 这 完全 是 可 逆 的 ，” 元 素 集合 Y= 二 {1，2，…，,n) 的 m 个 子 集 组 成 的 任何 一 个 族 A 一 
(A ，As，…，A,) 是 某 个 有 禁止 方 格 的 mXn 棋 盘 的 车 族 ， 其 中 SDR 对 应 于 在 这 张 棋盘 的 自由 
格 上 的 mw 个 非 攻击 型 车 。 我 们 可 以 简单 地 构造 mXn 棋盘 ,使 其 在 i [一 TT 三 
行 j 列 上 有 自由 格 当 且 仅 当 j 属于 A;， 否 则 是 禁止 方 格 。 os En 

例子 考虑 4X5 棋盘 ， 它 的 方 格 被 着 成 黑色 或 者 白色 , 其 中 有 | xxx 
一 些 方 格 是 禁止 格 。 为 了 容易 区 分 ， 我们 把 自由 白 格 标 为 w，[| x WiB |w |b 
wy，…，wy， 而 把 自由 黑 格 标 为 负 ， 名 …，b;,， 见 图 9-3。 

我 们 给 这 张 棋盘 匹配 一 个 黑 格 集合 的 子 集 族 4 一 (4 ，As，A,， 图 9-3 
Ai，A;，As，A;)， 对 每 一 个 白 格 有 一 个 子 集 。 令 A; 为 与 白 格 wii(i 一 1，2，3，4，5，6，7) 有 
一 条 公共 边 的 所 有 黑 格 的 集合 。 因 此 

A={b)}, As={6), As={h,b}), A= {bb}, A = {b,,b,,b,}, 
Ao= {bb6}, A; = {6b; ,be sb,} 

如 果 一 张 多 米 诺 骨 牌 被 放置 到 这 张 棋 盘 上 ， 并 覆盖 方 格 w ， 那 么 它 必 然 覆盖 A; 的 一 个 黑 格 。 因 
此 ，A, 是 由 覆盖 白 格 w; 的 多 米 诺 骨 牌 覆 盖 的 黑 格 组 成 的 。 我 们 看 到 这 张 4X 5 棋盘 有 完美 覆盖 
当 且 仅 当 4 有 SDR。 

前 面 例子 中 所 进行 的 讨论 可 以 运用 于 任何 多 米 诺 骨 牌 的 覆盖 问题 。 我 们 以 某 种 顺序 列 出 自由 
白 格 翅 ，ws，…，w,， 并 以 某 种 顺序 列 出 自由 黑 格 到 , 记 ，…， 久 〈 如 果 存 在 完美 覆盖 ， 则 白 格 
数 m 必然 等 于 黑 格 数 x， 但 是 我 们 没有 必要 做 这 样 的 限制 );， 并 构造 出 一 个 族 4= (Al，As，-…， 
A.)， 每 个 自由 白 格 对 应 一 个 集合 ， 其 中 A, 是 与 白 格 四 (一 1，2…，zm) 有 一 条 公共 边 的 黑 格 的 集 
合 。 族 4 称 为 该 棋盘 的 多 米 诺 族 。 假 设 m= 二 n， 棋 盘 上 有 一 个 完美 覆盖 当 且 仅 当 多 米 诺 族 4 有 SDR。 
一 般 地 ， 如 果 上 是 整数 ， 那 么 可 以 把 个 不 交 共 的 多 米 诺 骨 牌 放置 到 棋盘 上 当 且 仅 当 存在 有 SDR 
的 个 集合 的 子 族 A(i， lz» ”9 z) 一 (4 9 A,， "0 人 )， 其 中 li < Rm, 多 米 诺 上 骨 
牌 被 放置 到 白 格 ww ，zw, ，…，w 及 对 应 于 这 个 SDR 的 代表 的 黑 格 上 。 . 

到 此 ， 本 章 一 开始 介绍 的 给 申请 人 分 配 他 们 有 资格 申请 的 工作 的 问题 3 应 该 很 清楚 了 ， 它 就 
是 一 个 一 般 的 SDR 问题 。 设 工作 被 标 为 py ，ps,，…，p,， 于 是 对 于 第 i 个 申请 人 ， 我们 给 他 匹 
配 一 个 他 有 资格 申请 的 工作 集合 A;。 给 人 分 配 能 够 承担 的 工作 的 分 配 就 相当 于 寻找 族 A 二 (Ai， 
A:， ”9 A,) 的 SDR 或 者 它 的 一 个 子 族 的 SDR 。 

现在 ， 可 以 描述 我 们 的 一 般 问题 了 。 

设 A 二 (Al，As,，…，A,) 是 有 限 集 合 Y 的 子 集 族 。 确 定 什 么 时 候 ,4 存在 SDR。 如 果 A 没 有 
SDR， 那 么 存在 SDR 的 子 族 4Gi，i，…，i) 一 (4 ，A;,，*…，A; ) 中 子 集 的 最 大 数目 是 多 少 ? 

解决 了 这 个 问题 就 解决 了 本 章 开头 介绍 的 问题 1、2 和 3。 


9.2 SDR 的 存在 性 

我 们 首先 讨论 确定 SDR 存在 的 一 般 必要 条 件 。 

设 4 二 A!，A,，…，A,) 是 一 个 集合 族 。 设 & 是 满足 1<k<n 的 整数 。 为 了 使 A 有 一 个 
SDR， 族 A 的 每 & 个 集合 的 并 集 必 须 至 少 包含 k 个 元 素 。 为 什么 要 这 样 呢 ? 假设 不 是 这 样 ， 即 存 















































加 这 里 的 4 不 同 于 A,; 定义 中 的 &。 一 一 译 者 注 
日 一 个 族 是 一 个 集合 序列 ， 一 个 子 族 就 是 这 个 序列 的 子 序列 。 
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在 个 集合 ， 比 如 说 是 A ，A, ，…:，Al， 它们 合 起 来 包含 的 元 素 个 数 小 于 &， 即 

AUAU… U A = F, 其 中 |F| < 
这 时 ， 这 个 集合 A,，A4: ，…，As 中 的 每 一 个 集合 的 代表 一 定 来 自 于 集合 下 的 元 素 。 因 为 下 的 
元 素 个 数 小 于 &， 因 此 ， 根 据 铝 梨 定理 ， 这 “个 集合 4A, ，A:，…，A 中 至 少 有 两 个 集合 有 相同 
的 代表 。 因 此 ， 不 可 能 存在 SDR。 我 们 用 下 面 的 引 理 描述 这 个 必要 条 件 。 


引 理 9.2.1 族 A=(Al，A,，…，A,) 存在 SDR 的 必要 条 件 是 下 面条 件 成 立 : 
(MC) : 对 于 每 一 个 上 二 1，2，…，n 和 取 自 于 {1，2，…，n}) 的 下 标语 ,i,，"…， 的 每 一 
种 选择 ， 都 有 
|A, UA, UUA, | 上 (9. 1) 


简 言 之 ， 这 个 族 的 每 处 个 子 集 的 并 集 至 少 包 含 上 个 元 素 。 

引 理 9. 2. 1 中 的 条 件 MC 通常 称 为 婚姻 条 件 〈marriage condition) 。 之 所 以 这 样 称呼 是 来 自 
于 下 面 这 个 相 异 代表 系 问题 的 有 趣 又 经 典 的 表述 。 

例子 (婚姻 问题 ) 有 位 男士 和 m 位 女士 ， 所 有 男士 都 渴望 结婚 。 如 果 对 他 与 谁 结婚 没有 
限制 ， 为 了 让 这 些 男 士 都 结婚 ， 只 需要 女士 的 人 数 m 至 少 等 于 男士 的 人 数 n。 但 是 我 们 希望 每 一 
位 男士 和 每 一 位 女士 双方 都 比较 满意 ， 因 此 ， 排 除 某 些 女士 成 为 某 位 男士 的 潜在 配偶 的 可 能 。 
此 ， 每 一 位 男士 应 该 处 于 从 可 选择 的 女士 当中 选 出 的 某 个 合意 的 女士 集合 之 中 。 设 (Ai， 
A,，…，A,) 是 女士 子 集 族 ， 其 中 A, 表示 第 i(i 二 1，…，n) 位 男士 的 合意 集合 。 于 是 ， 所 有 男 
士 都 能 结婚 对 应 于 (A, ，As ，…，A,) 有 一 个 SDR (mm ，ww，…，w,)。 这 个 对 应 是 第 i 位 男 土 
与 第 w( 一 1，2，…，72) 位 女士 结婚 。 因 为 w 在 A, 之 中 ， 所 以 ww 是 合 第 i 位 男士 意 的 女士 。 
因为 〈zw ，ws ，…，zw) 是 一 个 相 异 代表 系 ， 所 以 没有 两 位 男士 会 向 同一 位 女士 求婚 2 。 在 这 
个 例子 的 环境 之 下 ，MC 断定 任意 位 男士 的 合意 列表 中 至 少 含 有 上 位 女士 ， 因 此 ， 这 就 是 所 有 
男士 都 能 够 与 一 位 合意 的 女士 结婚 的 必要 条 件 。 口 

婚姻 条 件 (9. 1) 不 仅 是 SDR 存在 的 必要 条 件 而 且 还 是 充分 条 件 。 因 此 ， 它 给 出 了 SDR 存 
在 的 一 个 特征 。 

定理 9. 2.2 集合 立 的 子 集 族 4 一 (4 ，A: ，…，A,) 有 SDR 当 且 仅 当 婚姻 条 件 MC 成 立 。 

证 明 根据 引 理 9. 2. 1 ， 我 们 知道 如 果 4 有 SDR， 则 婚姻 条 件 成 立 。 现 在 ， 假 设 婚姻 条 件 成 
立 ， 要 证 明 4 有 SDR。 我 们 通过 对 族 .4 的 集合 个 数 = 施 归 纳 法 进行 证 明 。 

如 果 n==1， 即 4 二 (A1)， 则 MC 说 |Al | 宇 1。 因 此 ， 选 择 A, 中 的 任意 一 个 元 素 ， 我 们 就 得 
到 此 种 情况 下 4 的 一 个 SDR。 

现在 假设 "之 2。 这 时 需要 考虑 两 种 捕 况 ， 我 们 把 这 两 种 情况 分 别称 为 严格 空间 情况 和 空闲 
空间 情况 。 

严格 空间 情况 : 存在 满足 1 委 4A 和 “一 1 的 整数 上 及 4 中 有 & 个 集合 的 子 族 ， 这 “个 集合 的 并 集 
正好 包含 & 个 元 素 。( 根 据 MC， 这 个 并 集 包 含 的 元 素 个 数 不 能 小 于 &， 所 以 我 们 的 空间 是 严格 
的 。) 为 了 记 法 上 的 简单 ， 让 我 们 假设 8 这 个 集合 就 是 前 上 个 集合 Al， A,, """, Ai。 所 以 ， 设 
下 一 A UA:U…UA:， 我 们 有 

[IE|=& 

因为 4 满足 MC， 于 是 它 的 子 族 (A ，A;，…，A) 也 满足 MC。 因 为 上 二 n， 根据 归纳 假 

设 ， (Al, As, …, A,) 有 一 个 SDR (el，ez，…，er)。 因为 下 一 AUAU…UA4A， |E|=&, 


加 这 听 起 来 像 是 给 求职 者 分 配 工作 的 问题 ， 不 是 吗 ? 女士 是 “工作 ”， 某 位 男士 合意 的 女士 们 则 是 这 位 男士 申请 的 
工作 。 

马 ”我 们 忘记 说 没有 女士 被 允许 有 两 位 配偶 。 

四 实际 上 ， 用 不 同 顺序 列 出 这 个 族 中 的 集合 既 不 会 影响 MC 也 不 会 影响 SDR 的 存在 。 
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且 e，ez，…，e 互 不 相同 ， 所 以 我 们 有 EE 二 {e:，ez，…，&}。 因 此 , 假如 A 有 SDR， 那 么 在 
剩余 的 子 族 (4 ，Ai:，…，A,) 中 的 任何 一 个 集合 都 不 能 有 取 自 于 EE 的 代表 元 。 
所 以 ， 我 们 考虑 这 样 的 族 
A = (A \E,Anz \E,,A, \E) 
它们 是 从 集合 Ai,;，Ai::，…，A, 中 分 别 减 去 巨 的 元 素 而 得 到 的 2 一 上 个 集合 。 因 为 上 之 1， 所 以 
n 一 k<n。 因 此 如 果 能 够 证 明 人 A* 满足 MC， 那 么 就 可 以 利用 归纳 假设 得 出 结论 说 它 有 SDR(A， 
Ja 太 )， 其 中 ， 任意 下 标的 了 都 不 等 于 任意 下 标的 e， 所 以 (é1, €2, '**, C4, firis 
fr-2，……，f,) 是 4 的 一 个 SDR， 于 是 完成 归纳 证 明 。 
下 面 证 明 4 ' 满足 MC。 取 以 的 任意 /个 集合 
A \E,A; \ 下 Ai \E 
其 中 ，AT1T<7<7<…<7 委 a。 考 虑 族 4 的 如 下 AL 个 集合 
AAA ,A A 
因为 对 于 4，MC 成立 ， 所 以 通过 初等 计算 ,我 们 有 
[AUAU-…UA, U A; U A; UU UA | 宇 k+! 
IEUA UA UUA|>£+! 
| 已 | 十 |(4， \E)U (A, \E)U-:…U CA; \E)| 守 k 十 / 
k++|(A, \EDU (A \EU-RU (A \B|r+! 
[Ay \E)U CA; NE) U…U CA; \E)| 宇 ! 
因此 ，A* 满足 MC， 所 以 它 有 SDR， 这 也 表明 4 有 SDR。 
空闲 空间 情况 : 对 于 每 一 个 满足 ] 委 4” 一 1 的 整数 上 和 4 中 每 一 个 & 个 集合 的 子 族 ， 其 并 集 
至 少 包含 &t 十 1 个 元 素 。( 所 以 其 并 集 包 含 的 元 素数 量 超过 了 MC 的 要 求 ， 因 此 我 们 有 空闲 的 空 
间 .) 对 于 空闲 的 空间 ， 其 证 明 应 该 更 简单 些 。 族 .4 的 每 一 个 集合 至 少 包含 一 个 元 素 ， 实 际 上 是 
两 个 ， 因 为 空间 有 空闲 。 所 以 取 A, 和 它 包含 的 元 素 e,。 考 虑 这 样 的 一 个 族 4 一 (4 ，A4: ，…， 
A, 1)， 它 是 由 A!，A:，…，A, 1 中 每 一 个 包含 。 的 集合 删除 e, 而 得 到 的 。 我 们 说 4 满足 MC。 
事实 上 ， 因 为 有 空闲 空间 ， 而 且 只 从 4 ，4: ，…，A, 中 删除 一 个 元 素 ， 所 以 对 于 每 一 个 满足 
1 和 4 委 ” 一 1 的 整数 及 满足 1 之 is 过 … 达 i 人 nn 一 1 的 每 一 种 下 标 选 择 i ，is。，…， i， 我 们 有 
[AUASU--RUA IA UA UUA|—1l> (4+D)—1=&k 
因此 ，A' 满 足 MC， 所 以 根据 归纳 假设 A' 有 SDR(e, ，e,，…，e, 1)。 因 为 这 些 元 素 都 不 等 于 e,， 
所 以 (el，e:，…，e,-1，e,) 是 4 的 SDR。 因 此 ， 由 归纳 法 知 定理 成 立 。 OD 
如 果 婚 姻 条 件 不 成 立 ， 则 不 存在 SDR， 那 么 我 们 希望 知道 在 拥有 SDR 的 子 族 中 集合 的 最 大 


328| 数量 是 多 少 。 为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 先 证 明 下 面 的 定理 。 


定理 9.2.3 设 A 一 (A!，As，.…，A,) 是 有 限 集合 Y 的 子 集 族 。 设 1 是 满足 0<1<n 的 整 
数 。 那 么 存在 4 的 有 SDR 的 1 集合 的 子 族 当 且 仅 当 
[A U A, UUA, lk— (nt) (9. 2) 


对 于 所 有 满足 上 之 n 一 t 的 上 及 取 自 {1]，2，-…，n) 的 上 个 不 同 下 标 ii ，is。，…'， 让 的 所 有 选择 都 
证 明 注意 定理 9.2. 2 是 :一 ?时 的 特殊 情况 ， 我 们 实际 上 要 从 定理 9.2.2 推导 出 本 定理 。 
设 下 是 一 个 与 Y 完全 不 相交 的 n 一 : 个 元 素 集合 : Ff 站 Y= 名， 我 们 这 样 定义 FUY 的 子 集 族 A* = 





日 ”如 果 上 <n 一 +:， 则 一 (m 一 1) 过 0， 于 是 (9. 2) 当然 成 立 ， 所 以 不 需要 在 (9. 2) 中 包括 它 。 
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(Ar ，A;z ，-…，A; )， 即 把 下 的 所 有 元 素 都 放 人 4 的 所 有 集合 中 : 
A'=AUF (i= 1,2,..,n) 

我 们 证 明 A 拥 有 有 SDR 的 上 集合 族 当 且 仅 当 4: 有 SDR。 首 先 假设 A 有 SDR。 因 为 | F| 一 A， 
于 是 在 这 个 SDR 中 至 多 有 个 元 素 取 自 于 下 ， 因 此 至 少 有 ?一 上 个 元 素 取 自 于 了 YY， 所 以 ， 形 成 至 
少 有 族 A 的 n 一 k 个 集合 的 SDR。 反 之 , 假设 4 拥有 有 SDR 的 :集合 子 族 。 为 了 记 法 上 的 方便 , 设 
这 :个 集合 是 A;，A;，…，A,， 并 设 它 的 SDR 是 (yy，y%，…，Y)。 设 下 的 nn 一 t 个 元 素 是 
fui， fiiz，'…， 所 。 于 是 

Cy ryarr sy fe fnzs', fn) 
是 4: 的 一 个 SDR。 因 此 结论 成 立 。 
现在 ,我 们 把 定理 9. 2. 2 运用 于 A* 。 根 据 这 个 定理 ,A" 有 SDR 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 《一 1， 
2, n 和 取 自 于 (1，2， 7 的 不 同 下 标 sy ls 的 每 一 种 选择 ， 有 
[A:UA:U-.…UA; | 二 & (9. 3) 
因为 
ASUALIUm-UA=(A UA UUAVIUF 
而 且 又 因为 
[A UA U… UA UF|I= |(A UA, U-.…UA,)I+IF| 
= |A, UA, U…UA4 IT 二 nz 一 
我 们 看 到 条 件 (9. 3) 等 价 于 条 件 (9. 2) 。 因 此 根据 定理 9. 2.2， 定 理 9. 2. 3 成 立 。 
作为 一 个 推论 ， 我 们 得 到 拥有 SDR 的 子 族 中 集合 的 最 大 数量 的 表达 式 。 

推论 9.2.4 设 A 二 (A,，A。，…，A,) 是 有 限 集合 Y 的 子 集 族 。 拥 有 SDR 的 子 族 中 集合 的 

最 大 数目 为 表达 式 














[A UA,U-:…UA,|+n—k (9. 4) 
对 所 有 & 二 1，2，…，n 和 满足 1 二 i 过 记 之 … 之 i 全 n 的 k 个 下 标 如 ，is，…， 的 所 有 选择 的 最 
小 值 。 
证 明 子 族 中 集合 的 最 大 数目 等 于 对 于 所 有 满足 k 宇 n 一 ! 的 & 及 取 自 于 {1，2,，…，n} 的 上 
个 不 同 的 下 标 ii ，i, ，…，i 的 所 有 选择 使 (9. 2) 成 立 的 最 大 整数 :。 因 为 (9.2) 可 以 重 写 为 
[A; UA, UUA,|+(n—A>t 
所 以 推论 成 立 ; 我 们 只 需 选 择 下 式 
[A; UA; UU A li+ (nok) 
的 最 小 值 来 找到 符合 要 求 的 最 大 的 +。 口 
例子 集合 {e，p，c，d，e，j 有 请 的 子 集 族 A 二 (A ，As。，A;，A: ，A; ，As) 定义 如 下 : 
A= {abc), A = {bcc}, A 一 (pc 
A= {b,c}, A; = {c}，, A; = {a,b,c,d} 
我 们 有 
| A， U A: U A, U A;|= | {b,c}|=2 
因此 





|A: UA; UA,UA:|+6—4=2+6—4=4 
因此 ，n 二 6, & 二 4， 根 据 推论 9. 2. 4， 我 们 知道 从 4 中 至 多 可 以 选择 4 个 集合 使 得 它们 有 SDR。 
因为 (A1，As;，A;，As) 以 (a,，6，c，d) 作为 SDR， 所 以 4 是 有 SDR 的 集合 的 最 大 数目 。 用 
婚姻 的 话 来 说 ， 如 果 每 一 位 绅士 要 与 一 位 合意 的 女士 结婚 的 话 ，4 是 能 够 最 终结 婚 的 绅士 的 最 大 
数目 。 
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9.3 ”稳定 婚姻 

本 节 9 考 虚 前 一 节 讨论 的 婚姻 问题 的 一 种 变形 。 

在 一 个 社区 里 有 7 位 女士 和 n 位 男士 。 每 位 女士 按照 其 对 每 位 男士 作为 配偶 的 偏爱 程度 给 每 
位 男士 排名 次 。 不 允许 并 列 名 次 出 现 ， 因 此 ， 即 使 在 一 位 女士 在 两 位 男士 之 间 分 不 出 差别 时 ， 我 
们 还 是 要 求 她 表示 出 某 种 偏爱 。 这 种 偏爱 应 是 绝对 顺序 ， 这 样 每 位 女士 将 这 些 男士 排 成 顺序 1， 
2,，…，n。 类 似 地 ， 每 位 男士 也 将 这 些 女 士 排 成 顺序 1，2，…，?， 使 这 些 男 士 和 女士 配 成 完美 
婚姻 (complete marriage) 的 方式 有 n! 种 。 如 果 存 在 两 位 女士 A 和 B 及 两 位 男士 a 和 0， 使 得 

(1) A 和 a 结婚 ; 

(2) B 和 6 结婚 ; 

(3) A 更 偏爱 5 名 次 更 优先 ) 而 非 a; 

(4) 5 更 偏爱 A 而 非 B。 
那么 我 们 说 这 个 完美 婚姻 是 不 稳定 (unstable〉 的 。 在 不 稳定 的 完美 婚姻 中 ，A 和 6 可 能 抛弃 各 
自 的 家 庭 而 相伴 私奔 ， 因 为 他 俩 都 认为 ， 与 当前 配偶 比 起 来 每 人 都 更 偏爱 各 自 的 新 伴侣 。 因 此， 
在 一 男 一 女 以 对 他 们 双方 都 有 利 的 方式 共同 行动 而 打 乱 婚姻 的 意义 之 下 ， 这 种 完美 婚姻 是 “不 
稳定 的 "。 如 果 完 美 婚姻 不 是 不 稳定 的 ， 则 称 其 为 稳定 (stable) 的 。 由 此 产生 的 第 一 个 问题 是 、 
是 否 总 存在 稳定 的 完美 婚姻 ? 

我 们 为 这 个 问题 而 使 用 的 数学 模型 是 优先 排名 矩阵 (preferential ranking matrix) 。 这 一 矩阵 
是 一 个 4 行 n 列 的 nXn 数 组 ， 其 中 4 行 中 的 每 一 行 对 应 于 一 位 女士 ww!，ww，…，zw,，n 列 中 的 
每 一 列 对 应 于 一 位 男士 m;，nw，…，m,。 在 第 i 行 和 第 7 列 交叉 位 置 处 ， 我 们 放置 数 对 p，g， 
这 一 对 数 分 别 代 表 w 给 mm; 排 的 名 次 和 nm, 给 ww; 排 的 名 次 。 一 个 完美 婚姻 对 应 于 这 个 矩阵 上 半 个 
位 置 的 集合 ， 这 个 集合 恰好 包含 每 一 行 的 一 个 位 置 及 每 一 列 的 一 个 位 置 s 。 

例子 设 n=2， 并 设 优先 排名 矩阵 为 


wfl,2 2,2 
“7 | 
于 是 ， 第 一 行 第 一 列 处 的 项 1，2 指 的 是 ww 已 将 mm 放 在 她 的 备 选 配偶 列表 的 第 一 位 ， 而 m, 则 
将 w 放 在 他 的 表 中 的 第 二 位 。 存 在 两 个 可 能 的 完美 婚姻 : 
(1) Yo < 一 > Mi ,UW > 7122 9 


(2) UU A 7 9 > 7721 


容易 看 出 ， 第 一 个 完美 婚姻 是 稳定 的 。 第 二 个 婚姻 是 不 稳定 婚姻 ， 因 为 rw 更 偏爱 ms 而 非 她 现 


在 的 配偶 za ， 类 似 地 ， 更 偏爱 zw 而 非 他 现在 的 配偶 zw 。 口 
例子 - 设 * 王 3， 并 设 优先 排名 矩阵 是 
],3 2,2 3,1 
3,1 1,3 | (9.5) 
2,2 3,] 1,3 





存在 3! 三 6 种 可 能 的 完美 婚姻 。 其 中 一 种 是 


后 ”本 节 某 种 程度 上 是 以 下 面 这 篇 文章 为 蓝本 的 :“College Admissions and the Stability of Marriage” by D Gale and L S Shapel， 
orericar Mathematical Morihiy，69 〈1962)，915。 对 此 问题 更 为 全 面 的 解释 我 们 认为 可 以 参考 下 面 这 本 书 ，D Gusfiedl 
and R. W Irving, The Stable Marriage ProWem: Structure and Algorithns, The MIT Press, Cambridge (1989)。 

蝗 ” 财 无 疑问 ， 机 敏 的 读者 会 注意 到 一 个 完美 婚姻 对 应 于 个 非 攻击 型 车 ， 其 中 我 们 把 wnXn 矩阵 当 作 ”Xz> 棋盘 来 
处 理 。 
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由 于 每 一 位 女士 都 得 到 她 的 第 一 选择 ， 这 个 完美 婚姻 是 稳定 的 ， 即 使 每 一 位 男士 得 到 的 都 是 他 
们 最 后 的 选择 。 另 一 种 稳定 的 完美 婚姻 还 可 以 通过 使 每 一 位 男士 都 得 到 他 的 第 一 选择 而 得 到 。 
但 是 要 注意 ， 一 般 不 存在 这 样 的 完美 婚姻 ， 使 其 中 的 每 一 位 男士 〈 或 每 一 位 女士 ) 均 得 到 各 自 的 
第 一 选择 。 例 如 ， 当 所 有 的 女士 有 相同 的 第 一 选择 ， 同 时 所 有 的 男士 也 有 相同 的 第 一 选择 时 就 会 
发 生 这 种 情况 。 口 

现在 ， 我 们 证 明 稳 定 的 完美 婚姻 总 是 存在 的 ， 并 在 证 明 的 同时 得 到 确定 稳定 完美 婚姻 的 算 
法 ， 从 而 完全 避免 一 团 糟 的 情况 ! 

定理 9.3.1 对 于 每 一 个 优先 排名 短 阵 ， 都 存在 稳定 的 完美 婚姻 。 

证 明 ”我 们 定义 一 种 确定 完美 婚姻 的 算法 一 一 延迟 认可 算法 〈deferred acceptance algorithm)2 : 

延迟 认可 算法 

从 每 一 位 女士 被 标记 为 被 拒绝 开始 。 

当 存在 被 拒绝 女士 时 ， 执 行 如 下 操作 : 

(1) 每 一 位 被 标记 为 被 拒绝 的 女士 在 所 有 尚未 拒绝 她 的 男士 中 选择 一 位 被 她 排名 最 高 位 的 男士 。 

(2) 每 一 位 男士 在 所 有 选择 他 并 且 他 尚未 拒绝 的 女士 中 挑选 被 他 排名 最 高 位 的 女士 ， 对 她 推 
迟 作 决 定 ( 并 移 除 她 的 拒绝 状态 )， 与 此 同时 拒绝 其 余 女 士 。 

于 是 ， 在 算法 执行 期 间 ” ， 女 士 向 男士 求婚 ， 一 些 男女 订婚 ， 但是， 如 果 收 到 更 好 的 求婚 ， 男 
士 可 以 悔 婚 。 一 旦 男士 订婚 ， 他 就 在 算法 执行 中 始终 保持 订婚 状态 ， 但 是 他 的 未 婚 妻 可 以 改变 ; 
在 他 看 来 这 种 改变 总 是 一 种 改进 。 然 而 ， 女 士 则 在 算法 执行 期 间 可 以 订婚 若干 次 ; 每 一 次 新 的 订 
婚 对 她 来 说 都 将 导致 更 不 理想 的 伴侣 。 从 算法 的 描述 得 出 ， 只 要 不 存在 被 拒绝 的 女士 ， 那么 每 一 
位 男士 就 恰好 与 一 位 女士 订婚 ， 并 且 因为 男女 人 数 相同 ， 每 一 位 女士 也 恰好 与 一 位 男士 订婚 。 现 
在 将 每 一 位 男士 与 他 订婚 的 女士 配 成 一 对 并 得 到 一 种 完美 婚姻 。 现 在 我 们 证 明 这 个 婚姻 是 稳定 的 。 

考虑 女士 4 和 了 及 男士 和 6, 使 A 与 a 配对 ，B 与 b 配对 , 但 是 A 更 偏爱 4 而 不 是 a。 我 
们 证 明 56 不 可 能 较 之 B 更 偏爱 A。 因 为 较 之 a，A 更 喜欢 8， 在 算法 执行 到 某 个 阶段 A 选择 了 5， 
但 是 A 被 6 为 了 排名 更 高 的 女士 而 拒绝 了 。 但 是 在 算法 进行 中 ， 最 终 与 5 结合 成 对 的 女士 至 少 与 
他 拒绝 过 的 任何 女士 排序 相同 。 因 为 A 被 6 拒绝， 所 以 5 较 之 A 更 玄 欢 B。 因 此 ， 不 存在 不 稳定 
的 配对 ， 所 以 这 个 婚姻 是 稳定 的 。 口 

例子 ”我 们 把 延迟 认可 算法 运用 于 〈9. 5〉 的 优先 排名 矩阵， 分 别 指定 女士 为 A，B，C,， 男 
士 是 a, b, 惟 。 在 (1) 中 ,A 选择 a，B 选择 65，C 选择 ce。 没有 拒绝 事件 发 生 ， 算 法 停止 ， A 
与 a 结婚 ，B 与 6 结婚 ,，C 与 c 结婚 ， 从 此 他 们 过 上 了 幸福 的 生活 。 口 

例子 ”我们 将 延迟 认可 算法 用 于 优先 排名 和 矩阵， 
a b C dad 
1,2 2,] 3,2 4,1 
2,4 1,2 3,] 4,2 
2, 1 3,3 4,3 1,4 
1,3 4,4 3,4 2,3 


(9. 6) 


OH» 


这 个 算法 的 结果 如 下 : 





全 ”也 叫做 Gale-Shapiey 算法 。 
后 ”注意 我 们 已 经 颠覆 了 男人 要 先 求婚 的 传统 。 
上 @ ”大 写 者 对 应 于 小 写 者 。 
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(1) A 选择 a，B 选择 b，C 选择 4d， 选择 a; a 拒绝 DD 

(2) 了 选择 di; d 拒绝 CC。 

(3) C 选 择 a; a 拒绝 A。 

(4) A 选择 5; 5 拒绝 B。 

(5) BB 选择 a; 4 拒绝 B。 

(6) B 选 择 c。 
(6) 中 不 产生 拒绝 ， 

A<—>b,B<—>c,C<—>a,D<——>d 

是 稳定 的 完美 婚姻 。 口 

在 延迟 认可 算法 中 ， 如 果 交 换 男 女 的 角色 ， 让 男士 按照 他 们 排列 的 优先 级 别 选择 女士 ， 那 么 
我 们 得 到 一 个 稳定 的 完美 婚姻 ， 这 一 婚姻 可 能 不 同 于 证 女士 选择 男士 所 得 到 的 稳定 完美 婚姻 ， 
但 是 也 不 一 定 。 

例子 ”将 延迟 认可 算法 用 于 式 〈9. 6) 中 的 优先 排名 矩阵 ， 其 中 男士 选择 女士 。 结 果 如 下 : 

(1) a 选择 C， 5 选择 A，c 选择 B，d 选择 A; A 拒绝 d。 

(2) 4 选择 B; B 拒 绝 d。 

(3) dq 选择 DD。 

完美 婚姻 





a<—>Cb=<—>A,c<—>B,d<—>D 
是 稳定 的 。 这 是 以 相反 的 方式 利用 该 算法 所 得 到 的 相同 的 完美 婚姻 。 

例子 ”把 延迟 认可 算法 用 于 式 (9. 5) 中 的 优先 排名 矩阵 ， 其 中 男士 选择 女士 。 结 果 如 下 ; 

(1) a 选择 B,，b 选择 C，c 选择 A。 

因为 不 存在 拒绝 ， 因 此 所 得 的 稳定 的 完美 婚姻 是 

a<—>B,b<—>C,c<—»A 
这 不 辣 于 以 相反 的 方式 应 用 该 算法 得 到 的 完美 婚姻 。 口 

在 一 个 稳定 的 完美 婚姻 中 ， 如 果 一 位 女士 得 到 的 配偶 在 其 排序 列表 中 的 排名 与 她 在 其 他 稳 
定 完美 婚姻 得 到 的 配偶 排名 相同 或 更 高 ， 那 么 ， 这 个 稳定 的 完美 婚姻 叫做 对 该 女士 是 最 优 的 。 
换 名 话说， 不 存在 这 样 的 稳定 完美 婚姻 ， 使 得 这 位 女士 得 到 的 配偶 在 她 的 列表 中 排名 更 高 。 如 
果 一 个 稳定 的 完美 婚姻 对 每 一 位 女士 都 是 最 优 的 ， 则 称 该 完美 婚姻 是 女士 最 优 的 。 我 们 用 类 似 
的 方法 定义 男士 最 优 的 稳定 完美 婚姻 。 然 而 ， 女 士 最 优 和 男士 最 优 的 稳定 完美 婚姻 的 存在 却 不 
是 显然 的 。 事 实 上， 如 果 每 一 位 女士 独立 地 得 到 所 有 稳定 完美 婚姻 中 最 好 的 伴侣 ， 这 时 是 否 导 
致 一 次 男女 配对 也 不 是 显然 的 〈 可 以 想象 用 这 种 方法 的 结果 有 可 能 会 导致 两 位 女士 得 到 相同 的 
男士 ) 。 显 然 ， 只 可 能 存在 一 种 女士 最 优 的 完美 婚姻 和 一 种 男士 最 优 的 完美 婚姻 。 

定理 9. 3.2 ”通过 延迟 认可 算法 ， 用 女士 选择 男士 得 到 的 稳定 完美 婚姻 是 女士 最 优 的 。 如 果 
在 延迟 认可 算法 中 男士 选择 女士 ， 则 所 得 完美 婚姻 是 男士 最 优 的 。 

证 明 如 果 存 在 某 个 稳定 完美 婚姻 ， 男 士 M 是 女士 W 的 配偶 ， 则 称 男士 M 对 女士 W 是 
合适 的 《〈feasible) 。 我 们 将 通过 归纳 法 证 明 ， 使 用 延迟 认可 算法 所 得 到 的 完美 婚姻 具有 这 样 
的 性 质 : 拒绝 了 特定 女士 的 那些 男士 对 该 女士 都 是 不 合适 的 。 由 于 算法 的 这 一 性 质 ， 这 意味 
着 每 一 位 女士 得 到 对 她 合适 的 所 有 男士 中 排名 最 高 的 男士 作为 配偶 ， 从 而 这 个 完美 婚姻 是 女 
士 最 优 的 。 

归纳 法 是 对 算法 的 轮 数 进 行 的 。 为 开始 进行 归纳 ， 我 们 证 明 在 第 一 轮 的 末尾 没有 女士 被 对 
她 合适 的 男士 拒绝 。 设 女士 A 和 B 都 选择 了 男士 wa， 而 4“ 拒绝 4A 偏向 B。 此 时 任何 使 A 与 a 配对 
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的 完美 婚姻 都 不 是 稳定 的 ， 因 为 a 偏爱 B， 且 B 和 与 其 实际 上 配对 的 任何 男士 比较 都 更 偏爱 4。 

现在 继续 归纳 ， 并 假设 在 某 A 之 1 轮 终了 时 没有 女士 被 对 她 合适 的 男士 所 拒绝 。 假 设 在 第 
A 十 1 轮 终 了 时 男士 a 拒绝 了 女士 A 而 偏向 女士 B。 则 B 在 所 有 至 今 还 没有 拒绝 她 的 男士 当中 最 
喜欢 <。 根 据 归纳 假设 ， 在 已 经 拒绝 B 的 男士 当中 没有 哪 位 男士 在 前 8 轮 中 适合 B， 所 以 B 与 其 
中 某 位 男士 结合 的 完美 婚姻 不 是 稳定 的 。 因此， 在 任何 稳定 婚姻 中 ， 与 B 配对 的 男士 ,他 在 她 
的 列表 中 的 排序 不 会 高 过 a。 

现在 ,假设 存在 一 个 稳定 的 完美 婚姻 ， 其 中 A 与 a 结合 。 那 么 , a 较 之 A 更 喜欢 B， 而 且 由 
上 段 最 后 的 结论 ，B 较 之 与 她 配对 的 任何 人 都 更 喜欢 4a。 这 个 结论 与 这 个 婚姻 是 稳定 的 相 予 盾 。 
至 此 ， 归 纳 步 又 完成 ， 我 们 得 出 结论 说 由 延迟 认可 算法 而 得 到 的 稳定 完美 婚姻 是 女士 最 优 的 。 口 

现在 ， 我 们 证 明 在 女士 优先 完美 婚姻 中 ， 每 一 位 男士 的 伴侣 比 他 在 任何 稳定 完美 婚姻 中 的 
伴侣 都 差 。 

推论 9. 3.3 在 女士 最 优 的 稳定 完美 婚姻 中 ， 每 一 位 男士 与 一 位 他 在 稳定 完美 婚姻 中 所 有 对 
他 合适 的 伴侣 中 排名 最 低 的 女士 结合 。 

证 明 设 男士 < 与 女士 A 在 女士 最 优 稳定 完美 婚姻 中 配对 。 根 据 定理 9. 3. 2， 对 于 在 稳定 完 
美 婚姻 中 对 她 合适 的 所 有 男士 来 说 ，A 更 偏爱 a。 假 设 有 一 稳定 完美 婚姻 ，4a 与 女士 B 配对 ， 其 
中 a 把 B 排列 A 的 后 面 。 在 这 个 稳定 婚姻 中 ，A 与 男 外 一 位 a 之 外 的 某 男 士 5 配对 ， 而 这 位 男士 
排序 低 于 4。 但 此 时 A 更 偏爱 a， 目 a 更 偏爱 4， 从 而 该 完美 婚姻 不 稳定 ， 与 假设 矛盾 。 因 此 ， 
不 存在 稳定 的 完美 婚姻 使 得 “ 得 到 比 A 更 差 的 伴侣 。 口 

假设 男士 最 优 和 女士 最 优 稳定 完美 婚姻 是 相同 的 。 则 由 推论 9. 3. 3 可 知 ， 在 女士 最 优 完 
美 婚姻 中 ， 每 一 位 男士 的 配偶 在 所 有 稳定 完美 婚姻 中 既是 最 好 的 又 是 最 差 的 伴侣 《类 似 的 结 
论 对 女士 同样 成 立 ) 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 人 恰好 存在 一 个 稳定 的 完美 婚姻 。 当 然 ， 反 过 来 
也 成 立 : 如 果 存 在 唯一 的 稳定 完美 婚姻 ， 那 么 男士 最 优 和 女士 最 优 稳定 完美 婚姻 是 同一 个 完 
美 婚姻 。 

自 1952 年 以 来 ， 延 迟 认 可 算法 就 一 直 用 于 匹配 美国 的 居民 区 和 医院 。 我 们 可 以 把 医院 当 
作 是 女士 而 把 居民 区 看 作 是 男士 。 但 是 ， 由 于 现在 一 所 医院 一 般 坐 落 于 若干 居民 区 ， 因 此 允许 一 
位 女士 可 以 有 多 个 配偶 的 一 妻 多 夫 制 。 

我 们 用 类 似 问 题 的 讨论 来 结束 本 节 ， 这 时 ， 不 再 保证 稳定 婚姻 存在 。 

例子 ”假设 偶数 2” 个 姑娘 想 要 配对 作为 同室 室友 。 每 一 个 姑娘 将 其 她 姑娘 排 成 偏爱 顺序 1， 
2，…，2n 一 1。 在 这 种 情况 下 的 完美 婚姻 是 把 这 些 寻 娘 配 成 4 对。 如 果 存 在 两 个 姑娘 ， 她 们 不 是 
室友 但 较 之 当前 的 室友 更 偏爱 对 方 ， 那 么 这 个 完美 婚姻 是 不 稳定 的 。 如 果 完 美 婚姻 不 是 不 稳定 
的 ， 那么 它 就 是 稳定 的 。 稳 定 的 完美 婚姻 总 是 存在 的 吗 ? 

考虑 4 个 姑娘 A，B，C，D 的 情况 ,其 中 A 将 B 排 在 第 一 ，B 将 C 排 在 第 一 ,，C 将 A 排 
在 第 一 ， 而 且 A，B,，C 都 把 口 排 在 最 后 。 此 时 ， 不 论 其 余 次 序 怎样 排 ， 都 不 存在 稳定 的 完 
美 婚姻 ， 如 下 述 论 证 所 示 。 设 A 和 DD 是 室友 。 则 B 和 C 也 是 室友 。 但 是 C 更 偏爱 A 而 不 是 
B， 由 于 A 将 品 排 在 最 后 ，A 更 偏爱 C 而 不 是 D。 因此， 该 完美 婚姻 是 不 稳定 的 。 如 果 B 和 
DD 是 室友 或 C 和 DD 是 室友 ， 则 类 似 的 结论 仍然 成 立 。 由 于 D 有 一 个 室友 ， 因 此 不 存在 稳定 
的 完美 婚姻 。 口 


9.4 练习 题 
1. 考虑 如 图 9-4 所 示 带 有 禁止 落 子 位 置 的 棋盘 B。 构 造 这 个 棋盘 的 【1，2，3，4，5，6} 的 子 集 族 A 一 








日 这 一 方法 也 用 于 把 学 生 与 大 学 匹配 ， 等 等 。 
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9. 


10. 


11. 


12. 


* 13. 


14. 


15. 


. 考虑 图 9-4 中 的 棋盘 B 中 匹配 给 白 格 的 黑 格 的 子 集 的 多 米 诺 骨 牌 族 A。 
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(Al1，A;，A3，A，A;，As)。 在 这 张 棋 盘 上 为 6 个 非 攻击 型 车 寻找 6 个 位 置 ， 并 求 出 4 的 相对 应 
的 SDR。 












































《认为 左上 角 的 这 个 方 格 是 白色 。) 确定 这 张 棋盘 的 一 个 完美 覆盖 以 及 [一 TT 
相应 的 A 的 SDR。 - | 十 - 

. 给 出 一 个 集合 族 4 的 例子 ， 它 不 是 任何 棋盘 的 多 米 诺 骨 牌 族 。 wx 

. 考虑 mXn 棋盘 ， 其 中 mw 和 "都 是 奇数 。 这 张 棋盘 中 一 种 颜色 比 男 外 一 种 六 
颜色 多 一 个 方 格 ， 比 如 说 ， 黑 色 比 白色 多 一 个 格 。 证 明 如 果 在 这 张 棋盘 上 [一 | -一 - 
正好 有 一 个 黑 格 是 禁止 格 ， 那 么 这 张 棋 盘 有 和 多米诺 骨牌 的 完美 覆盖 。 

. 考虑 mXn 棋 盘 ， 其 中 m 和 n 至 少 有 一 个 是 偶数 。 这 张 棋盘 黑白 格 数 图 9-4 


量 相等 。 证 明 如 果 mm 和 至 少 是 2， 而 且 如 果 正 好 一 个 白 格 和 一 个 黑 
格 是 禁止 格 ， 那么 最 终 的 棋盘 有 和 多米诺 骨牌 的 完美 禾 盖 。 


. 一 家 公司 有 7 个 工作 空缺 hy，x%，…，y 和 10 位 申请 人 五 ， 浆 ，…，2zo。 每 位 申请 人 有 资格 从 事 的 空缺 工 


作 的 集合 分 别 是 {%s 2，y Ye), {%» Ves »}， {%, 4}, (yn， 站 》， 《36， 力 ) {%), (为 ， 3 {yi, 3)s 
{yxy}，{y)。 确 定 能 够 被 有 资格 的 申请 人 填补 的 空缺 的 最 大 数目 ， 并 证 明 你 答案 的 正确 性 。 


. 设 A= (Ai， As， A;， A:， As:， Ai )， 其 中 


人 一 {asb,c}, A, 一 {aypycydye)， As 一 (ap ， 
太一 {b,c}, As 一 {a}，, As 一 {asc,e} 
族 4 有 SDR 吗 ? 如 果 没 有 ， 族 中 有 SDR 的 集合 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 


。 设 A 二 (Ai， AAA As, As), 其 中 


Ail= {1,2}, A: = {2,3}，A; = {3,4}, 

4 一 (4,5}，As 二 {5,6}， Ase 二 (6,1) 
确定 A 拥有 的 不 同 SDR 的 个 数 。 把 这 个 结论 推广 到 个 集合 的 情况 。 
设 A 二 (A1，As，…，A,) 是 有 SDR 的 集合 族 。 设 x 是 Al 的 元 素 。 证 明 : 存在 含有 的 SDR， 并 通过 
例子 证 明 可 能 找 不 出 使 得 x 代表 A 的 SDR。 
设 A 二 (A!，Az，…，A,) 是 “过 于 满足 ”婚姻 条 件 的 集合 的 族 。 更 准确 地 说 ， 设 

[As UA, UUA,|>k+1 

对 每 一 个 二 1，2，…，n 和 个 不 同 的 指标 ii ，i, ，…，i 的 每 一 种 选择 成 立 。 设 + 是 Al1 的 一 个 元 
素 。 证 明 ; A 有 SDR， 其 中 z 代 表 Al。 
设 n>1, 并 设 A==(A1，As，…，A,) 为 {1，2,，，…，n}) 的 子 集 族 ， 其 中 

A;= {1,2 ,nN} CO— {i (i= 1,2,.%,n) 
证 明 ; .4 有 SDR 并 且 SDR 的 个 数 为 第 ”个 错位 排列 数 D, 。 
考虑 带 有 禁止 落 子 位 置 的 棋盘 ， 它 具有 如 下 性 质 : 如 果 一 个 方 格 是 禁止 沙子 位 置 ， 那 么 这 个 方 格 
所 在 行 中 它 右边 的 每 一 个 方 格 都 是 禁止 位 置 ， 而 且 它 所 在 列 中 它 下 方 的 每 一 个 方 格 也 是 禁止 位 
置 。 证 明 该 棋盘 有 多 米 诺 骨 牌 的 完美 覆盖 当 且 仅 当 允许 落 子 的 白 方 格 的 个 数 等 于 允许 落 子 的 黑 方 
格 的 个 数 。 
设 A 是 有 列 的 和 矩阵， 其 项 是 取 自 集合 S 一 {1，2, …, 上 k&} 的 整数 。 设 在 S 中 每 个 整数 i 恰好 在 4 中 
出 现 nri 次 ， 其 中 ,xz; 为 一 整数 。 证 明 : 能 够 排列 A 的 每 一 行 上 的 项 得 到 和 矩阵 B， 在 这 个 矩阵 中 S 
的 每 一 个 整数 i 在 每 一 列 中 出 现 r; 次 。 
设 A 二 (Al，As，…，An〉 是 集合 Y 一 {yy ，y: ，-…，ys) 的 子 集 族 。 假 设 存在 正 整数 使 得 4 的 每 一 个 
集合 至 少 包含 如 个 元 素 ， 而 Y 中 的 每 一 个 元 素 至 多 包含 在 A 的 p 个 集合 中 。 通 过 使 用 两 种 不 同 的 计数 
方法 来 证 明 "之 m。 
设 pp 是正 整数 ， 并 设 4=(A!1，As，…，A,) 是 nn 元 素 集 合 Y 二 {y，y2，…. ys) 的 nn 个子 集 的 族 。 假 





OO E.Kramer, S. Magliveras, T. van Trung, and Q. Wu, Some Perpendicular Arrays {or Arbitrary Large 1t, Dis- 
crete Math, 96 (1991), 101-110, 
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设 4 中 每 一 个 集合 A; 恰好 包含 Y 中 的 p 个 元 素 ， 而且 Y 中 的 每 一 个 元 素 y; 恰好 在 A 的 p 个 集合 中 。 证 
明 .4 有 SDR。 用 一 张 带 有 禁止 位 置 棋 盘 上 的 非 攻击 型 车 重 述 这 个 问题 。 

. 寻找 其 两 个 完美 婚姻 都 稳定 的 2X2 优先 排名 矩阵 。 

. 考虑 这 样 的 优先 排名 矩阵 ， 其 中 女士 A 把 男士 a 排 在 第 一 位 ， 男 士 a 将 A 排 在 第 一 位 。 证 明 在 每 一 个 
稳定 婚姻 中 A 都 与 a 配对 。 


. 考虑 下 面 这 个 优先 排名 和 矩阵 
ln 2n—1 3 一 2 … nsl 
nsl l,n Zn—1 … nl1,2 
n—1,2 ns,l1 ln 一 223 
3 一 2 41 一 3 5 一 4 2 一 1 
2,7 一 1 3 一 2 4:72 一 3 … l,n 





证 明 : 对 每 一 个 上 二 1，2，…，n， 使 每 一 位 女士 得 到 她 的 第 个 选择 的 完美 婚姻 是 稳定 的 。 
. 使 用 延迟 认可 算法 求 得 下 面 优先 排名 和 矩阵 的 女士 最 优 和 男士 最 优 的 稳定 完美 婚姻 。 
a b C ad 

ATl,3 2,3 3,2 4,3 

BI1,4 4,1 3,3 2,2 

C|2,2 1,4 3,4 4,1 

Di4,l] 2.2 3, 1 1,4 
对 于 这 个 给 定 的 优先 排名 矩阵 推断 只 存在 一 个 稳定 的 完美 婚姻 。 
. 证 明 : 在 每 次 将 延迟 认可 算法 应 用 于 ”位 女士 和 ?位 男士 时 ， 至 多 存在 妈 一 * 十 1 种 求婚 方案 。 
. 将 延迟 认可 算法 扩展 到 男士 多 于 女士 的 情形 。 在 这 样 的 情形 下 ， 不 是 所 有 的 男士 都 能 得 到 伴侣 。 339 
. 利用 练习 题 19 证 明 ， 有 可 能 在 完美 婚姻 中 没有 人 得 到 其 第 一 选择 。 


3. 应 用 延迟 认可 算法 得 出 下 面 优先 排名 矩阵 的 稳定 完美 婚姻 。 


a b C d 
1,3 2,2 3,] 4,3 
1,4 2,3 3,2 4,4 
3,1 1,4 2,3 4,2 
DL2,2 3,1 1,4 4,1 
- 考虑 wnXn 棋盘 ， 在 其 上 第 i 行 第 j 列 (1<i，j<<n) 的 方 格 内 有 一 个 非 负 数 w 。 设 每 一 行 和 每 一 列 上 的 数 的 
和 等 于 1。 证明; 我 们 可 以 把 = 个 非 攻击 型 车 放 到 棋盘 被 正 数 所 占据 的 位 置 上 。 
. 运用 延迟 认可 算法 得 到 下 面 优 先 排名 和 矩阵 的 一 个 稳定 婚姻 ， 
1,4 2,3 3,6 4,2 5,5 6,1 
3,1 5,2 6,5 2,6 1,3 4,4 
5,5 3,6 6,1] 4,4 2,2 1,3 
6,6 5,5 4,4 3,3 2,1 1,2 
1,3 3,] 5,2 2,5 4,4 6,6 
4,2 5,4 6,3 1,1 2,6 3,4 
其 中 行 对 应 于 A，B，C，D，E，F， 而 列 对 应 于 a, 6b, c,d, e, f。 340 


OR 
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组 合 设 计 





组 合 设计 ， 简 称 设计 ， 是 将 集合 的 元 素 分 成 满足 某 些 性 质 的 子 集 的 一 种 布局 方法 。 这 是 非常 
一 般 的 定义 ， 它 包含 大 量 的 组 合 学 理论 。 第 1 章 介绍 的 许多 例子 都 可 以 看 成 组 合 设计 :(1) 有 禁 
止 位 置 棋盘 的 多 米 诺 骨 牌 完 美 覆盖 ， 其 中 ， 我 们 把 允许 放 子 的 方 格 排 成 对 ， 使 每 一 对 方 格 可 以 被 
一 张 多 米 诺 骨 牌 覆盖 ; (2) 幻 方 其中， 我们 把 1 到 wr 的 整数 排 成 4 行列 的 数组 ， 使 某 些 和 
相等 ; (3) 拉丁 方 ， 其 中 ,我 们 把 1 到 的 整数 排 成 4 行列 的 数组 ， 使 每 一 个 整数 都 在 每 一 行 
出 现 一 次 同时 在 每 一 列 出 现 一 次 。 本 章 将 更 彻底 地 讨论 第 1 章 扼要 介绍 的 拉丁 方 和 正 交 性 概念 。 

组 合 设计 领域 已 得 到 高 度 发 展 ， 但 仍然 有 许多 有 趣 和 基础 性 的 问题 还 没有 解决 。 许 多 结构 
设计 的 方法 仍然 依赖 于 被 称 为 有 限 域 的 代数 结构 以 及 更 一 般 的 算术 体系 。 在 10. 1 节 ， 我 们 大 致 
介绍 一 下 这 些 “ 有 限 算 术 ”， 它 们 主要 涉及 的 是 模 算术 。 我 们 的 讨论 不 追求 面面俱到 ,但 是 应 足 
以 使 得 在 这 些 体系 内 能 方便 地 做 这 些 算术 。 


10. 1 模 运 算 


设 Z 表 示 整 数 的 集合 ， 
(一 2 一 1,0,1, 2 

并 设 十 和 义 表示 通常 的 整数 加 法 和 乘法 。 之 所 以 如 此 谨慎 地 指出 通常 加 法 和 乘法 的 记号 在 于 ， 
我 们 即将 引入 整数 集 Z 的 某 些 子 集 上 的 新 的 加 法 和 乘法 ， 而 不 希望 读者 把 它们 与 通常 的 加 法 和 

设 ” 是 满足 "之 2 的 正 整 数 ， 设 

2 一 (0, 1 一 1) 

是 小 于 的 非 负 整 数 集 。 我 们 可 以 把 Q. 中 的 整数 看 成 是 任意 整数 除 以 ”后 而 得 到 的 可 能 余数 : 

如 果 m 是 整数 ， 那 么 存在 唯一 的 整数 g( 商 ) 和 (余数 )， 使 得 

m= gqgXn+tr, 0 过 rn—l1 

记 住 上 面 的 定义 ,我 们 如 下 定义 集合 Z, 上 的 加 法 多 和 乘法 

对 于 Z; 的 任意 两 个 整数 a 和 5b，a 名 5 是 通常 的 和 a 十 5 除 以 n 后 所 得 的 《唯一 ) 余数 ， 而 
a Cb 则 是 通常 的 乘积 a Xb 除 以 n 后 所 得 的 唯一) 余数 。 

这 种 加 法 和 乘法 依赖 于 整数 ”的 选择 ， 我 们 本 应 像 昌 , 和 的 , 这 样 记 之 ,但 是 这 样 的 记号 有 
些 麻烦 S 。 因 此 ， 我 们 只 是 告诫 读者 由 和 凶 依 赖 于 n， 并 且 称 之 为 mod n ( 模 n) 加 法 和 modn 
( 模 n) 来 法 ， 用 这 种 加 法 和 乘法 得 到 模 n 的 整数 系统 S 。 通 常用 于 表示 其 元 素 集合 的 相同 的 记号 
Z, 来 表示 模 n 整数 运算 系统 。 


昌 在 读者 熟悉 这 些 新 的 加 法 和 乘法 以 后 ， 就 要 用 通常 的 记号 十 和 XX 来 代替 记号 信和 的 ， 并 在 计算 前 冠 以 短语 : 它 
们 以 mod n 进行 。 

皇 mod 是 modulo 的 缩写 ， 意 为 关于 模 数 (一 个 量 ， 这 里 指 的 是 量 n)。 例 如 ， 为 了 计算 a@b， 先 进行 通常 的 乘法 
aXb， 然 后 为 得 到 Z, 中 的 整数 ， 从 exXz 减 去 ?的 足够 大 的 倍数 。 后 者 有 时 称 为 “ 模 掉 ”(modding out) >。 
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例子 ”最 简单 的 情形 是 "一 2。 我 们 有 逐 = 《0，1}， 而 模 2 的 加 法 和 乘法 由 下 表 给 出 : 


BI0o 1 Blo 1 
0lo 1 010 0 
1|1 0 1|0 1 


注意 , 除 1 田 1=0 外， 模 2 运算 就 像 通常 的 运算 。 这 是 因为 1 十 1 二 2 再 减 去 2 便 回 到 0 落 
人 2 














例子 ”整数 模 3 的 加 法 和 乘法 计算 表 是 : 





Bo 1 
0 0 1 
1 1 2 
2 2 0 





王宫 | 


PD 
0 
1 
2 


co OO OIlID 
DD 一 | 一 
~ MV Ov 














特别 地 ，2632= 二 1， 因 为 2X2 二 4 而 4 二 1X3 十 1。 
例子 ” 模 6 整数 系统 的 加 法 和 乘法 的 某 些 实例 如 下 : 

















4 只 5=3 
2D3=5 
2 四 2 一 4 
3@5=3 
3®@2=0 
5@5=1 











正如 这 些 例子 所 展示 的 那样 ， 有 时 候 模 ”的 加 法 或 乘法 像 通 常 的 加 法 或 乘法 〈 这 发 生 在 通常 
的 运算 结果 为 Z, 中 的 整数 的 时 候 ) 。 另 外 一 些 时 候 ， 模 ”的 加 法 或 乘法 则 明显 不 同 于 通常 的 加 法 
和 乘法 ， 其 结果 看 起 来 相当 奇怪 。 如 上 例 所 显示 的 ， 在 模 6 整数 下 ， 有 5695 二 1， 它 指出 5 的 倒 
数 就 是 它 自己 ; 即 用 5 乘 得 到 1 的 数 就 是 5 本 身 ! 在 模 6 整数 下 ， 还 有 3C92 王 0， 它 至 少 提醒 我 
们 要 小 心 ， 因 为 在 通常 的 乘法 下 ， 两 个 非 零 的 数 相 乘 绝 不 会 得 出 0。 

在 继续 讨论 之 前 ， 我 们 回忆 一 下 在 模 整数 体系 之 下 ， 算术 和 代数 的 一 些 基本 概念 。 首 先 ， 
我 们 观察 2 到 ， 模 ”的 加 法 和 乘法 满足 通常 的 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 。 乙 中 的 整数 a 的 加 法 并 
元 (additive inverse) 是 ZZ, 中 使 < 四 5 一 0 的 整数 bp。 存 在 a 的 加 法 逆 元 :如果 a 二 0， 则 其 道 元 为 
0; 如 果 a 隆 0， 那么 ，n 一 a 在 1 和 一 1 之 间 ， 从 而 nn 一 a 是 a 的 加 法 逆 元 ， 这 是 因为 

a 十 (n 一 a) = 二 n= 二 1]Xn 十 0 意味 着 a 名 (n 一 a)= 二 0 

在 各 种 情况 下 ， 加 法 道 元 都 是 唯一 确定 的 。 按 照 通 常 的 习惯 ，a 的 加 法 道 元 记 作 一 a, 但 是 
我 们 要 记 住 一 a 表示 ?的 是 {0，1，2，…，7? 一 1) 中 的 一 个 整数 。Z, 中 所 有 整数 都 有 加 法 逆 元 
表明 我 们 总 可 以 在 Z, 中 作 减 法 ， 这 是 因为 < 一 等 于 一 5 加 上 a: ab==a 四 (一 仿 。 

Z, 中 的 整数 < 的 乘法 递 元 (multiplicative inverse) 是 2Z, 中 满足 a 的 5 二 1 的 整数 5。 与 加 
法 道 元 不 同 的 是 不 存在 a 的 显然 的 乘法 逆 元 。 事 实 上 ， 某 些 非 零 的 a 可 能 没有 乘法 逆 元 ， 这 
并 不 奇怪 。 在 整数 系统 Z 中 ， 由 于 不 存在 整数 2 使 得 2Xpb 一 18， 因此， 整数 2 没有 乘法 逆 
元 。 实 际 上 ， 在 Z 中 有 乘法 逆 元 的 仅 有 的 整数 是 1 和 一 1。 按 照 通 常 的 习惯 ， 如 果 存 在 的 话 ， 





加 ”实际 上 ， 这 不 仅仅 是 观察 ， 如 果 不 觉 元 长 乏味 ， 验 证 这 些 性 质 成 立 是 一 些 初等 的 运算 。 观 察 这 个 词 的 含义 在 于 ， 
我 位 不想 为 检验 这 些 性 质 增添 麻烦 。 以 前 从 未 做 过 这 种 工作 的 学 生 恺 怕 至 少 要 验证 其 中 的 某 些 性 质 。 

名 ”假如 我 们 遵循 上 述 的 记号 ，a 的 加 法 逆 元 应 该 用 Gu 表示 。 

四 当然 ，2 在 有 理 数 系 中 有 一 个 乘法 送 元 ， 即 1/2， 但 1/2 不 是 整数 。 
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用 a 表示 Z 中 整数 a 的 乘法 逆 元 。 
例子 ”在 模 10 的 整数 中 ， 加 法 道 元 如 下 : 
0 一 0， 1 一 9, 一 2 一 8, 一 3 一 7, 一 4 一 6 
5 一 5, 一 9 一 1, 一 8 一 2, 一 7 一 3, 一 6 一 4 
注意 ， 我 们 得 到 一 种 特殊 的 情况 一 5 一 5， 但 要 记 住 ， 一 5 表示 Zu 中 的 整数 ， 将 其 加 到 5 上 
(mod 10) 结果 为 0， 而 5 确实 其 有 性 质 ，5 5 一 0。 还 要 注意 ， 如 果 一 a 二 5， 则 一 5 二 a; 换 句 话 
说 ， 一 (一 a) 一 a。 
通过 简单 地 验证 所 有 可 能 的 情况 ， 我 们 可 以 看 到 ，2。 中 乘法 逆 元 的 情况 如 下 : 
二 一 1 (1 的 乘法 道 元 总 是 1) 
3 一 7 (3®@7=1) 
7 一 3 (7®@3=1) 
91=9 (9@9=1) 
0，2，4，5，6 和 8 在 Zu 中 均 无 乘法 道 元 。 于 是 ， 在 Ze 中 4 个 整数 有 乘法 道 元 ， 而 另外 6 个 整 
数 没 有 乘法 道 元 。 口 
一 般 地 ，Z, 中 的 整数 可 能 有 也 可 能 没有 乘法 道 元 。 当 然 ， 因 为 对 Z, 中 所 有 的 5 都 有 0X2 一 
0， 所 以 0 不 可 能 有 乘法 道 元 。 定 理 10. 1. 2 刻画 了 2Z. 中 有 乘法 逆 元 的 那些 整数 的 特征 ， 当 这 一 
特征 条 件 满足 时 ， 定 理 证 明 就 给 出 了 求 乘法 逆 元 的 方法 。 这 个 方法 依赖 于 下 列 计算 两 个 正 整数 a 
和 6 的 最 大 公 因 数 《GCD) 的 简单 算法 。 


计算 a 和 b 的 GCD 算法 














令 A=a 和 B=b。 

当 A XB 隐 0 时 ,反复 做 下 列 操作 : 
如 果 A 宇 B， 则 用 A 一 B 替换 A; 
否则 ， 用 B 一 A 替换 B。 

令 GCD==B。 


用 语言 叙述 ， 该 算法 就 是 要 从 当前 的 A 和 B 中 的 大 数 减 去 小 数 ， 反 复 进行 ， 直到 A 和 B 中 
的 一 个 为 0 (为 0 的 将 是 A， 因 为 在 二 者 相同 的 情况 下 从 A 减 去 B)。 此 时 令 GCD 等 于 B 的 终 
值 。 在 下 面 引 理 中 ， 我 们 证 明 算法 会 终止 并 正确 算出 a 和 4 的 GCD。 

引 理 10. 1. 1 上 述 算 法 会 终止 并 正确 算出 a 和 6 的 GCD。 

证 明 我们 首先 观察 到 这 个 算法 的 确 在 A 的 值 等 于 0 时 终止 。 之 所 以 如 此 是 因为 A 和 B 总 
是 非 负 整数 ， 并 且 在 每 一 步 它们 当中 都 要 有 一 个 在 减少 。 因 为 当 A==B 时 ， 从 A 减 去 B， 因 此 ， 
在 B 成 为 0 之 前 ,A 将 达到 0 值 。 下 面 观察 到 ， 给 定 两 个 正 整数 m 和 n 且 m 宇 x, 我 们 有 

GCD{m,n} = GCD{m— n,n} 
这 是 因为 m 和 n 的 任 一 公 因 子 也 是 m 一 x 和 的 公 因 子 (如 果 p 能 整除 mx 及 n， 则 p 也 能 整除 它 
们 的 差 mr 一 n); 反 过 来 ，m 一 n 和 nn 的 任 一 公 因子 也 是 m 和 7 的 公 因 子 (如 果 p 能 整除 m 一 n 及 
n， 则 pp 也 能 整除 它们 的 和 《m 一 mn) 十 n= 二 m)。 因 此 ， 整 个 算法 中 虽然 A 和 B 的 值 在 变化 ,但 是 
它们 的 GCD 却 是 一 个 常数 4。 因 为 初始 值 为 A 二 a 和 B= 二 5， 因 此 4 就 是 a 和 6 的 GCD。 在 算法 
终止 时 有 A 二 0 和 召 >0。 因 为 两 个 整数 当 其 中 一 个 为 0， 而 另 一 个 为 正 时 ， 它 们 的 GCD 就 是 这 
个 正 整 数 ， 因 此 在 终止 时 a 和 5， 的 GCD 就 是 B 的 值 。 口 

这 个 GCD 算法 对 于 计算 两 个 非 负 整数 < 和 的 GCD 是 非常 简单 的 算法 ， 它 只 不 过 是 重复 进 
行 减法 。 正 如 在 下 个 例子 中 说 明 的 那样 ， 这 个 算法 的 一 个 推论 是 a 和 46 的 GCD 为 了， 可 以 写成 4 
和 已 的 整 系 数 的 线性 组 合 : 即 存 在 整数 工 和 y 满足 


d~=~axXz+i+bxXy 
例子 计算 48 和 126 的 GCD。 
我 们 应 用 该 算法 ， 并 用 下 面 的 表格 形式 给 出 其 结果 : 





我 们 得 到 48 和 126 的 GCD 为 召 的 终 值 4 一 6。 
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正如 上 面 例子 中 出 现 的 那样 ， 在 运用 这 个 算法 去 计算 两 个 正 整 数 ec 和 2 的 GCD 时 ， 如 果 连 
续 若干 次 用 B 减 去 A 或 者 连续 若干 次 用 A 减 去 B， 则 我 们 可 以 将 这 些 连续 的 步骤 合并 起 来 并 把 
它们 当 作 一 次 除法 来 处 理 S 。 当 使 用 该 算法 手 算 GCD 时 ， 一 般 以 这 种 方式 运用 该 算法 更 为 有 效 。 


计算 48 和 126 的 GCD 的 结果 见 下 表 。 













126 一 2X48 十 30 
48 一 1X30 十 18 
30 二 1X18 十 12 
18 王 1X12 十 6 
12 一 2X6 十 0 
d=6 


这 些 除法 最 后 的 非 零 余数 就 是 48 和 126 的 GCD d=6。 
现在 ， 我 们 使 用 上 表 中 的 等 式 把 6 写成 48 和 126 的 线性 组 合 : 
6 一 18 一 1X12 


6 一 18 一 1X(30 一 1X18) 一 2X18 一 1X30 
6 一 2X(48 一 1X30) 一 1X30 一 2X48 一 3X30 


6 一 2X48 一 3X(126 一 2X48) 一 8X48 一 3X126 


最 后 的 等 式 6 一 8X48 一 3X126 把 6 表示 为 48 和 126 的 线性 组 合 。 
接 下 来 ,我 们 阐述 如 何 确定 Z, 中 哪些 整数 具有 乘法 道 元 。 


口 


定理 10.1.2 设 n 是 整数 且 n 宇 2， 并 设 a 是 2, 二 {0，1,，…, n 一 1]} 中 的 非 零 整数 。 则 a 
在 Z, 中 有 乘法 北 元 当 且 仅 当 & 和 nn 的 最 大 公 因 数 (GCD) 是 1。 如 果 a 有 乘法 递 元 ， 则 这 个 逆 元 


是 唯一 的 。 


证 明 ”我们 首先 证 明 ，Z, 中 的 整数 a 最 多 有 一 个 乘法 道 元 。 利 用 我 们 已 经 指出 的 mod n 的 
加 法 和 乘法 的 法 则 ， 即 交换 律 和 结合 律 。 设 2 和 < 都 是 a 的 乘法 逆 元 ， 我 们 证 明 0 一 <。 这 时 ， 设 


a69b 二 1 和 ac 二 1。 于 是 
c@ (ec 四 由 一 c 四 1 一 





日 一 个 正 整数 被 另 一 个 正 整数 所 除 ， 最 终 就 是 连续 的 三 法 。 例 如 ， 当 用 5 除 23 时 得 到 商 4 和 余数 3。 这 可 以 被 表 
示 为 23 一 4X5 十 3， 它 的 含义 为 : 能 够 从 23 减 去 4 〈 且 不 能 再 多 ) 个 5 而 不 致 得 出 负 的 数 。 
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cHO(aBD)= (Ha) Bb=1@60=6b 
这 样 得 到 2 一 <c， 从 而 Z, 中 的 每 个 整数 a 最 多 有 一 个 乘法 逆 元 。 
下 面 证 明 ， 如 果 a 和 nn 的 GCD 不 是 1， 则 a 没有 乘法 逆 元 。 设 m 之 1 是 a 和 nn 的 GCD。 于 是 n/m 
为 Z, 中 的 非 零 整数 ， 因 为 aX (n/m) 是 的 一 个 倍数 《因为 在 a 中 存在 因子 m)， 因 此 ,我 们 有 
a (n/m)=0 
假设 存在 乘法 逆 元 < :。 此 时 ， 再 次 使 用 结合 律 ， 得 到 
a:l la n/m)=a' HO0=0 
alWaDB n/m)= BD) Dna/m = ln/m= n/m 
因此 ， 我 们 有 n/m 二 0， 但 由 于 1 志 n/m 过 n， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 因 此 a 没有 乘法 道 元 。 
最 后 ， 我 们 假设 4 和 的 GCD 是 1， 并 证 明 a 有 乘法 道 元 。 上述 GCD 算法 的 一 个 推论 是 : 
在 Z 中 存在 整数 x 和 y， 满 足 
axXzri+nxXy=1 (10. 1) 
整数 x 不 可 能 是 有 的 倍数 ， 否 则 上 述 方程 意味 着 1 是 n 的 倍数 ， 与 假设 x 宇 2 矛盾 。 因 此 工 被 
除 就 有 一 个 非 零 余 数 。 就 是 说 ， 存 在 整数 g 和 rr，1 志 rn 一 1， 满 足 
z= gqgXnt+r 
把 上 式 带 入 方程 (10. 1) ， 得 到 


347 aX(gXxXn+i+r)+nxXy=l1 


重 写 之 后 变 为 
aXr=1—(aXgiy Xn 
因此 ，aXr 与 1 相差 x 的 一 个 倍数 ， 从 而 
ar 一 1 
所 以 + 是 a 根据 已 经 证 明 的 结果 是 唯一 的 ) 在 Z 中 的 乘法 逆 元 。 口 
推论 10. 1.3 设 n 是 素数 。 则 Z, 中 每 一 个 非 堆 整数 都 有 乘法 北 元 。 

证 明 ”因为 ”是 素数 ， 因 此 ”与 1 到 ”一 1 间 的 任意 整数 a 的 GCD 都 是 1， 此 时 再 应 用 定 
理 10. 1. 2 即 可 完成 证 明 。 口 

通常 把 其 GCD 是 1 的 两 个 整数 叫做 是 互 素 的 《〈relatively prime)。 因 此 ， 由 定理 10. 1. 2 可 
知 ，Z, 中 有 乘法 道 元 的 整数 个 数 等 于 1 到 ”一 1 之 间 与 互 素 的 整数 的 个 数 。 

将 计算 两 个 数 的 GCD 的 算法 用 到 Z, 中 的 非 零 整数 a 和 本身， 我 们 就 得 到 一 个 算法 ， 这 个 
算法 可 以 确定 a 在 2Z, 中 是 否 存 在 乘法 逆 元 。 根 据 定理 10. 1.2，a 有 乘法 逆 元 当 且 仅 当 这 个 GCD 
等 于 1。 像 定理 10. 1. 2 的 证 明 中 那样 ， 我 们 可 以 使 用 这 个 算法 的 结果 确定 a 的 乘法 逆 元 。 我 们 将 
在 下 面 的 例子 中 叙述 这 种 方法 。 

例子 ”确定 11 是 否 在 Zu 中 有 乘法 道 元 ， 如 果 有 ， 计 算出 这 个 乘法 逆 元 。 

我 们 将 计算 GCD 的 算法 用 于 11 和 ?= 一 30， 并 把 结果 列 在 下 表 中 。 
















30==2X11+8 
11 二 1X8 二 3 
8 一 2X3 十 2 

3 一 1X2 十 1 
2 一 2X1 十 0 
d=1 











名” 对 于 那些 认为 算术 结合 律 没 有 什么 了 不 起 或 许 甚至 认为 有 些 讨厌 的 学 生 ， 现 在 已 经 看 到 它 的 两 个 重要 应 用 。 而 
且 还 有 更 多 的 应 用 会 出 现 ! 
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因此 ，11 和 30 的 GCD 为 4=1， 由 定理 10.1.2 可 知 ，11 在 Zw 中 有 乘法 逆 元 。 为 了 得 到 定 
理 10. 1. 2 的 证 明 中 形 如 《10. 1) 的 等 式 ， 我 们 如 下 使 用 上 表 中 的 等 式 : 
1= 3 一 1X2 
1 一 3 一 1X(8--2X3) 一 3X3 一 1X8 
1 一 3X(11 一 1X8) 一 1X8 一 3X1l 一 4X8 
=3X11—4X(30—2x11)=11x11—4x30 348 
最 后 的 等 式 把 GCD 1 表示 成 11 和 30 的 线性 组 合 ， 即 
1= 11X11—4X30 
它 告诉 我 们 ， 在 Zo 中 ， 
1=11@11 
从 而 
1171=11 
当然 ， 在 知道 11 存在 逆 元 的 事实 后 ,我 们 可 以 验证 11 X11=121,， 而 121 被 30 所 除 余数 
为 1。 口 
例子 求 16 在 Zs 中 的 乘法 逆 元 。 
我 们 把 计算 过 程 列 在 下 表 中 : 


45 二 2X16 十 13 
16 一 1X13 十 3 
13 一 4X3 十 1 
3 一 3X1 十 0 
d=1 





注意 ,与 计算 GCD 的 算法 规则 不 同 ， 我 们 让 B 等 于 0。 之 前 这 样 建 立 算法 的 原因 是 为 了 
(使 计算 机 程序 ) 知道 到 哪里 去 寻找 GCD。 但 是 ， 如 果 用 手工 计算 ， 那么 既 可 以 使 A 等 于 0 也 可 
以 使 B 等 于 0 (从 而 选择 另 一 个 数 作为 GCD) 。 

因为 GCD 是 1， 因 此 我 们 断定 16 在 Zi; 中 有 乘法 逆 元 。 最 终 的 等 式 满足 : 

1= 13—4X3 
l= 13—4X(16—1xX13)=5X13—4X16 
l= 5X(45—2X16)—4X16=5X45—14X16 
得 到 在 Zs 中 16 :一 一 14 一 31。 口 

设 4 是 素数。 由 推论 10. 1. 3， 在 Z, 中 每 个 非 零 整数 都 有 乘法 逆 元 。 这 意味 着 不 仅 能 够 在 Z, 

中 进行 如、 减 、 乘 ， 还 能 够 用 Z, 中 的 非 零 整数 去 作 除 法 : 
ap 一 4XP (0 天 0) 
此 外 ， 乘 法 逆 元 意味 着 如 果 ”是 素数 ， 则 下 列 性 质 在 Z, 中 成 立 : 349 

(1) (消去 法 则 1) a69b=0 蕴涵 4 二 0 或 5=0。 

[如 果 天 0 则 用 a 相 乘 ， 得 到 

0 一 4@(aOIM (oO 一 1 一品 

(2) (消去 法 则 2) a63b 二 aOOc，a 冯 0 蕴涵 0 一 c。 

[我 们 应 用 消去 法 则 1 于 a6 一 c) 二 0 即 可 。] 

(3) (线性 方程 组 的 解 ) 如果 a 隆 0， 则 方程 

a@r=b 
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有 唯一 的 解 zx 一 cr-1Co20。 
[用 a ! 乘 以 方程 ， 再 使 用 结合 律 证 明 仅 有 的 可 能 解 是 z= 二 a 12， 那么 将 + 一 a 312 代入 方 
程 ， 我 们 看 到 
4 内 (al 网 有 一 (o1 风 oa 网 5 一 1 内 0 一 旬 
我 们 得 到 的 结论 是 ， 如 果 ?是 素数 ， 那 么 在 实数 或 有 理 数 运算 系统 中 我 们 习惯 于 认为 理 所 
当然 的 法 则 对 于 Z 也 成 立 。 如 果 不 是 素数 ， 则 正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 许 多 但 不 是 所 有 的 法 
则 仍然 在 乙 中 成 立 。 例 如 ， 如 果 m 有 非 平 几 分 解 n 二 aX6b(1 过 a，b<<n)， 那 么 在 Z, 中 ap 一 0， 


-4 和 都 没有 苹 法 逆 元 。 这 些 运算 系统 的 特殊 之 处 在 于 它们 都 只 有 有 限 多 个 元 素 (不同 于 有 理 


数 、 实 数 和 复数 的 无 限 多 元 素 )。 

现在 ， 我们 停止 使 用 mod n 加 法 和 乘法 的 麻烦 记号 由 和 @O， 而 是 相应 地 改 用 十 和 X 。 

然而 ， 还 是 存在 其 他 方法 得 到 满足 我 们 习惯 的 一 些 运算 法 则 的 有 限 算术 系统 。 这 些 与 n 为 素 
数 时 的 Z, 类 似 的 系统 称 为 域 〈field)2 。 方 法 则 是 从 实数 得 到 复数 的 方法 的 扩展 ， 将 其 概括 如 下 : 

回想 一 下 ， 多 项 式 之 十 1 (具有 实 系数 ) 在 实数 系 中 没有 根 ? 。 复 数 通常 由 实数 “添加 ” 
妇 2 十 1 一 0 的 一 个 根 而 得 到 ， 这 个 根 通 常 记 为 i。 复数 系 由 所 有 形 如 a 十 bi 的 数组 成 ， 其 中 a 和。 
是 实数 ， 此 时 通常 的 运算 法 则 成 立 ， 并 且 许 十 1 二 0， 即 了 二 一 1。 例 如 ， 

(2 十 3D) X (4 二 8 十 2i 十 12i 十 3 二 8 十 14i 一 3 二 5 十 14i 

对 于 每 一 个 素数 p 和 整数 上 之 2， 用 添加 元 素 这 种 方法 可 以 从 域 Z, 出 发 构造 出 具有 p* 个 元 
素 的 域 。 我 们 通过 分 别 构造 有 4 个 和 27 个 元 素 的 域 来 具体 说 明 这 种 方法 。 

例子 〈 构 造 有 4 个 元 素 的 域 ) 从 Zs 及 以 Zi 的 元 素 为 系数 的 多 项 式 妇 十 z 十 1 开始 。 这 个 
多 项 式 仅 可 能 取 的 两 个 值 是 0 和 1, 而 0 十 0 十 1 二 1 和 二 十 1 十 1 二 1， 因此， 它 在 2 中 没有 根 。 
因为 这 个 多 项 式 是 二 次 的 ， 所 以 断定 它 不 能 以 任何 非 平凡 的 方式 被 分 解 。 我 们 把 该 多 项 式 的 一 
个 根 但 加 到 Zs 中 去 ， 得 到 让 十 i 十 1 二 0， 或 等 价 地 ， 




















一 一 i 一 1=i+l 
(回忆 在 Zs 中 我 们 有 一 1 王 1) 所 得 的 域 中 的 元 素 是 4 个 元 素 
{0,1,ib1 十 二 
其 加 法 表 和 乘法 表 给 出 如 下 : - 
十 0 1 i 1+i 
0 0 1 1 1l+i 
1 ] 0 1 二 i 1 
i i 1 十 i 0 1 
1+i 1 十 i i 1 0 
xX 0 1 i 1 十 i 
0 0 0 0 0 
1 0 1 i 1 十 i 
1 0 i 1+i 1 
1 十 ; 0 1+i 1 i 











日” 使 运算 系统 成 为 域 而 必须 满足 的 那些 性 质 可 以 在 大 多 数 抽象 代数 书 中 找到 。 

加 ”因为 实数 的 平方 不 可 能 是 一 1。 这 就 指出 ， 这 并 不 是 我 们 通常 使 用 的 算 律 之 一 。 例 如 , 在 Zi 中 有 2 一 4 一 一 1; 
事实 上 ， 在 这 里 ， 负 数 的 概念 不 重要 ， 因 为 一 1 一 4， 一 2 二 3， 一 3 二 2 而 一 4 一 1。 不 应 该 把 加 法 道 元 看 作 是 负数 ! 

引 为 了 强调 与 复数 的 类 似 ， 我们 用 i 作为 这 个 根 的 符号 。 这 里 让 一 一 1 并 不 成 立 。 
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这 样 ， 因 为 1iX(CLTi) 一 i 寺 这 一 i 十 《1 十 D) 一 1， 因 此 记 : 一 1 十 i。 口 
例子 (构造 有 3 二 27 个 元 素 的 域 从 mod 3 的 整数 集 Z, 一 {0，1，2} 开始 。 寻 找 一 个 系 
数 在 Z, 中 且 不 能 用 非 平凡 的 方法 分 解 的 3 次 多 项 式 。 一 个 3 次 多 项 式 有 这 种 性 质 当 且 仅 当 它 在 
Z 中 没有 根 ? 。 多 项 式 之 十 2z 十 1 的 系数 在 Z 中 但 在 2 中 没有 根 〈 只 需 验证 Z 中 的 3 个 元 素 
0，1 和 2 即 可 )。 于 是 ， 我 们 把 这 个 方程 的 一 个 根 i 添加 进来 ， 得 至 十 2i 十 1 二 0， 或 等 价 地 ， 
下 一 一 1 一 站 一 2 十 i 
(回忆 在 2 中 我 们 有 一 1 一 2 和 一 2 一 1。) 现在 使 用 通常 的 运算 法 则 ， 不 过 ， 只 要 有 出 现 就 用 
2 十 i 代替 它 。 所 得 到 的 域 是 27 个 元 素 的 集合 
{a 十 太 十 ca 和 c 在 QZ 中 } 
因为 有 27 个 元 素 ， 要 把 加 法 表 和 乘法 表 都 写 出 来 就 不 再 现实 了 。 但 是 ,我们 可 以 叙述 该 系统 中 
的 某 些 运算 如 下 : 
(2 十 i 十 2) 十 民 十 i 十 放 )== (2 十 DD 十 民 十 Di 十 (2 十 DY ==0 十 2i 十 0? 一 2i 
(1 二 (2+¥Y)= 1X2 二 ?二 2i 十 1X 二 1 十 
(1 十 22)(1 十 i 十 22) 一 1 十 i 士 22 十 2 十 28 十 2X2i 
1 十 i 十 2 十 2 十 2(2 十 这 十 (人 Xi) 
二 1 十 i 十 了 十 (十 2 十 iX (2 十 
1 十 i 十 这 十 1 十 2 十 2 十 让 
一 2 十 2i 十 2 


| 


直接 验证 得 到 
计生 1 十 2 和 (2 十 i 十 22) 二 1 十 这 口 
我 们 用 下 面 的 批注 结束 本 节 。 对 于 每 一 个 素数 p 和 每 一 个 整数 k 宇 2， 存 在 系数 在 Z, 中 且 没 
有 非 平凡 分 解 的 & 次 多 项 式 。 于 是 ， 可 以 用 上 面 两 个 例子 中 所 表述 的 方式 构造 有 大 个 元 素 的 域 。 
反之 ， 可 以 证 明 ， 如 果 存 在 有 限 m 个 元 素 的 域 ， 即 满足 通常 运算 法 则 的 有 限 系 统 ， 则 对 某 个 正 
整数 上 和 素数 户 ，z 一 太 成 立 ， 并 且 它 可 以 以 2 为 基础 利用 上 面 描述 的 方式 得 到 (如果 & 一 1 则 
是 Z,)。 因 此 ， 只 存在 元 素 个 数 为 素数 辆 的 有 限 域 。 


10.2 区 组 设计 


从 本 节 开 始 ， 我 们 先 介绍 来 自 于 为 统计 分 析 而 设计 的 试验 中 的 一 个 简化 且 具 有 启发 性 的 
例子 。 

例子 ”假设 一 个 产品 有 7 种 样品 用 来 测试 消费 者 的 接受 程度 。 制 造 商 计划 请 一 些 随机 〈 或 典 
型 ) 的 顾客 来 比较 不 同 的 样品 。 其 中 一 个 做 法 是 让 每 一 位 参与 试验 的 顾客 进行 全 面 的 测试 ， 比较 
所 有 7 种 样品 。 但 是 ， 制 造 商 清楚 地 意识 到 比较 所 耗费 的 时 间 以 及 参与 测试 的 个 人 耐性 这 一 问 
题 ， 因 此 ， 他 决定 让 每 一 位 顾客 进行 非 全 面 的 测试 : 只 比较 其 中 的 某 些 样品 。 于 是 ， 制 造 商 要 求 
每 一 个 人 比较 3 件 样 品 。 为 了 能 够 得 出 基于 结果 的 统计 分 析 有 意义 的 结论 ， 测 试 要 具有 这 样 的 性 
质 : 7 种 样品 中 的 每 一 对 样品 恰 被 一 人 比较 。 能 否 设计 这 样 一 种 测试 试验 呢 ? 


我 们 把 这 7 种 样品 标记 为 0，1，2，3，4，5 和 62。 这 7 种 样品 总 共 配 有 ( 2) 一 21 对 。 每 个 


加 这 并 不 是 一 个 一 般 的 法 则 。 如 果 一 个 2 次 或 3 次 多 项 式 被 非 平凡 地 分 解 ， 那 么 其 中 就 有 一 个 因子 是 线性 的 ， 从 
而 多 项 式 有 一 个 根 。 但 是 ， 例 如 4 次 多 项 式 有 可 能 被 分 解 成 两 个 二 次 多 项 式 ， 而 它们 都 没有 根 。 

名 当然 ， 可 以 随便 用 任何 方式 来 标记 这 些 样 品 。 我 们 选择 0，1，2，3，4，5，6 的 原因 在 于 可 以 把 这 些 样品 看 作 
是 Zi 中 的 数 ， 即 mod 7 的 整数 。 
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测试 人 得 到 3 种 样品 ， 进行 (2) 一 3 次 比较 。 因 为 每 一 对 恰 被 比较 一 次 ， 故 测试 者 的 人 数 为 
纪 一 
3 
因此 ， 在 这 种 情况 下 ， 参 与 试验 的 人 数 与 被 测 样品 数 相同 。 幸 好 ， 上 面 的 商 是 一 个 整数 ， 和 否则 我 
们 就 不 得 不 说 ， 不 能 用 所 给 的 限制 设计 出 一 个 试验 。 现 在 要 寻找 的 是 这 7 种 样品 的 7 个 (每 一 位 
参与 测试 的 人 一 个 ) 子 集 Bl ，B: ，…，B;， 我 们 称 之 为 区 组 (block)， 它们 有 这 样 的 性 质 ， 每 
一 对 样品 恰好 在 一 个 区 组 中 。 下 面 是 这 样 的 7 个 区 组 的 集合 : 
B= {0,1,3},B, = {1,2,4},B, = {2,3,5},B, = {3,4,6}, 
B;= {0,4,5},Bs = {1,5,6},B, = {0,2,6} 
描述 这 样 的 试验 设计 的 另 一 种 方式 是 用 如 下 数组 给 出 : 在 这 个 数组 中 ， 对 于 这 ?7 种 样品 的 每 
一 种 都 有 一 列 与 之 对 应 ， 对 于 7 个 区 组 的 每 一 个 都 有 一 行 与 之 对 应 。i 行 j 列 〈i 一 1，2，…，7; 
Jj 一 0，1，…，6) 上 的 1 意味 着 样品 7 属于 区 组 B;，0 意味 着 样品 7 不 属于 区 组 B;,。 每 个 区 组 含 
有 3 个 样品 的 事实 在 表 中 通过 每 一 行 含有 3 个 1 反映 出 来 。 每 一 对 样品 同 在 一 个 区 组 等 价 于 表 中 
每 两 列 恰 在 一 个 共同 行 上 同时 有 1 的 性 质 。 


7 











0 2 3 4 5 6 
Bl 1 1 0 1 0 0 0 
Bz 0 1 1 0 1 0 0 
Ba 0 0 1 1 0 1 0 
Ba 0 0 0 1 1 0 1 
Bs 1 0 0 0 1 1 0 
Be 0 1 0 0 0 1 1 
Br 1 0 1 0 0 0 1 


从 这 个 数组 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ， 每 一 种 样品 均 出 现在 3 个 区 组 中 。 这 个 数组 是 试验 设计 的 
关联 阵列 。 

在 讨论 更 多 例子 之 前 ， 我 们 先 来 定义 某 些 术语 并 讨论 设计 的 一 些 初 等 性 质 。 设 A，》 和 为 
正 整数 ， 且 

2 之 kv 

设 X 是 z 个 叫做 样品 〈variety) 的 元 素 组 成 的 集合 ， 而 设 8 为 X 的 & 元素 子 集 B;，B,,，…，B， 
组 成 的 集合 ， 这 些 子 集 叫 做 区 组 2 。 如 果 XX 的 每 一 对 元 素 恰 好 同时 出 现在 4 个 区 组 中 ， 则 称 8 是 
X 上 的 一 个 平衡 区 组 设计 (balanced block design) 。 数 和 叫做 设计 指数 (index of the design)。 前 
面 假设 上 至 少 为 2 的 目的 是 为 了 防止 出 现 平凡 解 : 如 果 &A 一 1， 那么 区 组 不 含有 元 素 对 且 1 一 0。 

设 8 是 一 个 平衡 区 组 设计 。 如 果 &=v〈 即 样品 的 整个 集合 存在 于 每 一 个 区 组 中 )， 则 设计 8 叫 
做 完全 区 组 设计 。 如 果 上 有 二 vw， 则 设计 8 是 一 个 平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced incomplete block 
design) ， 简 称 为 BIBD2 。 完 全 区 组 设计 对 应 于 每 个 人 都 要 比较 每 一 对 样品 的 测试 试验 。 从 组 合 
学 的 观点 来 看 ， 完 全 设计 是 平凡 的 ， 因 为 形成 了 一 个 全 都 等 于 X 的 集合 的 集合 ， 今后， 我们 处 
理 不 完全 区 组 设计 ， 即 处 理 那些 &<<wv 的 设计 。 

设 8 是 和 上 的 BEBD。 如 在 上 例 所 看 到 的 ， 我 们 把 8 与 一 个 关联 给 阵 (incidence matrix) 或 关联 数 


加 ”虽然 找 出 所 有 区 组 都 是 不 同 的 设计 更 具 挑 战 性 ， 但 我 们 并 不 排除 某 些 区 组 相等 的 可 能 性 。 因 此 ， 区 组 的 集合 一 


般 是 一 个 多 重 集合 。 
© BIBD 由 F. Yates 引入 : Complex experiments (with discussion), J. Royal Statistical Society, Suppl.2, (1935), 
181-247 。 
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组 (incidence array) A 联系 起 来 。 数 组 A 有 4b 行 和 wv 列 ， 其 中 每 一 行 对 应 于 一 个 区 组 访 ，B。，…,B,， 
而 每 一 列 对 应 于 X 中 的 一 个 样品 zt，zs，…，z,。 位 于 i 行 7 列 交叉 处 的 项 a; 是 0 或 1: 
ajy 二 1, 若 工 ;在 B; 中 
as 二 0, 车 工 ; 不 在 B; 中 
尽管 关联 和 托 阵 3 依赖 于 我 们 排列 区 组 的 顺序 和 排列 样品 的 顺序 ， 我 们 还 是 称 其 为 关联 和 矩阵。 关联 
矩阵 的 行 展示 出 包含 于 每 个 区 组 中 的 样品 ， 关 联 和 矩阵 的 列 展 示 出 包含 每 个 样品 的 区 组 。 除 了 对 
样品 和 区 组 的 标识 之 外 ， 关 联 和 矩阵 还 包含 关于 BIBD 的 全 部 信息 。 因 为 每 个 区 组 包含 上 个 样品 ， 
所 以 关联 抢 阵 A 的 每 一 行 均 含有 个 1。 因 为 有 2 个 区 组 ， 因 此 A 中 1 的 总 数 等 于 名。 现在 我 们 
证 明 每 个 样品 均 包 含 于 相同 个 数 的 区 组 中 ， 即 A 的 每 一 列 都 含有 相同 个 数 的 1 。 
引 理 10.2. 1 在 一 个 BIBD 中 每 个 样品 包含 于 
_ A(v— 1) 
"kl 
个 区 组 中 。 
证 明 ”下 面 使 用 用 两 种 方法 计数 然后 再 使 得 这 两 个 结果 相等 这 一 非常 重要 的 技巧 。 设 x; 是 
任意 样品 ， 并 假设 zx; 包含 于 r 个 区 组 
B, ,B, ,,B, (10. 2) 
之 中 。 因 为 每 个 区 组 含有 & 个 元 素 ， 因 此 这 些 区 组 中 的 每 一 个 都 含有 A 一 1 个 不 同 于 zx; 的 样品 。 
现在 ， 我 们 考虑 v 一 1 对 {x;，y} 中 的 每 一 对 ， 其 中 ，y 是 不 同 于 xz; 的 样品 ， 对 每 一 个 这 样 的 
对 ， 我 们 计数 包含 这 两 个 样品 的 区 组 数 。 每 一 对 {xz;，y} 均 包 含 于 4 个 区 组 中 这些 区 组 必然 
是 式 〈10. 2) 中 的 4 个 分 组 ， 因 为 它们 是 包含 zx; 的 全 部 区 组 ;。 取 和 ， 我 们 得 到 
AC(v— 1) 
另 一 方面 , 式 〈10. 2〉 中 的 每 个 区 组 均 含 有 & 一 1 个 其 中 一 个 元 素 为 x; 的 元 素 对 。 取 和 ， 我 
们 得 到 
(k— 1)r 
使 这 两 个 计数 相等 ， 得 
A(v—1) 一 (R 一 ])r 
因此 ，xz; 包 依 于 (一 1)7(E 一 1]) 个 区 组 中 。 这 对 于 每 个 样品 x; 都 成 立 ， 因 此 ， 每 个 样品 均 包 全 
于 r= 二 4(v 一 1)/(4 一 了 个 区 组 中 。 口 
推论 10.2.2 在 BIBD 中 ， 我 们 有 
bk = vr 
证 明 我 们 已 经 观察 到 ， 如 果 按 行 计数 ，BIBD 的 关联 和 窍 阵 A 中 1 的 个 数 为 名。 根据 引 理 
10. 2. 1， 我 们 知道 ，A 的 每 一 列 含有 r 个 1。 因 此 ， 如 果 按 列 计数 ， 则 A 中 1 的 个 数 等 于 vr。 令 
这 两 数 相等 ， 得 到 多 一 wr。 口 
推论 10.2.3 在 BIBD 中， 我 们 有 
A=r 
证 明 ”根据 定义 ， 在 BIBD 中 ,，&<v， 从 而 有 一 1<=v 一 1。 利 用 引 理 10. 2. 1， 我 们 断定 <r。 
口 
作为 引 理 10. 2. 1 的 一 个 结果 ， 与 一 个 BIBD 相关 联 ， 我 们 得 到 5 个 不 完全 独立 的 参数 : 
b: 区 组 数 ; 
v: 样品 数 ; 
k: 每 个 区 组 中 样品 的 个 数 ; 
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r: 包含 每 个 样品 的 区 组 的 个 数 ; 

和 A: 包含 每 对 样品 的 区 组 的 个 数 。 

我 们 称 b，，w,k&，r，X 为 BIBD 的 参数 《parameter)。 前 面 介绍 的 例子 中 ,设计 的 参数 是 ， 
b=7, v=7, k=3, +=3, A=1,。 

例子 ”是否 存 在 参数 为 5 一 12，k 二 4，v 一 16 及 > 一 3 (不 指定 参数 4) 的 BIBD? 

推论 10. 2. 2 中 的 方程 右 =wr 两 边 的 值 都 为 48， 所 以 方程 钦 三 or 成立。 根据 引 理 10. 2. 1， 
如 果 存 在 这 样 的 设计 ， 那 么 它 的 指数 4 应 该 满足 


v—1 15 15 


因为 这 个 数 不 是 整数 ， 所 以 ， 不 可 能 存在 给 定 4 个 参数 的 设计 。 口 
例子 “在 本 例 中 ， 我 们 给 出 一 个 参数 分 别 是 8 一 12，v 一 9，& 王 3，r 一 4 以及) 一 1 的 设计 。 

最 方便 的 方法 是 用 12 行 9 列 的 关联 抢 阵 定义 这 个 设计 : 

『1 1 0 











OO OP OO ~ OO OO PO OO 
一 OO OO PO oO Or- 
2 OO OO OOP OO ”~ OO OO oO ooQ 
OO OO oO OP~ Oo 
OO OOOOPOPP~ OOrrF- 
OO DOP OO OP~ OO OO OP~ oO 
一 OO OPPO OO OP ~ OD 
OO OP OO ~ OO OO ~ OP OO oO 
加 


LO 0 0 
直接 验证 可 知 ， 这 个 矩阵 定义 了 所 给 参数 的 BIBD。 
例子 考虑 4X4 棋 盘 上 的 方 格 ， 如 下 所 示 : 














设 样品 为 棋盘 上 的 16 个 方 格 。 定 义 区 组 如 下 : 对 于 每 个 给 定 的 方 格 ， 我 们 取 与 其 在 同一 
行 或 在 同一 列 上 的 6 个 方 格 〈 但 不 包括 该 方 格 本 身 )” 。 因 此 ， 棋 盘 上 的 这 16 个 方 格 中 的 每 一 
个 方 格 都 以 这 种 方式 确定 一 个 区 组 。 于 是 ， 有 5 一 16，z 一 16 以 及 RE 一 6。 因为 每 个 方 格 都 与 其 
他 3 个 方 格 在 同一 行 并 与 另外 3 个 方 格 在 同一 列 ， 因 此 ， 每 个 方 格 属于 6 个 区 组 。 这 样 我 们 又 
有 r 一 6。 但 是 ， 我 们 尚未 证 明 有 一 个 BIBD。 因 此 ， 取 一 对 方 格 zx 和 y。 存 在 三 种 可 能 性 : 

(1) zx 和 yy 在 同一 行 。 那么 x 和 y 都 在 它们 所 在 行 的 其 他 两 个 方 格 所 确定 的 两 个 区 组 中 。 

(2) 并 和 >y 在 同一 列 。 那 么 z 和 >y 都 在 它们 所 在 列 的 其 他 两 个 方 格 所 确定 的 两 个 区 组 中 。 

(3) z 和 yy 位 于 不 同行 和 不 同 列 。 此 时 x 和 yy 同 在 两 个 区 组 中 ， 其 中 一 个 区 组 由 z 所 在 行 
和 y 所 在 列 交叉 处 的 方 格 确定 ， 另 一 个 区 组 由 xz 所 在 列 和 > 所 在 行 交 又 处 的 方 格 确定 。 下 面 的 





晶 ”我们 可 以 把 样品 看 作 4 行 4 列 棋盘 上 的 一 个 车 ， 并 把 区 组 看 作 是 棋盘 上 的 车 能 够 攻击 到 的 所 有 的 方 格 。 
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数组 给 出 具体 说 明 ， 其 中 这 些 区 组 由 标 有 星 号 的 方 格 确定 。 





因为 每 一 对 样品 同 在 2 个 区 组 中 ， 因 此 ， 得 到 一 个 ) 一 2 的 BIBD。 口 

在 下 一 个 定理 中 所 给 出 的 设计 的 基本 性 质 说 的 是 在 一 个 BIBD 中 ， 区 组 的 数 且 必须 至 少 等 
于 样品 的 数目 ， 该 性 质 称 为 Fisher 不 等 式 9 。 

定理 10.2.4 在 BIBD 中 ，b 宇 vw。 

证 明 ”对 熟悉 线性 代数 的 读者 ， 我 们 概述 这 个 线性 代数 证 明 的 思路 。 设 A 是 BIBD 的 5 行 v 
列 关联 和 抢 阵 。 因 为 每 个 样品 在 > 个 区 组 中 ， 每 一 对 样品 在 1 个 区 组 中 ， 因 此 , 用 4A 乘 以 8A 的 
转 置 e 矩 阵 AT 所 得 到 的 v 行 w 列 矩阵 ArA 的 主 对 角 线 上 的 每 个 元 素 均等 于 >， 主 对 角 线 外 的 每 
个 元 素 均 等 于 ): 


ATA = 
A A eu. r 

根据 推论 10. 2. 3 知 1<r， 可 以 证 明和 矩阵 AIA 的 行列 式 不 等 于 零 8 ， 从 而 该 矩阵 是 可 逆 的 。 因 此 ， 
ATA 的 秩 等 于 v。 因 此 ，A 的 秩 至 少 是 w。 因 为 A 是 一 个 行列 矩阵 ， 我 们 得 到 "之 只 口 

使 定理 10. 2. 4 等 号 成 立 的 BIBD， 即 区 组 个 数 等 于 样品 个 数 v 的 BIBD 称 为 是 对 称 的 S， 并 
简 记 为 SBIBD。 因 为 BIBD 满足 如 二 rr， 因此， 通过 对 SBIBD 两 边 消 项 ， 得 到 & 一 ~。 根据 引 
理 10. 2.1，SBIBD 的 指数 4 通过 
| _ k(k—1) 

vO—1 
由 v 和 & 确定 。 因 此 ,与 SBIBD 有 关 的 参数 是 : 

v; 区 组 个 数 ; | 
: 样品 个 数 ; 
: 在 每 个 区 组 中 的 样品 个 数 ; 
: 包含 每 个 样品 的 区 组 个 数 ; 
: 包含 每 一 对 样 最 的 区 组 个 数 ， 其 中 4 由 式 (10. 3) 给 出 。 
上 面 的 某 些 例 子 就 是 SBIBD。 

现在 ， 我 们 讨论 构造 SBIBD 的 方法 ， 该 方法 用 到 整数 mod n 的 运算 。 在 这 种 方法 中 ， 样 品 


A (10. 3) 


> 


© R.A. Fisher: An Examination of the Different Possible Solutions of a Problem in Incomplete Blocks, Annals of 
Eugenics, 10 (1940), 52-75。 


昌 。、 具 有 通 项 尺 的 m 行 n 列 知 阵 X 与 具有 通 项 y 的 nn 行列 知 阵 Y 的 乘积 为 m 行 p 列 和 矩 阵 Z， 其 通 项 为 zi 一 > Tij Yik o 
j=i 


加 入行 2 列 矩阵 X 的 转 置 矩阵 XT 是 通过 将 X 的 行 “ 变 成 ”XT 的 列 并 将 X 的 列 “ 变 成 ”XT 的 行 而 得 到 的 n 行 m 
列 和 矩阵 。 如 在 本 定理 证 明 中 的 矩阵 A， 如 果 X 的 元 素 是 0 或 1， 那么 , 在 XTX 的 i 行 ; 列 上 的 通 项 (根据 定义 ， 
它 由 XX 的 第 i 列 和 第 7 列 所 确定 ) 等 于 其 在 i 列 和 j 列 都 有 1 的 行 的 数目 。 

该 行列 式 的 值 为 (7 一 A)""! (zr 十 (wv 一 1) 4)， 由 推论 10. 2. 3， 这 个 值 不 是 零 。 

如 果 你 从 未 学 过 初等 线性 代数 而 不 明白 这 个 证 明 ， 那 么 我 希望 你 现在 就 学 。 只 有 到 那 时 你 才能 够 理解 刚刚 展示 
给 你 的 是 多 么 优美 和 简单 的 证 明 ! 

态 ” 如 下 面 几 行 所 示 ， 这 个 对 称 与 满足 6 二 v，k 二 r 的 参数 有 关 。 


B® 
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是 Q, 中 的 整数 ， 所 以 ,为 了 与 我 们 的 记 法 一 致 ， 这 里 使 用 v 而 不 使 用 n。 
于 是 ， 设 v 之 2 为 一 整数 ， 考 虑 mod v 的 整数 集 : 
Z, = {0,1,2,°… ,vO— 1} 
注意 ，Z, 中 的 加 法 和 乘法 标记 为 通常 的 记号 十 和 X。 设 B=={ii， i ，…，i} 是 由 个 整数 组 成 
的 Z, 的 子 集 。 对 于 2Z, 中 每 一 个 整数 2， 我 们 定义 
B 二 7 二 位 十 ji 十 js 二 十 7 了 
是 把 整数 j 以 mod v 的 方式 加 到 B 的 每 一 个 整数 而 得 到 的 Z, 的 子 集 。 集 合 B 十 j 也 包含 上 个 整 
数 。 这 是 因为 ， 如 果 
zt 十 7 了 一 也 十 7 在 QQ 中 ) 
消去 7 (通过 在 两 边 加 上 加 法 道 元 一 7) ， 我 们 得 到 i, 二 i 。 这 样 得 到 的 个 集合 
B= B 二 +0,B 十 1,…,B 十 v 一 1 
叫做 由 区 组 昌 发 展 起 来 的 区 组 ,而 BB 叫做 初始 区 组 (starter block) 。 
例子 设 v=7, 考虑 
Zi = {0,1,2,3,4,5,6) 
考虑 初始 区 组 
B= {0,1,3} 
此 时 我 们 有 
B+0= (0,1,3} 
号 十 1 一 {1,2,4} 
B+2= {2,3,5)} 
B+3= {3,4,6) 
B+4= {4,5,0} 
B+ 二 5= {5,6,1)} 
B+6= {6,0,2} 
《上面 列表 中 除了 第 一 个 集合 之 外 ， 每 一 个 集合 都 是 由 其 前 面 的 集合 加 1 模 7 而 得 到 的 。 另 外 ， 
这 个 列表 中 的 第 一 个 集合 B 可 以 由 最 后 一 个 集合 加 1 得 到 。〉 这 就 是 一 个 BIBD， 事 实 上 ， 这 就 是 





本 节 介 绍 的 例子 ， 因 为 6 二 vw， 所 以 我 们 有 一 个 SBIBD， 其 中 b==v 二 7, k 二 r 二 3, 4 二 1。 口 
例子 同上 例 , 设 v=7, 但 现在 初始 区 组 是 
B= {0,1,4} 
此 时 ,我 们 有 
也 十 0 一 {0,1,4} 
B+1= {1,2,5} 
B+2= {2,3,6} 
B++3= {3,4,0} 
B+4= {4,5,1} 


B+5= {5,6,2) 

B+6= {6,0,3)} 
在 这 种 情况 下， 我 们 得 不 到 BIBD， 因 为 样品 1 和 2 同时 出 现在 一 个 区 组 中 ， 而 样品 1 和 5 却 同 
时 出 现在 两 个 区 组 中 。 口 
从 这 两 个 例子 可 以 得 出 ， 从 初始 区 组 发 展 起 来 的 区 组 有 时 是 SBIBD 的 区 组 ， 但 不 总 是 
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SBIBD 的 区 组 。 用 这 种 方法 得 到 一 个 SBIBD 所 需 的 性 质 包 含 在 下 面 定 义 中 。 设 B 是 Z, 中 & 个 整 
数 的 子 集 。 如 果 Z, 中 每 个 非 零 整数 在 B 中 不 同 元 素 间 的 &(k 一 1) 个 差分 ( 均 以 两 种 顺序 ) 

ZX 一 y(zsy 在 B 中 ;x 关 y) 
之 中 都 出 现 相同 次 数 4+， 则 B 叫做 mod wv 差分 集 。 因 为 Z, 中 存在 wv 一 1 个 非 零 整数 ， 因 此 ， 作 为 
差分 集中 的 差分 ，Z, 中 每 个 非 零 整数 必然 出 现 


次 。 
例子 设 " 一 ?和 A 一 3， 考 虑 B= (0，1，3}。 计 算 召 中 整数 的 减法 表 ， 忽 略 对 角 线 位 置 上 
的 那些 0: 











考察 该 表 ， 我 们 发 现 马 中 每 个 非 零 整数 1，2，3，4，5，6 在 非 对 角 线 位 置 上 恰好 出 现 一 
次 ， 从 而 作为 差分 恰好 出 现 一 次 。 因 此 ，B 是 mod ?7 的 差分 集 。 口 
例子 ”再 设 v 一 7，A 一 3， 但 现在 设 B 二 (0，1，4}。 计 算 减 法 表 ， 得到. 








一 © 


0 4 
0 3 
1 4 
4 0 


WW OO SI- 








我 们 看 到 ， 作 为 差分 ，1 和 6 各 出 现 一 次 ，3 和 4 各 出 现 两 次 ， 而 2 和 5 根本 不 出 现 。 因 此 ， 
在 这 种 情况 下 B 不 是 差分 集 。 口 

定理 10.2.5 设 昌 为 Z, 中 的 &A<<m 个 元 素 的 子 集 ， 它 形成 mod v 的 差分 集 。 则 以 BB 为 初始 
区 组 发 展 起 来 的 区 组 形成 一 个 SBIBD， 其 指数 为 


证 明 ”由 于 kv， 故 这 些 区 组 不 是 完全 的 。 每 个 区 组 包含 个 元 素 。 此 外 ， 区 组 的 个 数 与 
样品 的 个 数 v 相同 。 因 此 ， 琵 下 只 需 证 明 Zz 的 每 一 对 元 素 同 时 属于 相同 个 数 的 区 组 即 可 。 由 于 
妃 是 差分 集 ， 因 此 ，2. 中 每 个 非 零 整数 作为 差分 恰好 出 现 4 一 & (&A 一 1) / (一 1) 次 。 我 们 证 明 
Z, 的 每 一 对 元 素 在 1 个 区 组 中 ， 因 而 4 是 SBIBD 的 指数 。 

设 如 和 q 是 QZ, 中 互 不 相同 的 整数 。 则 p 一 gq 了 关 0， 因 为 B 是 mod wv 的 差分 集 ， 从 而 方程 

XxX—y=p—g 
有 个 解 ， 其 中 xz 和 yy 均 在 B 中 。 对 每 一 个 这 样 的 解 + 和 >y， 设 /一 如 一 zx。 于 是 
P=ZX+j 及 gq= 二 yy 一 XY 二 p=y+j 
这 样 ， 对 于 4 个 7 中 的 每 一 个 ij，p 和 4 同 在 区 组 B 十 ; 中 。 因 此 ，p 和 g 同 在 4 个 区 组 中 。 因 为 
klk— 1) 
一 1 








z2(2 一 1 一 2 一 1) 
因此 Z, 中 每 一 对 不 同 的 整数 恰好 同 在 4 个 区 组 中 。 口 


例子 求 2 中 大 小 为 5 的 差分 集 ， 并 用 它 作 为 初始 区 组 构造 一 个 SBIBD。 
我 们 证 明 B= (0，2，3，4，8) 是 4 二 2 的 差分 集 。 计 算 减 法 表 得 到 ， 


= vk(kCO— 1) 
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0 2 3 4 8 
0 0 9 8 7 3 
2 2 0 10 9 5 
3 3 1 0 10 6 
4 4 2 1 0 7 
8 8 6 5 4 0 


检查 所 有 非 对 角 线 上 的 位 置 ， 我 们 看 到 ，2 中 每 个 非 零 整数 作为 差分 皆 出 现 两 次 ， 从 而 了 是 差 
分 集 。 将 B 用 作 初 始 区 组 得 到 下 面 的 SBIBD 的 区 组 ， 其 参数 是 5 一 业 11，A 一 "一 5 和 4 一 2， 

B+0= {0,2,3,4,8} 

B+1= {1,3,4,5,9} 

B 十 2 一 (2,4,5,6,10} 

B 十 3 一 {0,3,5,6,7} 

B+4= {1,4,6,7,8} 

B 十 5 一 {2,5,7,8,9} 

B+6= {3,6,8,9,10} 

B+7= {0,4,7,9,10}) 

B+8= (0,1,5,8,10} 

B+9= {0,1,2,6,9} 

B+10= {1,2,3,7,10} 














10.3 Steiner 三 元 系 


设 8 是 平衡 非 完 全 区 组 设计 ， 其 参数 是 6，v，k，r， 4。 由 于 它 是 非 完全 的 ， 根 据 定 义 有 < 
v; 即 每 个 区 组 中 的 样品 数 小 于 样品 总 数 。 假 设 上 一 2。 则 8 中 每 个 区 组 恰好 包含 两 个 样品 。 为 了 
使 每 对 样品 出 现在 8 的 相同 个 区 组 中 ， 必 须 每 2 个 样品 的 子 集 作为 一 个 区 组 恰好 出 现 4 次 。 因 
此 ， 对 于 & 二 2 的 BIBD， 只 能 取 每 个 2 样品 子 集 并 且 把 它 写 1 次 。 
例子 ”一 个 v 一 6，& 一 2 和 4 二 1 的 BIBD 由 
40,1} (0,2) {0,3) 
{0,4} {0,5} {1,2} 
{1,3} {1,4} {1,5} 
(2,3》 {2,4} {2,5} 
{3,4} {3,5) {4,5} 
给 出 。 为 得 到 4 二 2 的 BIBD， 只 要 将 上 面 的 每 个 区 组 取 两 次 。 为 得 到 4 一 3 的 BIBD， 将 每 个 区 组 
取 3 次 。 口 
因此 ， 区 组 大 小 为 2 的 BIBD 是 平凡 的 。 最 小 的 〈 按 区 组 大 小 来 说 ) 有 趣 情况 是 & 一 3 的 时 候 。 
区 组 大 小 为 《二 3 的 平衡 区 组 设计 叫做 Steiner 三 元 系 (Steiner triple system)9 。10. 2 节 给 出 的 第 一 
个 例子 是 一 个 Steiner 三 元 系 。 它 有 7 个 样品 和 7 个 大 小 为 3 的 区 组 ， 每 一 对 样品 包含 于 4 二 1 个 区 
组 中 。 这 是 形成 SBIBD 的 Steiner 三 元 系 的 仅 有 实例 ， 即 对 该 SBIBD 而 言 ， 区 组 个 数 等 于 样品 的 
个 数 。 





日 ”以 JSteiner 命名 ， 他 是 最 初 考虑 它们 的 人 之 一 : Combinatorische Aufgabe，Journal fiir die reine und ange- 
wandte Mathematik, 45 (1853), 181-182, 


第 10 章 组 合 设计 225 


Steiner 三 元 系 的 另 一 个 例子 通过 取 v 一 3 个 样品 0，1 和 2 以 及 区 组 {0，1，2} 而 得 到 。 这 
样 ， 我 们 有 56 王 1， 显然 每 一 对 样品 包含 在 ,一 1 个 区 组 中 。 这 个 Steiner 系统 不 是 非 完 全 的 设计 ， 
因为 v 一 & 一 3.8 其 他 的 Steiner 三 元 系 都 是 BIBD。 
例子 下 面 是 具有 9 个 样品 以 及 指数 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 ; 
{0,1,2} {3,4,5} {6,7,8} 
{0,3,6) {1,4,7} {2,5,8} 
{0,4,8;} {2,3,7} {1,5,6)} 
{0,5,7} (1,3,8} {2,4,6} 口 
在 下 面 定理 中 ， 我们 得 到 Steiner 三 元 系 的 参数 间 必 须 成 立 的 某 些 关 系 。 
定理 10. 3. 1 设 B 是 Steiner 三 元 系 ， 其 参数 为 5，v, 上 二 3，r，X。 则 


_ A(v— 1) 
r= 0 


2 (10. 4) 


b= 2 (10. 5) 


如 果 指 数 4 一 1， 则 存在 非 负 整数 n， 使 得 v 二 6n 十 1 或 v 二 6n 十 3 成 立 。 

证 明 根据 定理 10. 2.1， 对 于 任意 的 BIBD， 我 们 有 

;二 A(v— 1) 
k—1 
因为 Steiner 三 元 系 是 有 二 3 的 BIBD， 因 此 得 到 (10.4)。 根 据 推论 10. 2.2， 对 于 BIBD， 我 们 
还 有 
bk = vr 

代入 (10.4) 所 给 出 的 -的 值 ， 再 利用 & 一 3， 得 到 (10. 5)。 

等 式 (10.4) 和 (10. 5) 告诉 我 们 ,如果 存在 有 v2 个 样品 且 指 数 为 4 的 Steiner 三 元 系 ， 则 4 
(v 一 1) 是 偶数 并 且 Xv (wv 一 1) 能 被 6 整除 。 现 在 假设 4 二 1， 则 wv 一 1 是 偶数 而 是 奇数 ，v (vw 一 
1) 可 被 6 整除 。 后 者 意味 着 v 或 v 一 1 能 被 3 整除 。 首先， 假设 wv 可 被 3 整除 。 由 于 wv 是 奇数 ， 
这 就 是 说 是 3 乘 以 一 个 奇数 ， 

7 一 3X(22 十 1) 一 6 十 3 
现在 假设 vu 一 1 能 被 3 整除 。 由 于 v 是 奇数 ， 因 而 wv 一 1 是 偶数 ， 我 们 推 得 v 一 1 是 3 乘 以 一 个 
偶数 ; 
VU 一] 二 3X (2n) = 6n, 从 而 v= 二 6n 十 1 口 

在 本 节 的 其 余部 分 ， 我们 只 考虑 指数 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 。 根 据 定理 10. 3. 1， 在 指数 4 二 1 
的 Steiner 三 元 系 中 ， 样 品 的 个 数 或 者 是 v=6n 十 1 或 者 是 v=6n 十 3， 其 中 ,nn 是 一 个 非 负 整数 。 
这 就 产生 这 样 一 个 问题 ， 就 是 说 是 否 对 所 有 非 负 整数 n 都 存在 有 v= 二 6n 十 1 和 v 一 6 十 3 个 样品 的 
Steiner 三 元 系 呢 ?n= 二 0 和 ?一 6 十 1 的 情形 必须 排除 ， 因 为 在 这 种 情况 下 z 一 1， 从 而 不 可 能 存在 
三 元 组 。 对 于 所 有 其 他 情况 ，T. P. Kirkmane 证 明了 Steiner 三 元 系 是 可 以 构造 出 来 的 。 该 证 明 已 
超出 本 书 范围 。 我 们 将 只 给 出 由 两 个 已 知 的 较 小 阶 〈 也 可 能 相同 ) 的 Steiner 系统 出 发 构造 Stei- 
ner 三 元 系 的 一 种 方法 。 





名” 由 于 我 们 将 要 用 它 构造 不 完全 设计 的 Steiner 三 元 系 ， 因 此 ， 有 理由 把 它 看 成 一 个 Steiner 三 元 系 。 

© T.P.Kirkman, On a problem in combinations, Cambridge und Dublin Mathematics Journalt, 2 (1847)，191- 
204。 该 问题 后 来 也 被 ]. Steiner 提出 ， 但 他 不 知道 Kirkman 的 工作 ， 只 是 后 来 Kirkman 的 工作 才 为 人 们 所 知 ， 
而 这 要 比 Steiner (而 不 是 Kirkman) 三 元 系 的 名 字 开 始 流行 晚 很 多 。 
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定理 10. 3.2 如 果 分 别 存 在 有 如 个 样品 和 ww 个 样品 的 指数 A 二 1 的 两 个 Steiner 三 元 系 ， 虽 看 


在 有 vw 个 样品 且 指 数 A 二 1 的 Steiner 三 元 系 。 


证 明 设 Bi 是 有 wv 个 样品 al，a; ，…，a,， 指 数 和 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 ， 并 设 B: 是 有 也 个 
样品 51， br, Ds 指数 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 。 我 们 考虑 有 VW 个 样品 cz 的 集合 和 (一 
1，…，uU 7 二 1，…，w)， 把 这 些 样品 看 成 v 行 w 列 和 矩阵 的 项 (或 位 置 );， 甜 阵 的 行 对 应 wa， 
U2 "sy Qu’ 矩阵 的 列 对 应 bl, bo, *, b,, 如 下 所 示 @ ， 


六 b 

Ql CI1 Cl2 Clw 

Q2 C21 C22 C2w 
(10. 6) 

Qu Cy Cup Cw 


我 们 定义 由 X 的 元 素 组 成 的 三 元 组 集合 8。 设 {cr， Ci， cu } 为 六 的 3 个 元 素 的 集合 。 则 
{cw，cs， cu) 是 8 中 的 一 个 三 元 组 当 且 仪 当下 述 命题 之 一 成 立 : 

(1) r==s 二 1, 且 {a;， aj， 4) 是 B1 的 一 个 三 元 组 。 换 句 话 说 ，c;,，cj; 和 cw 在 矩阵 (10. 6) 
的 同一 列 上 ， 且 它们 所 在 的 行 对 应 于 51 的 一 个 三 元 组 。 

02) i 二 j 二 k， 且 {6,，b,，b} 是 8z 的 一 个 三 元 组 。 换 句 话说 ，c;;，ci 和 ci 在 和 矩 阵 (10. 6) 
的 同一 行 上 ， 且 它们 所 在 的 列 对 应 于 Bz 的 一 个 三 元 组 。 

03 i，7，A 互 不 相同 且 {a;， a;,， a) 是 B81 的 三 元 组 ， 而 r+，s，t 互 不 相同 且 {5b,，6b,，b,) 是 Bz 
的 三 元 组 。 换 句 话 说 ,元素 c,，cs 和 co% 在 矩阵 (10. 6) 的 3 个 不 同 的 行 和 3 个 不 同 的 列 上 ， 而 它们 所 
在 的 行 对 应 B81 的 一 个 三 元 组 ， 它 们 所 在 的 列 对 应 B: 的 一 个 三 元 组 。 

为 了 完成 证 明 的 其 余部 分 ， 我 们 将 使 用 下 面 的 事实 作为 证 明 的 背景 : 没有 8 的 三 元 组 恰好 位 
于 和 矩阵 〈10. 6〉 的 两 行 或 者 恰好 位 于 (10. 6) 的 两 列 上 。 现 在 我 们 证 明 ，X 的 三 元 组 集合 8 定义 
了 一 个 指数 一 1 的 Steiner 三 元 系 。 为 此 ， 设 cv ，cx* 为 X 的 一 对 不 同 的 元 素 。 我 们 需要 证 明 恰 好 
存在 一 个 三 元 组 8，、 它 既 包 含 cv 又 包含 ck; 即 我 们 需要 证 明 恰 好 存在 X 的 一 个 元 素 cv ， 使 得 
{cr， Cjs» cu} 是 8 的 一 个 三 元 组 。 我 们 考虑 三 种 情况 : 

情形 1: r 一 5 因而 1 天 1J。 在 这 种 情形 下 ， 一 对 元 素 是 位 于 《〈10. 6) 的 和 矩阵 的 同一 列 上 的 cv， 
cr 。 因 为 B: 是 指数 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 ， 因 此 ， 存 在 唯一 包含 互 不 相同 的 对 a;，a 的 三 元 组 
(ai Cj， ce) 。 从 而 ，{ci， Cir? Cer } 是 唯一 包含 元 素 对 Cir， cr 的 三 元 组 。 

情形 2: ;一 1 因而 r+ 关 s。 此 时 元 素 对 是 位 于 (10. 6) 的 矩阵 的 同一 行 上 的 cr ，cs 。 因 为 8: 是 
指数 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 ， 因 此 存在 唯一 包含 互 不 相同 对 b.，4. 的 三 元 组 {5,，6b.，b.}。 从 而 ， 
{cr，Cs， Cr) 是 唯一 包含 元 素 对 cr ， 必 的 三 元 组 。 

情形 3; i 沽 7 且 r 关 ;s。 存 在 B81 的 包含 互 不 相同 对 a;，aj 的 唯一 三 元 组 {a;，a;、as} 和 85: 的 
包含 互 不 相同 对 5,、5., 的 唯一 三 元 组 {6,，b,，b,}。 因 此 ， 三 元 组 (ci,，c，cwn) 是 唯一 包含 元 
素 对 cv ，cj 的 三 元 组 。 

到 此 ,我们 已 经 证 明了 8 是 有 vw 个 样品 且 指 数 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 。 口 

例子 ”应 用 定理 10. 3. 2 的 最 简单 例子 是 通过 选择 8: 和 8B: 为 有 3 个 样品 的 Steiner 三 元 系 而 
得 到 的 情形 。 其 结果 应 是 有 3X3 王 9 个 样品 的 Steiner 三 元 系 。 

设 8! 是 有 3 个 样品 wa ，a ，as 和 唯一 三 元 组 {a  ，a ，w} 的 Steiner 三 元 系 ，B: 是 有 3 个 
样品 名，6b。，b 和 唯一 三 元 组 { 记 ， 包 ， 访 的 Steiner 三 元 系 。 我 们 考虑 9 个 样品 的 集合 X， 它 


龟 ”我 们 可 以 把 性 看 成 序 偶 (a;，b;)， 但 是 由 于 要 讨论 无 序 的 序 偶 和 三 元 组 ， 因 此 发 明 新 的 记号 cj 似乎 更 不 至 于 引 


起 混乱 。 
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包含 下 列 和 矩阵 的 项 : 
b! bs bs 


QC C2 C3 
Qz |C21 Coz C23 
U3 LCa3al Caz C33 


根据 定理 10. 3. 2 证 明 中 的 构造 方法 ， 我 们 得 到 下 面 有 12 个 三 元 组 的 集合 ， 它 组 成 有 9 个 样品 及 
指数 为 1 的 Steiner 三 元 系 : 
(1) 三 行 中 每 行 的 项 如 下 : 
{cu yclz 1 C13 } » {Cal » C22 9C23} » { Cal s Ca » C33 } 
三 列 中 每 列 的 元 素 如 下 : 
{cn ycatycsl) (cizyczz 9C32} {C13 s C23 9 C3 } 
(3) 没有 两 个 在 同一 行 或 同一 列 的 3 个 元 素 如 下 2 : 


{cn »C22 ,Ca3 } ， {ciz ?C23 9 C31 } » {C1s 9 C21 ,Cs2 } 


(2 


~ 


{C13 9C22 9 C31}s (C12 9 C21 9C33) {Cli C23 » C32 } 366 
如 果 用 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,， 8 分 别 代替 ClIl， C21， Ca? Cl29 C229 (329 Cl39 C239 C33，9 则 得 到 
本 节 前 面 给 出 的 有 9 个 元 素 的 Steiner 三 元 系 : 

{0,1,2} {0,3,6} {0,4,8} {2,4,6} 

{3,4,5} {1,4,7} {2,3,7} {1,3,8} (10.7) 

{6,7,8} {2,5,8} {1,5,6} {0,5,7} 口 

《10.7) 的 列 把 8 的 三 元 组 划分 成 一 些 部 分 ， 使 得 每 一 个 样品 恰好 出 现在 每 一 部 分 的 一 个 三 

元 组 中 。 具 有 这 个 性 质 且 指数 4 二 1 的 Steiner 三 元 系 称 为 可 解 的 〈resolvable) ， 而 每 一 部 分 叫做 
可 解 类 《resolvability class) 。 注 意 ， 每 一 个 可 解 类 就 是 把 样品 集 分 成 三 元 组 的 一 个 划分 。Steiner 
三 元 系 的 可 解 性 概念 首先 产生 于 下 列 由 Kirkman 提出 的 问题 。 

Kirkman 女 学 生 问题 : 一 名 女 教师 带领 她 班 上 15 个 女孩 进行 日 常 操 练 。 这 些 女孩 被 排 成 5 
行 ， 每 行 有 3 个 女生 ， 因 此 每 个 女孩 有 两 个 队友 。 能 否 计划 连续 操练 7 天 ， 使 得 没有 女孩 与 她 的 
同学 在 三 人 组 中 操练 超过 一 次 ? 

这 个 问题 的 解 由 15 个 女孩 的 7X5==35 个 三 元 组 组 成 ， 其 中 ， 每 一 对 女孩 恰好 同 在 一 个 三 元 
组 中 。 此 外 ， 应 该 能 够 把 这 35 个 三 元 组 分 成 7 群 ， 每 群 5 个 三 元 组 ， 使 得 在 每 群 中 每 个 女孩 恰 
好 出 现在 一 个 三 元 组 中 。 现 在 ， 有 z 二 15 个 样品 且 指 数 一 1 的 Steiner 三 元 系 的 三 元 组 的 个 数 为 
vv—l) __ 

6 





b= 


这 样 ，Kirkman 女 学 生 问题 就 是 求解 有 v 一 15 个 样品 且 指 数 A 二 1 的 可 解 Steiner 三 元 系 。 前 面 的 
例子 包含 了 9 个 女孩 情况 下 Kirkman 女 学 生 问 题 的 解 。 在 这 个 问题 中 ， 共 有 9 个 女孩 并 安排 她 们 
4 天 日 常 操练 ， 每 个 女孩 在 所 有 4 天 中 要 有 不 同 的 队友 。 

例子 〈Kirkman 女 学生 问 题 的 解 ) ”我 们 所 需要 的 就 是 有 一 15 个 样品 且 指 数 4 二 1 的 可 解 
Steiner 三 元 系 。 这 样 的 Steiner 系统 与 将 它 分 成 的 7 个 部 分 (每 个 部 分 对 应 7 天 中 的 一 天 ) 表示 
如 下 : 


35 


{10,1,2} {0,3,4} {0,5,6;) {0,7,8} 





龟 ” 把 该 矩阵 看 作 3 行 3 列 的 棋盘 ， 则 这 些 元 素 对 应 棋盘 上 3 个 非 攻击 型 车 的 位 置 。 
© T.P.Kirkman, Note on an Unanswered Prize Question, Cambridgeand Dublin Mathematics Journal, 5 (1850), 
255-262， 以 及 Query VI, Ladys and Gentleman's Diary No. 147，48。 
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(3,7,11) {1,7,9;) {1,8,10} {1,11,13)} 

{14,9,14} {2,12,13} {2,11,14} {2,4,5} 
15,10,12} {5,8,1]4) {3,9,13; {3,10,14} 
16,8,13} {6,10,11} {4,7,12} {6,9,12)} 


{0,9,10} {0,11,12} {0,13,14} 

{1,12,14} {1,3,5} {1,4,6} 

{2,3,6)} {2,8,9} {2,7,10} 

{4,8,11} {4,10,13} {3,8,12} 

{5,7,13} {6,7,10)} {5,9,11} 口 

指数 4 二 1 的 可 解 Steiner 三 元 系 也 叫做 Kirkman 三 元 系 。 假 设 8 是 有 v 个 样品 的 Kirkman 三 

元 系 。 因 为 我 们 必须 能 够 把 "个 样品 分 成 一 些 三 元 组 ， 所 以 必须 使 能够 被 3 整除 。 因 此 ， 根 据 
定理 10. 3. 1， 为 使 有 wv 个 样品 的 Kirkman 系统 存在 ，v 必须 是 6n 十 3 的 形式 。 因 此 ，Kirkman 系 
统 的 参数 为 





v= 二 6n 十 3 

b= v(v— 1)/6 = (2n 1)(3nt+ 1) 
k= 3 

r= (v—1)/2 一 32 十 1 

人 一 1 


在 每 个 可 解 类 中 ， 三 元 组 的 个 数 为 
于 一 2n 二 1 


幸好 上 面 这 个 数 是 一 个 整数 〈 假 如 这 个 数 对 某 个 了 不 是 整数 ， 那 么 只 能 断定 对 这 样 的 2， 有 v= 
6n 十 3 个 样品 的 Kirkman 三 元 系 不 可 能 存在 )。 一 百 多 年 以 来 ， 没 人 知道 对 于 每 个 非 负 整数 n 是 
否 存 在 有 w= 二 6n 十 3 个 样品 的 Kirkman 三 元 系 ， 直 到 1971 年 ，Ray Chaudhuri 和 Wilsone 才 展 示 
了 如 何 对 所 有 的 ”构造 这 样 的 系统 。 


10.4 拉丁 方 


我 们 已 经 在 1. 4 节 介 绍 过 拉丁 方 以 及 相关 的 欧 拉 36 军官 问题 ， 读 者 可 能 需要 在 深入 讨论 
之 前 复习 一 下 该 节 的 内 容 。 下 面 是 拉丁 方 的 正式 定义 : 设 ”为 正 整数 ， 并 设 S 为 ”个 不 同 元 素 
的 集合 。 在 集合 S 上 的 nn 阶 拉丁 方 是 一 个 n 行 n 列 的 数组 ， 它 的 每 一 项 是 S 的 元 素 ， 使 得 S 的 
7 个 元 素 的 每 一 个 元 素 在 每 一 行 上 出 现 一 次 《因此 正好 一 次 ) 在 每 一 列 上 出 现 一 次 。 因 此 ， 拉 
丁 方 的 每 一 行 和 每 一 列 都 是 S 的 元 素 的 一 个 排列 。 由 钥 梨 原理 可 知 ， 可 用 两 种 方法 检查 n 个 元 
素 集 合 S 的 ” 行 ” 列 数组 是 否 是 拉丁 方 ; (1) 检查 S 的 每 一 个 元 素 至 少 在 每 一 行 出 现 一 次 并 且 
至 少 在 每 一 列 出 现 一 次 ; (2) 检查 没有 S 的 元 素 在 每 一 行 出 现 多 于 一 次 且 没 有 S 的 元 素 在 每 一 
列 出 现 多 于 一 次 。 

S 的 元 素 的 具体 性 质 是 不 重要 的 ， 通 常 把 S 取 为 Z, 二 {0，1，…，n 一 1}。 此 时 ， 我 们 将 拉丁 
方 的 行列 计数 为 0，1，…，7 一 1， 而 不 是 更 传统 的 1，2，…，n。1 行 1 列 的 数组 总 是 只 有 一 个 
元 素 组 成 的 集合 的 拉丁 方 。 其 他 拉丁 方 例 子 如 下 ; 





© D. K. Ray-Chaudhuri and R. M. Wilson, Solution of Kirkman's Schoolgirl Problem, American Mathematical Socie- 
ty Proceedings, Symposium on Pure Mathematics, 19 (1971), 187-204, 
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0 1 2 3 
0 1 2 
0 1 1 2 3 0 
,|1 2 0|， (10. 8) 
1 0 2 3 0 1 
2 0 1 
3 0 1 2 





作为 上 面 规则 的 验证 ， 最 后 一 个 方 阵 的 第 0 行 是 排列 0，1，2，3， 而 第 2 行 是 排列 2，3，0，1。 
考虑 乙 上 的 n 阶 拉丁 方 A， 并 设 & 为 Z, 的 任意 元 素 。 那 么 & 在 A 中 出 现 n 次 ,在 每 一 行 出 
现 一 次 且 在 每 一 列 出 现 一 次 。 如 果 把 这 个 n 行 n 列 的 数组 看 成 是 n 行 n 列 的 棋盘 ， 则 由 & 占据 的 
那些 位 置 就 是 这 个 7 行 n 列 棋盘 上 x 个 非 攻 击 型 车 的 位 置 。 设 AC(k) 是 k(k 二 0，1，…，n 一 1) 所 
占据 的 位 置 的 集合 。 则 A(0)，A(1)，…，A(n 一 1) 是 棋盘 上 wi 个 位 置 的 集合 的 一 个 划分 。 因 
此 ，n 阶 拉丁 方 对 应 于 将 1 行 n 列 数组 的 位 置 分 成 下 面 7 个 集合 的 划分 : 
ACO),A(),…,Aln— 1) 

其 中 ， 每 一 个 集合 均 由 ”个 非 攻击 型 车 的 位 置 组 成 。 这 个 观察 结果 容易 从 上 面 的 例子 得 到 验证 。 
注意 ， 如 果 在 拉丁 方 中 用 2 代替 所 有 的 1 并 用 1 代替 所 有 的 2， 其 结果 仍 是 一 个 拉丁 方 。 上 述 结 
果 的 划分 除 集合 A(1) 变 成 A (2) 并 且 A(2) 变 成 A(1) 外 没有 变化 。 更 一 般 地 ， 可 以 任意 交 
换 A(0)，A(1)，…，A(n 一 1)， 结 果 仍 然 是 拉丁 方 。 用 这 种 方法 可 以 产生 n! 个 拉丁 方 。 例 如 ， 
考虑 (10. 8) 中 的 4 行 4 列 拉丁 方 A， 我 们 有 

A(0) = {C0,0),(1,3),(2,2),63,1)} 4(1) = {(0,1),(1,0),(2,3),(3,2)} 369 

A(2) 一 {(0,2),(1,1),(2,0),(3,3)) 4(3) = {(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)} 
设 

A’(0) = A(2),A’'(1) = A(3),A'(2) = A(O),A'(3) = A(l) 

那么 我 们 得 到 一 个 新 的 拉丁 方 A 。 该 结果 为 


1 
2 
3 
0 

交换 各 元 素 0，1，…,，n 一 1 所 占 的 位 置 ， 总 可 以 把 拉丁 方 化 成 标准 型 《standard form)， 
即 在 第 0 行 上 ， 整 数 0，1，…，? 一 1 以 其 自然 顺序 出 现 。 (10.8) 中 的 3 个 拉丁 方 均 为 标 
准 型 。 

《10. 8) 中 的 3 个 拉丁 方 是 建立 在 整数 mod n 加 法 表 上 的 阶 拉丁 方 一 般 结 构 的 具体 例子 。 

定理 10.4.1 设 n 是 正 整 数 。 设 和 A 为 n 行 n 列 数组 ， 它 位 于 i 行 j 列 上 的 项 ai 是 

oj 二 i 十 j(mod n 加 法 ) (i,j 二 0,1,…,n 一 1) 

则 A 是 建立 在 Z, 上 的 n 阶 拉 丁 方 。 


证 明 这 个 数组 的 拉丁 性 质 是 Z, 中 加 法 性 质 的 推论 。 假 设 对 于 这 个 数组 的 某 行 i， 其 i 行 ; 
列 上 的 元 素 与 i 行列 上 的 元 素 相 等 ， 即 


i 十 j= 二 i 十 上 
于 是 , 在 上 式 两 边 加 上 i 在 Z, 中 的 加 法 负 元 一 :， 我 们 得 到 /一 上 A， 这 就 证 明了 在 i 行 不 存在 重复 
的 元 素 。 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 在 任 一 列 上 也 不 存在 重复 的 元 素 。 口 


定理 10. 4. 1 中 构造 的 = 阶 拉丁 方 就 是 乙 中 的 加 法 表 。 存 在 使 用 mod n 整数 的 更 一 般 的 构造 方 
法 ， 它 能 够 构造 更 广泛 的 拉丁 方 。 这 依赖 于 乙 中 某 些 元 素 的 乘法 道 元 的 存在 性 〈 见 定理 10. 1. 2) 。 

例子 考虑 筷 ， 即 mod 5 的 整数 集 。 根 据 定理 10. 1.2, 在 如 中 3 有 乘法 逆 元 ; 事实 上 , 在 盛 
中 ，3X2 二 1。 用 2 中 的 运算 构造 一 个 5 行 5 列 数 组 ， 它 的 ;行列 上 的 元 素 是 w 二 3XiTj。 其 结 
果 是 
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0 1 2 3 4 
0r0 1 2 3 4 
1|3 40 1 2 
2 上 1 2 3 40 (10. 9) 
3|40 1 2 3 
4L2 3 4 0 1 
检验 可 知 ， 我们 得 到 一 个 5 阶 拉丁 方 。 口 


定理 10.4.2 设 n 是 正 整 数 ,，r 是 芭 中 的 非 零 整数 ， 使 得 r 和 nn 的 GCD 为 1。 设 A 为 n 行 nn 
列 数组 ， 其 工行 了 列 上 的 元 素 是 
ay 二 7rXi 十 j(mod n 运算 ) (i,j = 二 0,1,…,n 一 1) 
则 A 是 Z, 上 的 n 阶 拉丁 方 。 
证 明 这 个 数组 的 拉丁 性 质 由 Z, 中 的 加 法 和 乘法 性 质 得 出 。 假 设 对 于 这 个 数组 的 某 行 i， 位 
于 位 置 (i, 7) 和 (i, 有) 上 的 元 素 相等 ， 即 
rrXi 十 7 一 Xi 十 R 
类 似 于 定理 10. 4. 1 的 证 明 ， 在 上 式 两 边 加 上 rXi 的 加 法 道 元 ， 我 们 得 到 7 一 &k&， 从 而 在 行 i 上 不 存 
在 重复 元 素 。 为 证 明 在 任 一 列 上 不 存在 重复 元 素 ， 我 们 还 需要 用 到 rr 入 的 GCD 为 1 的 事实 。 根 
据 定理 10.1.2, r 在 肥 中 有 一 个 乘法 逆 元 xr '。 设 i 行 j 列 与 & 行 j 列 上 的 元 素 相 等 ， 即 
rXit+7;=rXki] 
从 两 边 减 去 ;后 并 重 写 ， 我 们 得 到 
rx(i—k)=0 
乘 以 r'， 我 们 得 到 i 二 k， 这 就 是 说 在 7 列 上 不 存在 重复 元 素 。 因 此 ，A 是 拉丁 方 。 口 
定理 10.4. 1 是 定理 10.4.2 在 r=1 时 的 特殊 情形 。 


在 定理 10.4.2 中 ,用 Z, 中 有 乘法 道 元 的 整数 > 所 构造 的 n 阶 拉丁 方 记 为 L;。 因 此 ，(10. 9) 
中 的 拉丁 方 是 L3。 如 果 r 没 有 乘法 递 元 ， 那么 所 得 到 的 数组 已 不 是 拉丁 方 〈 见 练习 题 39) 。 
还 有 其 他 考虑 拉丁 方 的 拉丁 性 质 的 方法 。 设 
0 0 0. 0 
1 1 。。 1 
R, = : . . 。 (10. 10) 
nl nl … 7 一 1 
和 
0 1 … 7 一 1 
0 1 … 7 一 1 
S, 一 ， ， ， ， (10. 11) 
0 1 … 7 一 1 


是 建立 在 .上 的 行列 数组 ， 如 上 所 示 分 别 具 有 相同 的 行 和 列 。 设 A 是 建立 在 ZZ. 上 的 n 行 n 列 
数组 。 则 A 是 拉丁 方 当 且 仅 当下 列 条 件 满足 : 

(1) 当 数 组 R, 和 A 并 置 2 形 成 数组 R, XA 时， 由 此 而 得 到 的 序 偶 的 集合 等 于 用 ZZ, 的 元 素 能 
够 形成 的 所 有 序 偶 (i，j) 的 集合 。 





加 对 应 项 并 排放 置 。 
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《2) 当 数 组 S, 和 A 并 置 形成 数组 S, XA 时 ， 由 此 而 得 到 的 序 偶 的 集合 等 于 用 2, 的 元 素 而 形 
成 的 所 有 序 偶 (i，j) 的 集合 。 

因为 并 置 数组 有 和 个 序 偶 ， 而 它 恰好 是 用 Z, 的 元 素 所 能 够 形成 的 序 偶 的 个 数 ， 根 据 鲍 梨 原 理 
可 知 ， 上 述 性 质 可 以 表述 为 ，R, x A 中 的 序 偶 彼 此 互 不 相同 ， 而且 S XA 中 的 序 偶 也 彼此 互 不 
相同 。 

例子 用 3 阶 拉丁 方 具体 说 明 上 面 的 讨论 : 




















ro 0 01 ro 1 21] Fr,0) (0,1) (0,2) 
1 1 | 1 2 0 -om (1,2) aa 
[2 2 2| |2 0 1 |c2,2) (2,0) (2,1) 
ro 1 21 ro 1 27 Fro,0) (1,1) (2,2) 
0 1 2|, 1 2 0|—|c0,1) (1,2) (2,0) 
Lo 1 2 [2 0 1) lo,2) do (GD 
在 上 面 两 个 并 置 数组 中 ， 每 个 序 偶 恰 好 出 现 一 次 。 口 [373] 


现在 ， 我 们 把 上 述 构想 用 于 两 个 拉丁 方 。 设 A 和 B 是 两 个 建立 在 Z, 上 的 整数 拉丁 方 ? 。 在 并 
置 数 组 4X 孔 中， 如果 乙 中 整数 的 每 一 个 序 偶 (i，j) 恰好 出 现 一 次 ， 则 称 A 和 已 是 正 交 的 。 我 
们 已 经 在 1. 5 节 欧 拉 的 36 军官 问题 中 介绍 过 正 交 这 个 概念 ， 当 时 给 出 了 两 个 3 阶 正 交 拉丁 方 。 不 
难 验 证 ,不 存在 正 交 的 2 阶 拉丁 方 。 

例子 通过 考察 并 置 数 组 可 以 看 出 ， 下 面 两 个 4 阶 拉丁 方 是 正 交 的 : 


0 1 2 3 0 1 2 3 (0,0) (1,1) (2,2) (3,3) 
103 2 3 2 1 0 (1,3) (0,2) (3,1) (2,0) 口 
2 3 0 1 103 2 (2,1) (3,0) (0,3) (1,2) 
3 2 1 0 23 0 1 (3,2) (2,3) (1,0) (0,1) 


正 交 拉丁 方 可 以 用 于 这 样 一 类 试验 设计 ,为 了 能 够 得 到 有 意义 的 结论 ， 其 中 的 变 差 (variational 
difference) 需要 保持 在 最 小 值 。 我 们 用 农业 方面 的 例子 具体 说 明 它 们 的 应 用 。 

例子 ”我们 要 测试 不 同 水 量 和 不 同类 型 (或 数量 ) 的 肥料 对 某 类 土壤 上 小 麦 产 量 的 影响 。 设 
要 测试 的 水 量 有 ? 种， 肥料 的 类 型 也 有 ”种 ， 因 此 存在 水 和 肥料 的 及 种 可 能 组 合 。 我 们 有 一 块 矩 
形 田 地 供 使 用 ， 把 这 块 地 分 成 x 个 小 地 块 ， 它 们 对 应 x 种 可 能 的 水 肥 组 合 。 没 有 理由 期 望 整个 田 
地 土壤 的 肥力 都 是 相同 的 。 很 有 可 能 第 一 行 的 地 块 肥力 很 高 ， 因 此 ， 小 麦 的 产量 也 会 较 高 ， 而 这 
并 不 单单 是 由 于 施 于 其 上 的 水 量 和 肥料 的 种 类 所 致 。 如 果 我 们 坚持 在 任 一 行 和 任 一 列 上 每 一 种 水 量 出 
现 不 多 于 一 次 ， 类 似 地 ， 在 任 一 行 和 任 一 列 上 每 一 种 肥料 出 现 也 不 多 于 一 次 ， 那 么 就 有 可 能 把 土壤 肥 
力 对 小 麦 产 量 的 影响 降低 到 最 低 。 这 样 ，n 种 水 量 用 到 z 个 地 块 上 应 该 确定 一 个 n 阶 拉丁 方 A，n 种 
肥料 的 使 用 也 应 该 确定 一 个 阶 拉丁 方 B。 因 为 所 及 种 水 一 肥 组 合 要 被 处 理 ， 因 此 ， 当 把 这 两 个 拉 
丁 方 A 和 BB 并 置 时 ， 所 有 r 种 组 合 就 应 该 各 出 现 一 次 。 这 样 ， 拉丁 方 A 和 B 应 该 是 正 交 的 。 于 是 ， 
这 两 个 阶 正 交 拉丁 方 确定 测试 水 和 肥料 对 小 麦 产量 影响 的 一 个 试验 设计 ， 其 中 一 个 拉丁 方 用 于 ”种 
水 量 ， 而 另 一 个 用 于 n 种 类 型 的 肥料 。 在 前 面 例子 中 的 两 个 4 阶 正 交 拉丁 方 为 我 们 提供 4 种 水 量 ( 标 [373 
为 0,1, 2 和 3) 及 4 种 肥料 (也 标 为 0，1，2 和 3) 的 设计 。 口 

现在 ， 我 们 把 正 交 的 概念 从 两 个 拉丁 方 扩展 到 任意 个 拉丁 方 上 去 。 设 A ，A。，…，Ai 均 为 
7 阶 拉丁 方 。 不 失 一 般 性 ， 假 设 这 些 拉丁 方 都 是 基于 Z, 的 。 我 们 称 A, ，A: ，…，A 是 互相 正 交 





日 没有 必要 两 个 拉丁 方 都 基于 同一 个 元 素 集合 。 这 个 选择 只 为 便于 论述 。 
加 ”根据 鲍 梨 原理 ， 我 们 也 可 以 说 每 个 序 偶 至 多 出 现 一 次 。 
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的 ， 如 果 它 们 中 的 每 一 对 A;，A;(i 翅 站 是 正 交 的 。 我 们 将 互相 正 交 的 拉丁 方 记 作 MOLS (mutu- 
ally orthogonal Latin square) 。 在 ?是 素数 的 情况 下 ， 可 以 构造 n 一 1 个 nn 阶 MOLS。 

定理 10.4.3 设 ? 是 素数 。 则 1， 己 ，…， 有 1 是 7 一 1 个 于 阶 MOLS。 

证 明 根据 推论 10. 1. 3， 因 为 ”是 素数 ， 因 此 ， 忆 , 中 每 一 非 零 整数 均 有 乘法 逆 元 。 根 据 定 
理 10.4.2 可 知 ， 数 组 Li， 蕊 ，…，L”' 丝 为 n 阶 拉丁 方 。 设 r 和 s 为 Z, 中 互 不 相同 的 非 零 整 
数 。 我 们 证 明 L, 和 L; 是 正 交 的 。 假 设 在 并 置 数 组 L; XL 中 某 个 序 偶 出 现 两 次 ， 比 如 ，i 行 j 列 
上 的 序 偶 与 # 行 ! 列 上 的 序 偶 相同 。 回 忆 拉 丁 方 上; 和 上 ; 的 定义 ， 这 意味 着 

r Xi 十 一 rrXRAR 二 7 及 Xi 二 7 一 YXR 十 / 
改写 这 两 个 等 式 得 到 
rXG 一 外 一 (一 廊 及 XI 一 外 一 (一 力 
从 而 
rxX(i—k)= sx (i—k) 

假设 i 隆 &。 于 是 (i 一 k) 了 关 90， 从 而 它 在 Z 中 有 乘法 逆 元 。 用 (i 一 k) “' 乘 以 上 面 的 等 式 ， 消 去 
(i 一 k)， 我 们 得 到 一 个 矛盾 ; r= 二 s。 因 此 必然 有 i 二 &， 代 入 第 一 个 等 式 中 ， 得 到 j 二 i。 由 此 推出 ， 
在 L;XL; 中 两 个 位 置 能 够 含有 相同 序 偶 的 唯一 方法 是 这 两 个 位 置 是 同一 个 位 置 ! 这 意味 着 L; 和 
L; 对 所 有 的 r 关 s 都 是 正 交 的 ， 因 此 ，L;， 世 ,，…， Lr ' 是 MOLS。 口 

在 10. 1 节 末 尾 ， 我 们 简要 讨论 了 称 为 域 的 算术 系统 ， 它 满足 通常 的 运算 法 则 。 我 们 曾 提 到 ， 
对 于 每 一 个 素数 p 和 每 一 个 正 整 数 k， 总 存在 有 产 个 元 素 的 域 〈 而 有 限 域 中 元 素 的 个 数 总 是 一 
个 素数 的 医 ) 。 定 理 10. 4. 2 和 定理 10. 4. 3 可 以 扩展 到 任意 有 限 域 。 现 在 我 们 就 来 简要 地 讨论 这 
个 问题 。 

设 下 为 有 ?= 一己 个 元 素 的 有 限 域 ， 其 中 ， 巡 是 某 个 素数 而 &A 为 正 整数 。 设 

ao 一 09al An 
是 下 的 元 素 ， 且 把 oo 记 作 下 的 零 元 。 考 虑 下 的 任意 非 零 元 素 a.(r 关 0)， 并 定义 nn 行 n 列 阵列 如 
下 : A 的 i 行 7 列 上 的 元 素 a; 是 
Qs = a Xata (i,] = 0,1,.%,n—1) 
其 中 的 运算 是 域 让 中 的 运算 。 于 是 ,使 用 类 似 于 定理 10. 4. 2 的 证 明 可 证 在 那个 证 明 中 用 到 的 
只 是 通常 的 算 律 ， 因 为 下 是 域 ， 所 以 满足 这 些 算 律 ) A 是 基于 下 的 元 素 的 n 阶 拉丁 方 。 用 IL% 表 
示 用 这 种 方法 构造 的 拉丁 方 A。 然 后 遵照 定理 10. 4. 39 的 证 明 ， 我 们 得 到 
La ,Ls ,Lr (10. 12) 

是 n 一 1 个 nn 阶 MOLS。 我们 把 这 些 事 实 概括 为 下 面 的 定理 。 

定理 10.4.4 设 n 二 太 是 素数 pp 的 回 的 整数 。 则 存在 n 一 1 个 n 阶 MOLS。 事 实 上 ， 从 ?一 
访 个 元 素 的 有 限 域 出 发 构造 出 的 ma 一 ] 个 nn 阶 拉 丁 方 (10.12) 是 n 一 1 个 n 阶 MOLS，。 口 

例子 下 面 通过 得 出 3 个 4 阶 拉丁 方 来 具体 解释 上 面 的 构造 。 在 10.1 节 ， 我 们 构造 了 有 4 
个 元 素 的 域 。 该 域 的 元 素 是 

ao 一 0aa 一 la 一 ias 一 1 十 ! 


利用 这 个 域 的 算术 (其 加 法 表 和 乘法 表 在 10. 1 节 给 出 )， 我 们 得 到 下 列 拉丁 方 : 


0 1 1 1l+i 

1 0 工 十 1 1 
1 一 . ， 

1 1 十 ! 0 1 

1l+i 1 1 0 





加 ”再 次 强调 ， 只 用 到 通常 的 算 律 。 


第 10 章 组 合 设计 . 233 





0 1 i 1 十 i 
1 i 1+i 0 1 
1l+i i 1 0 
L 1 0 1+i i 
Tr 0 1 i 1+i 
mlti i 1 0 
1 0 1+i i 
| i 1+i 0 1 
L! 就 是 下 的 加 法 表 。 直 接 验 证 可 知 ，L!，Li，L!*i 是 建立 在 下 上 的 3 个 4 阶 MOLS。 口 


根据 定理 10. 4.4 可 知 ， 只 要 nn 是 素数 的 军 ， 就 存在 n 一 1 个 n 阶 MOLS。 是 否 有 可 能 找到 多 
于 7 一 1 个 的 nn 阶 MOLS 呢 ?这 个 问题 的 否定 答案 在 下 面 的 定理 中 给 出 。 

定理 10.4.5 设 n 汪 2 是 正 整 数 ， 并 设 Al，As，…，A, 是 上 个 n 阶 MOLS。 则 kn 一 1; 即 
n 阶 MOLS 的 最 大 个 数 最 多 是 nn 一 1。 

证 明 不 失 一 般 性 ， 假 设 所 给 的 拉丁 方 都 是 基于 Z, 的 元 素 。 首 先 我 们 观察 到 下 面 的 事实 ， 
每 一 个 拉丁 方 4 ，A: ，…，A; 都 可 以 化 成 标准 型 ， 而 且 这 并 不 影响 它们 的 相互 正 交 性 。 后 者 容 
易 验 证 : 因为 如 果 把 两 个 拉丁 方 化 成 标准 型 后 的 并 置 数组 有 重复 的 序 偶 ， 则 并 置 数组 在 一 开始 
就 必然 有 重复 的 序 偶 。 这 样 ， 可 以 假设 每 个 拉丁 方 A ，A;，…，A 都 是 标准 型 。 于 是 ， 对 于 每 
对 A;，A;， 并 置 数 组 A, XA 的 第 一 行为 (0,，0)，(1，1)，…，(n 一 1，n 一 1)。 现 在 考虑 每 个 
A; 的 1 行 0 列 上 的 项 。 这 些 元 素 都 不 能 等 于 0， 因 为 0 已 经 出 现在 0 列 该 元 素 直 接 上 方 的 位 置 
上 。 因 此 ,每 个 Al，A:，…，Ai 的 1 行 0 列 上 的 元 素 为 1，2，…，z?z 一 1 之 一 。 不 仅 如 此 ，A,， 
A:，…，A 中 没有 两 个 在 该 位 置 上 有 相同 整数 。 因 为 ， 如 果 A; 和 A; 都 在 这 个 位 置 上 为 >， 则 并 
置 阵列 A; X A; 就 会 含有 数 对 (r，r) 两 次 ,因为 它 已 经 出 现在 0 行 上 。 因 此 ， 每 个 Al， 
A;,， …,Ai 在 1 行 0 列 上 均 含 有 整数 1， 2，…， n 一 1 之 一 ， 而 且 Al， 4:， ” A 在 这 个 位 置 上 
不 含 相同 整数 。 根 据 铝 集 原理 ， 有 AS" 一 1， 定 理 得 证 。 口 

对 正 整 数 n, 设 N(n) 表示 n 阶 MOLS 的 最 大 个 数 。 因 为 1 阶 拉丁 方 与 它 自己 正 交 2 ， 所 以 
我 们 有 N(1) 二 2。 因 为 没有 两 个 2 阶 拉 丁 方正 交 ， 因 此 有 N(2) 王 1。 根 据 定理 10.4.4 和 定理 
10. 4. 5， 我 们 得 出 

N(n) 二 n 一 1, 如 果 n 是 素数 的 蜂 
自然 想 要 知道 对 所 有 整数 之 2 是 否 N(n) 一 n 一 1 都 成 立 。 不 幸 的 是 ，N(n) 可 能 会 小 于 n 一 1 
(根据 定理 10. 4. 4， 如 果 出 现 小 于 ”一 1 的 情况 ， 那么 ”就 不 可 能 是 素数 的 宪 )。 不 是 素数 窜 的 最 
小 整数 是 n= 一 6， 我 们 不 仅 有 N(6) 关 5， 更 有 N(6) 一 1; 就 是 说 ， 甚 至 不 存在 两 个 6 阶 的 正 交 拉 
丁 方 ! 这 是 由 Tarrye 约 在 1900 年 前 后 验证 的 8 。 我 们 可 以 用 mod n 的 整数 证 明 ， 对 于 每 个 奇 整 
数 存在 一 对 n 阶 MOLS。 

定理 10. 4.6 对 于 每 一 个 奇 整数 n，N(n) 之 2。 

证 明 令 n 为 一 奇 整数 。 我 们 将 证 明 ，Z, 的 加 法 表 A 和 减法 表 B 是 MOLS。A 的 i 行 j 列 上 
的 项 uj 是 45 一 i 十 i (mod n 的 加 法 )， 而 且 根 据 定理 10. 4. 1， 我 们 知道 A 是 一 个 阶 拉丁 方 。B 


的 i 行 j 列 上 的 项 5b; 是 b; 二 ;一 i (modn 的 减法 )， 我 们 首先 证 明 B 是 一 个 拉丁 方 。 这 一 证 明 很 简 





日 n 宇 2 阶 拉丁 方 从 不 与 它 自己 正 交 。 

© G.Tarry, Le probleme de 36 officiers, Comptes Rendu de Association FranCaise pour Avancement de Science 
Naturel, 1 (1900), 122-l23and 2 (1901), 170-230。 

日。 这 的 确 不 是 一 个 显然 的 验证 。 
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单 ， 类 似 于 定理 10. 4. 1 的 证 明 。 假 设 B 的 i 行 上 j; 列 和 上 列 的 整数 相同 。 这 就 是 说 
i 一 j 二 i 一 上 
两 边 加 上 一 :得 到 一 ) 一 一 上 A， 从 而 7 二 上。 因此， 在 一 行 上 不 存在 重复 的 元 素 ， 类 似 地 可 以 证 明 ， 
在 一 列 上 也 不 存在 重复 的 元 素 。 于 是 ，B 是 一 个 拉丁 方 。 
现在 ,我 们 证 明 A 和 B 正 交 。 假 设 在 它们 的 并 置 数 组 AX 召 中 ， 某 个 序 偶 出 现 两 次 ， 比 
方 说 
(az bs) 一 《au bn) 
i 十 7 二 十 lL 和 i 一 j= 二 一 / 
将 这 两 个 方程 相 加 并 相 减 得 到 
2 一 2 和 21 一 2 
记 住 ,7 是 奇数 ， 我 们 观察 到 ，2 和 的 GCD 为 1， 由 定理 10. 1.2 可 知 ，2 在 &. 中 有 乘法 道 元 
2 。 于 是 ， 消 去 上 面 等 式 中 的 2 得 到 i 二 k 和 j 一!。 因 此 ，AX8B 能 够 在 两 个 位 置 上 有 相同 序 偶 
的 唯一 方法 是 这 两 个 位 置 相同 。 因 而 我 们 得 到 A 和 B 是 正 交 的 结论 。 口 
得 到 更 大 阶 数 的 MOLS 的 一 种 方法 就 是 把 MOLS 组 合 起 来 。 不 过 执行 和 验证 这 种 构造 的 记 
法 有 些 麻 烦 ， 因 为 必须 处 理 序 偶 的 序 偶 。 但 是 ， 构 造 的 想法 却 非常 简单 。 我 们 具体 说 明 这 一 想法 
如 下 : 从 两 个 3 阶 MOLS 和 两 个 4 阶 MOLS 得 出 两 个 12 阶 MOLS。 考 虑 如 下 给 出 的 两 个 3 阶 








MOLS， 
0 1 2 0 2 1 
Ai 一 :| A: = :| 
2 0, 1 2 1 0 
它们 分 别 对 应 Za 的 加 法 表 和 减法 表 。 再 考虑 如 下 给 出 的 两 个 4 阶 MOLS; 
0 123 0 123 
1032 2 301 
B, = B, = 
2 301 3 2 10 
3 2 10 10 32 


它们 是 在 定理 10. 4. 4 之 后 构造 的 前 两 个 MOLS 中 分 别 用 2 代替 i 并 用 3 代替 1 十 i 而 得 到 的 。 现 
在 ,我 们 构造 12 行 12 列 的 数组 AGOB, 和 A:GB:， 它 们 定义 如 下 : 首先 用 下 面 4 行 4 列 的 数组 
代替 A, 中 的 每 一 项 4; : 
Cay bo) Cab bi) (ab ,bs) (al ,bs) 
aisblo) (ai 的) (al ,blis) (a ,bls) 
(ai yb) (ab bh) (lai,bl) (al ,bls) 
(di yb) (aysbh) Cabsbl) (a ,bls) 
其 结果 是 基于 12 个 整数 序 偶 (p，9g) 的 12 行 12 列 数组 A1CB,， 其 中 p 在 友 中， 4 在 么 中。 以 
类 似 的 方法 从 As 和 Bs 得 到 12 行 12 列 的 数组 AcoB. 。 经 过 初等 验证 可 知 ，A, COB 和 A, 的 B, 是 
基于 12 个 序 偶 的 集合 的 拉丁 方 且 它们 是 正 交 的 。 我 们 把 验证 工作 留 作 练习 题 。 现 在 ， 为 了 使 这 些 
12 行 12 列 数组 基于 Zi,e ， 我 们 建立 Za 和 序 偶 〈z，9) 之 间 的 一 一 对 应 。 一 共有 12! 种 对 应 方式 ， 
其 中 任意 一 种 都 可 以 实现 这 种 对 应 。 其 中 的 一 个 对 应 是 〈 其 方法 是 取 字 典 序 下 的 序 偶 ) 

(0,0) — 0,(0,1) — 1,(0,2) —> 2,(0,3)—3 


(a} ,Bl1) 一 





@ ”当然 ,这 是 不 必要 的 。 这 么 做 只 是 为 了 避免 使 拉丁 方 变 成 元 素 为 序 偶 的 集合 。 
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(1,0)— 4,(1,1) —>5,(1,2)— 6,(1,3)—7 
(2,0)—8,(2,1)—9,(2,2)—10,(2,3)—11 
用 这 种 方法 得 到 的 两 个 12 阶 MOLS 如 下 所 示 : 








0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1] 0 3 2 5 4 7 6 8 11 10 
2 3 0 1 6 7 4 5 10 11 8 9 
3 2 1 0 7 6 5 4 1] 10 9 8 
4 5 6 7 8 9 10 1 0 1 2 3 
5 4 7 6 9 8 11 10 1 0 3 2 
6 7 4 5 10 11 8 9 2 3 0 1 
7 6 5 4 1l1 10 9 8 3 2 1 0 
8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 
9 8 li 1 0 3 2 5 4 7 6 
lo 11 8 9 2 3 0 1 6 7 4 5 
Lll 10 9 8 3 2 1 0 7 6 5 4 
[0 1 2 3 8 9 10 11 4 5 6 7 
2 3 0 1 10 11 8 9 6 7 4 5 
3 2 1 0 11 10 9 8 7 6 5 4 
1 0 3 2 9 8 1 10 5 4 7 6 
4 5 6 7 0 1 2 3 8 9 10 11 
6 7 4 5 2 3 0 1 10 11 8 9 
7 6 5 4 3 2 1 0 11 10 9 8 
5 4 7 6 1 0 3 2 9 8 1 10 
8 9 10 11 4 5 6 7 0 1 2 3 
10 1l1 8 9 6 7 4 5 2 3 0 1 
ll 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
| 9 8 ll 10 5 4 7 6 1 0 3 2 


将 上 面 构造 过 程 一 般 化 ， 产 生 如 下 结果 。 
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定理 10. 4.7 如 果 存 在 一 对 m 阶 MOLS 和 一 对 上 阶 MOLS， 则 存在 一 对 mk 阶 MOLS。 更 


一 般 地 ， 
Nmk) > min{ NCm), NC(k)) 
结合 定理 10. 4. 7 与 定理 10. 4.4 得 到 如 下 结果 。 
定理 10.4.8 设 n 宇 2 是 整数 ， 并 设 
n= 二 pi Xp2XxX…XxXpe 
是 将 nn 分 解 为 互 不 相同 素数 pp ，p,，…，p; 的 素 因 子 分 解 。 则 
NOn) > min(pi —1:i= 1,2,.…,k} 
证 明 ”应 用 定理 10.4.7， 并 对 n 的 互 不 相同 的 素数 因子 个 数 & 作 简单 归纳 ， 我 们 得 到 
N(n) > min{N(pi) :i= 1,2,.",k} 
再 根据 定理 10. 4.4， 我 们 有 
六 人) 一 让 一 1 
定理 得 证 。 
推论 10. 4.9 设 >2 是 整数 ， 但 不 是 奇数 的 两 倍 。 则 存在 一 对 正 交 的 于 阶 拉 丁 方 。 


口 
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证 明 如 果 了 之 是 素数 且 e 是 正 整数 ， 则 只 要 不 是 2 一 2 和 e 二 1， 我 们 就 有 立 一 1I 兰 2。 因此 ， 
如 果 的 素 因子 分 解 不 是 恰好 含有 一 个 2， 就 是 说 ， 如 果 n 不 是 奇数 的 两 倍 ， 则 由 定理 10. 4. 8， 
我 们 有 N(n) 宇 2。 口 

推论 10. 4, 9 不 保证 一 定 存在 一 对 n 阶 MOLS 的 整数 ”为 

2,6,10,14,18,… ,4 十 2, 《10. 13) 
我 们 曾 提 到 过 不 存在 2 阶 MOLS 对 和 6 阶 MOLS 对 。 于 是 ， 无 法 确定 其 存在 性 的 第 一 个 整 
数 是 x 二 10。 欧 拉 在 1782 年 猜测 ， 对 于 序列 (10. 13) 中 的 整数 za， 均 不 存在 2” 阶 MOLS 对 。 
但 是 ， 在 Bose、Shrikhande 和 Parkere 的 共同 努力 之 下 ， 他 们 成 功 地 证 明了 欧 拉 猜想 只 对 n= 
2 和 zx 一 6 成 立 ; 也 就 是 说 ， 除 2 和 6 外 ， 对 于 序列 〈10. 13) 中 的 每 一 个 整数 n 均 存在 一 对 
n 阶 MOLS。 我 们 不 证 明 这 个 结果 ， 但 是 下 面 给 出 由 Parker 在 1959 年 构造 的 一 对 10 阶 











MOLS; 
ro 6 54789 123 
9 106 578 2234 
8921067345 
78932104556 
1789432560 
3278954601 
5 437896012 
234560 1789 
4 560123978 
380 leo012345897 
ro 987135 2 4 6 
6 198724350 
50298734561 
46 13987502 
7 5024986 13 
876135902 14 
9870246135 
123456078 9 
2345601897 
La45601297 8 


大 约 近 200 年 来 ，10 是 欧 拉 猜想 的 最 小 的 未 确定 情况 。 
根据 定理 10. 4. 5， 对 每 一 个 整数 mn 宇 2， 我 们 有 N(z) 委 2” 一 1， 根 据 定理 10. 4.4， 如 果 ? 是 素 
数 的 寡 ， 则 这 个 不 等 式 就 变 成 等 式 。 除 此 之 外 ， 不 存 其 他 使 得 N(n)==n 一 1 成 立 的 nn 值 。 下 面 我 
们 建立 "一 1 个 2 阶 MOLS 与 10.2 节 的 区 组 设计 之 间 的 联系 。 设 A, ，A,，…，A,_ 1 表示 n 一 1 个 nn 
阶 MOLS。 我 们 使 用 下 面 x 十 1 个 数组 
及 ,SA AAA (10. 14) 
来 构造 参数 为 


© R.C.Bose, S.S. Shrikhande, and E. T. Parker: Further Results on the Construction of Mutually Orthogonal Lat- 
in Squares and the Falsity of Eulers Conjecture，Canadian J . Math. ，12 (1960)，189-203。 也 可 参见 由 Martin 
Gardner 撰写 的 发 表 在 Scientific American (November，1959) 的 Mathematical Games 专栏 上 的 报道 。 

后”E. T. Parker:， Orthogonal Latin Squares, Proc. Nat. Acad. Sciences, 45 (1959), 859-862, 
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b= 二 nv = R=nr = n+l,A=1 
的 区 组 设计 8， 其 中 ，R, 和 S, 由 式 (10.10) 和 (10. 11) 定义 。 回 想 一 下 ，A,(k) 表 示 的 是 A 
中 被 (二 0，1，…， 7 一 1) 占据 的 位 置 的 集合 。 因 为 A; 是 拉丁 方 ， 所 以 A;(k) 包含 每 一 行 上 
的 一 个 位 置 和 每 一 列 上 的 一 个 位 置 ， 特 别 地 ，A;(%) 中 没有 属于 同一 行 或 同一 列 的 两 个 位 置 。 
我 们 对 R, 和 S, 也 使 用 相同 记 法 。 例 如 ，R,(0) 表 示 R, 中 被 0 占据 的 位 置 的 集合 ， 并 且 这 个 
集合 是 0 行 的 位 置 的 集合 ，S, (1) 表 示 S; 中 被 1 占据 的 位 置 的 集合 ， 并 且 是 1 列 的 位 置 的 
集合 。 . 

我 们 将 样品 集合 X 取 作 行列 数组 的 wv 二 ww 个 位 置 的 集合 
X= {i,7):i =0,l, ,nm—1;j=0,1,.,n—1) 

《10. 14〉 中 的 2 十 1 个 数组 中 的 每 一 个 数组 都 确定 nn 个 区 组 : 


RO)R,(1)°…R,(n— 1) (10. 15) 

9, 0)S. (1)…S Ca 一 1) (10. 16) 
A0) A(l) .: A(n—1) 

: : 人 : (10. 17) 
Ar1C0) All) … A,il(n—1) 


这 样 我 们 有 5 二 nX (nn 十 1) = 及 十 n 个 区 组 ， 每 个 区 组 含有 一 n 个 样品 。 设 8 表 示 这 些 区 组 的 集 
合 。 为 了 能 够 断定 8 是 有 给 定 参数 的 BIBD， 只 需 验 证 每 一 对 样品 恰好 在 一 1 个 区 组 中 同时 出 现 。 
我 们 要 考虑 三 种 可 能 情况 : 

(1》 在 同一 行 的 两 个 样品 : 它们 恰好 同 在 〈10. 15) 的 区 组 中 的 一 个 之 中 ， 但 不 在 其 他 区 组 中 。 

(2) 在 同一 列 的 两 个 样品 : 它们 恰好 同 在 〈10. 16) 的 区 组 中 的 一 个 之 中 ， 但 不 在 其 他 区 组 中 。 

(3) 两 个 样品 (i,，j) 和 (p,q) 属于 不 同 的 行 与 不 同 的 列 : 这 两 个 样品 不 会 同时 存在 于 
《10.15) 和 (10,. 16) 的 任 一 个 区 组 中 。 事 实 上， 假设 它们 同时 存在 于 区 组 A,(e) 和 A.( 有 中 。 这 
意味 着 A, 的 ; 行 7 列 的 位 置 和 记 行 g 列 的 位 置 存在 一 个 元 素 e， 并 且 ， 在 A, 的 同样 位 置 上 存在 
一 个 元 素 f。 如 果 r 产 ;， 那么 ， 在 并 置 数 组 A, x A, 中 序 偶 (e，f) 出 现 两 次 ， 这 与 A, 和 A, 正 
交 矛 盾 。 因 此 ， r= 二 ;:， 这 表明 在 A, 的 i 行 ; 列 的 位 置 上 以 及 p 行 g 列 的 位 置 上 ， 同 时 有 e 和 下 存 
在 。 我 们 得 到 e 一 的 结论 。 因 此 ，A,(e) 和 A,( 几 是 同一 区 组 ， 从 而 得 出 (i, j) 和 ( 户 ，9) 至 
多 同 在 一 个 区 组 的 结论 。 

到 此 ， 我 们 知道 ， 每 一 对 样品 至 多 同 在 一 个 区 组 中 ， 这 足以 使 我 们 断定 每 一 对 样品 恰好 同 在 
一 个 区 组 中 。 通 过 类 似 于 10. 2 节 我 们 曾 做 过 的 计数 论证 得 到 : 共有 x 个 样品 ， 可 以 把 它们 分 成 
WC 一 1)/2 对 ， 我 们 知道 每 一 对 至 多 在 wr 十 n 个 区 组 中 的 一 个 区 组 中 。 每 个 区 组 及 个 样品 ， 
因此 每 个 区 组 有 n (mn 一 1) /2 个 对 。 对 于 所 有 的 区 组 共有 


2 nn—1) (om1) 
(n tnx 一 一 


对 ， 而 上 面 这 个 数 恰 好 又 是 样品 的 总 对 数 。 因 此 ， 根 据 铝 梨 原 理 ， 每 一 对 样品 必然 恰 在 一 个 区 组 
中 。 因 此 ,8 是 指数 4 二 1 的 BIBD。 

注意 ， 上 面 构造 出 的 设计 8 在 讨论 Steiner 系统 的 10. 2 节 意 义 下 是 可 解 的 〈resolvable) 。 到 十 
nn 个 区 组 的 集合 分 成 4 十 1 个 部 分 (可 解 类 )， 每 个 部 分 有 nn 个 区 组 〈 见 (10.15)， (10.16) 和 
(10. 17)) ， 而 每 个 可 解 类 均 是 于 个 样品 的 一 个 划分 。 | 

例子 下 面 我 们 用 两 个 3 阶 拉丁 方 具体 说 明 前 述 的 构造 BIBD 的 方法 : 
0 1 2 0 2 1 
1 2 1 4 一 |1 0 | 

2 1 0 


2 0 1 


Al = 
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样品 是 9 行 9 列 数组 上 的 9 个 位 置 ， 而 区 组 则 由 下 面 的 可 解 类 的 几何 图 示 表 示 : 


. . .© . e .. 
如 果 把 样品 看 作 点 ， 把 区 组 看 作 线 ， 并 如 通常 那样 当 两 条 线 没 有 公共 点 时 称 这 两 条 线 平行 ， 那 么 
上 面 图 示 中 的 每 一 个 〈 可 解 类 ) 均 由 3 条 平行 线 组 成 。 恰 好 同属 于 一 个 区 组 的 每 一 对 样品 变 成 恰好 确 
定 一 条 线 的 两 点 。 设 计 的 可 解 性 也 变 为 如 下 性 质 : 给 定 一 条 线 和 不 在 其 上 的 一 点 ， 恰 好 存在 一 条 平行 
于 前 一 条 包含 给 定点 的 线 的 线 。 这 就 是 所 谓 的 欧 几 里 得 几何 的 平行 公设 〈paraliel postulate) 。 
定理 10. 4. 10 设 n 汪 2 是 整数 。 如 果 存 在 n 一 1 个 n 阶 MOLS， 则 存在 有 参数 
b=rn+nv= nkR=n,r=n+l1l,A=1 (10. 18) 
的 可 解 BIBD。 反 之 ， 如 果 存 在 参数 为 〈10. 18) 的 可 解 BIBD， 则 存在 "一 1 个 n 阶 MOLS。 
证 明 前面 已 经 指出 如 何 从 n 一 1 个 nn 阶 MOLS 构造 有 参数 (10. 18) 的 可 解 BIBD。 这 个 过 
程 是 可 逆 的 。 我 们 概述 如 何 进行 ， 并 把 其 中 的 一 些 细节 留 作 练习 题 去 验证 。 假 设 存 在 有 参数 
(10. 18) 的 可 解 BIBD。 因 为 存在 w 个 样品 ， 并 且 每 个 区 组 含有 ?2 个 样品 ， 因 此 每 个 可 解 类 包含 
n 个 区 组 。 不 仅 如 此 ， 因 为 存在 zr 十 n 个 区 组 ， 因 此 存在 n 十 1 个 可 解 类 


B1 ,Bz ,*** ,Bt 

为 了 将 这 些 样品 “坐标 化 ”， 我 们 使 用 两 个 可 解 类 B, 和 8,+1 。 设 8 中 的 区 组 是 
Ho ,Hl ss Hi 

而 B.+: 中 的 区 组 是 
VosVis***, Vl 


( 瑟 表 示 水 平 而 V 表示 垂直 )。 给 定 任意 样品 t+， 在 0 和 一 1 之 间 存 在 瞧 一 的 i,， 使 得 x 在 H; 中 ， 
同时 在 0 和 "一 1 之 间 存 在 唯一 的 7， 使 得 x 在 V; 中 。 这 样 就 给 每 一 个 样品 z 指定 一 个 有 序 对 坐标 
(i， 站 。 而 且 ， 因 为 指数 等 于 1， 所 以 两 个 不 同 的 样品 不 会 得 到 相同 的 坐标 《如 果 工 和 y 都 有 坐 
标 (i，7)， 那 么 x 和 y 就 会 同时 落 入 两 个 区 组 瓦 和 V 中 )。 于 是 ,我 们 就 可 以 把 样品 集 XX 看 成 是 
坐标 对 9 : 
X= {i= 0 ,nom1;j) = 0,1,.,n—1} 
现在 考虑 另 一 个 任意 的 可 解 类 B。，(p 一 0，1，…，n 一 1)。 设 8。 中 的 区 组 标记 为 
A, (0), A, (1) ,A,n— 1) 

这 些 区 组 把 X 划分 成 个 大 小 为 n 的 集合 。 正如 标记 所 提示 的 那样 ， 设 A, 是 这 样 的 一 个 n 行 n 
列 的 数组 ， 即 在 A,(&) 的 每 个 位 置 上 有 一 个 例如 ， 若 在 A, 的 ; 行 有 两 个 &， 就 意味 着 有 两 个 





S ”我 们 在 解析 几何 中 做 类 似 的 标识 .给 平面 上 的 点 赋予 坐标 ， 因 此 坐标 “ 变 成 了 ”点 。 
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样品 (i,，a) 和 “i，b) 嫩 在 区 组 五 ; 又 在 区 组 4,(A) 中 。 因 此 ，A, 是 一 个 拉丁 方 。 此 外 ， 对 于 
因 g，4, 与 4A, 正 交 : 即 如 果 并 置 数 组 A, XA, 在 ; 行 7 列 的 位 置 上 和 在 xz 行列 的 位 置 上 含有 
相同 的 序 偶 ， 那 么 这 两 个 样品 (i，;) 和 (xz，z) 就 会 在 两 个 区 组 中 。 因 此 ，A, ，4, ，…，A，， 
是 n 阶 MOLS。 口 

下 面 以 人 们 在 构造 拉丁 方 的 过 程 中 自然 产生 的 一 些 问题 结束 本 节 的 内 容 。 

构造 n 阶 拉丁 方 有 三 种 自然 的 方法 : 

(1) 逐 行 构造 

(2) 逐 列 构造 

(3) 逐个 元 素 构造 

前 两 种 方法 非常 相似 ， 我 们 只 考虑 第 一 种 。 

逐 行 构造 拉丁 方 指 的 是 一 次 得 出 完整 的 一 行 。 于 是 ， 我 们 如 下 构造 一 个 3 阶 拉 丁 方 : 首先 选择 {0， 
1，2} 的 一 个 排列 作为 第 0 行 ， 比 如 2，1，0 作为 第 0 行 ， 然 后 再 选 一 个 排列 作为 第 1 行 ， 比 如 0，2，1 
作为 第 1 行 (但 在 其 任 一 列 的 位 置 上 不 能 出 现 重复 的 整数 )， 然 后 选择 一 个 排列 作为 第 2 行 ， 比 如 1，0， 
2 作为 第 2 行 〈 实 际 上 ， 如 果 我 们 只 是 不 知道 拉丁 方 的 最 后 一 行 而 其 余 各 行 都 知道 的 话 ， 那 么 最 后 一 行 
可 以 唯一 地 填 人 ， 这 是 因为 必须 在 每 一 列 的 位 置 上 写 人 该 列 尚未 出 现 的 整数 )。 其 结果 是 


2 1 0 
0 2 1 
1 0 2 


如 果 用 这 种 方法 构造 拉丁 方 ， 即 在 每 一 步 都 要 为 下 一 行 选 择 一 个 允许 的 排列 ， 那 么 我 们 是 否 会 
被 迫 半途 终止 呢 ? 

逐个 元 素 构 造 拉 丁 方 指 的 是 一 次 一 个 元 素 地 插入 每 个 元 素 出 现 的 所 有 位 置 。 于 是 ， 我 们 可 
以 这 样 构造 上 面 的 3 阶 拉丁 方 : 首先 选择 3 个 0 的 位 置 〈 三 个 非 攻 击 型 车 的 位 置 )， 然 后 选择 3 
个 1 的 位 置 ， 最 后 是 2 的 3 个 位 置 〈 像 逐 行 构造 一 样 ， 这 里 的 最 后 一 步 也 是 唯一 确定 的 )。 如 果 
我 们 用 这 种 方法 构造 拉丁 方 ， 即 在 每 一 步 都 要 为 下 一 个 整数 选择 一 些 位 置 ， 那么 我 们 是 否 会 被 
迫 半 途 终止 呢 ? 

第 9 章 的 定理 9. 2. 2 能 为 我 们 回答 这 两 个 问题 S 。 首 先 我 们 给 出 一 个 与 第 一 个 问题 相关 的 定义 。 

设 m 和 nn 为 整数 日 m 夺 n。 基 于 2. 中 的 整数 的 拉丁 矩形 〈Latin rectangle) 是 一 个 mm 行 n 列 
的 数组 ， 使 得 在 任 一 行 和 任 一 列 上 没有 整数 重复 出 现 。m 行 n 列 拉 丁 和 矩形 的 每 一 行 都 是 (0， 
1，…，n 一 1} 的 一 个 排列 ， 而 且 没 有 列 包 含 重 复 的 整数 。 如 果 m= 二 x， 则 对 拉丁 矩形 的 定义 等 价 
于 拉丁 方 的 定义 98。 下 面 是 3 行 5 列 拉丁 矩形 的 一 个 例子 : 

0 1 2 3 4 

3 4 0 1 :| 
4 0 3 2 1 
我 们 说 x 行 n 列 拉 丁 和 矩形 上 可 以 完备 化 ， 如 果 能 够 添加 n 一 m 行 到 上 上 并 得 到 一 个 n 阶 拉丁 方 
L" 。 这 样 的 拉丁 方志 "叫做 世 的 完备 化 《〈completion) 。 例 如 ， 上 面 的 拉丁 矩形 工 的 一 个 完备 化 是 








1 2 3 4 
340 1 2 
403 2 1 
2314 0 
124.0 3 


日 让 “ 猫 出 袋子 ”， 我 们 从 不 会 半途 终止 。 
加 ”又 是 合集 原理 ! 
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第 一 个 问题 的 管 案 是 下 述 定理 的 一 个 必然 结果 。 

定理 10.4.11 设 L 为 基于 Z, 的 m 行 n 列 拉丁 适 形 ， 且 m<n， 则 上 工 有 完备 化 。 

证 骨 ”只 和 需 证 明 能 够 添加 一 个 新 行 到 上 中 以 得 到 Cm 十 1) 行列 拉丁 矩形 即 可 ， 这 是 因为 
接 下 来 可 以 递归 地 进行 下 去 直到 得 到 一 个 拉丁 方 为 止 。 我 们 这 样 定 义 集合 二 {0，1，*…，7 一 
1) 的 子 集 的 族 4 二 A,，A。，…A,): 每 一 个 4 是 Z, 中 没有 第 i 列 上 出 现 的 整数 的 集合 。 因 为 
了 是 一 个 到 行列 拉丁 和 矩形， 所 以 每 一 个 A; 正好 包含 n 一 m 个 元 素 。 另 外 ， 因 为 Z, 中 的 每 一 个 
整数 正好 在 L 的 x 行 的 每 一 行 出 现 一 次 ， 且 出 现在 不 同 的 列 上 ， 所 以 ZZ 中 的 每 一 个 整数 正好 在 
上 4 的 n 一 m 个 集合 中 出 现 。 

假设 4 存在 一 个 SDR (al ，az，…，an)。 则 CI CQ29， ”9》 as 是 0， 1, ,nn—1 中 以 某 种 顺 
序 出 现 的 整数 ， 又 因为 对 于 每 一 个 i，a; 在 A; 中 ， 所 以 ai 不 可 能 出 现在 L 的 第 i 列 上 。 于 是 , 我 
们 就 可 以 把 a; ，as，*…，a 作为 新 行 加 入 工 中 成 为 第 m 十 1 行 ， 因 此 就 如 期 得 到 一 个 Cm 十 1) 行 n 
列 的 拉丁 矩形 。 所 以 只 需 证 明 A4 的 确 存在 一 个 SDR 即 可 。 根 据 定理 9.2.2， 只 需 证 明 .A 满足 婚姻 
条 件 MC (参见 第 9 章 练 习题 15) 即 可 。 

考虑 取 自 于 {1，2,，…，n} 中 的 个 不 同 整数 ， 并 设 

d 一 |A; U A; U … UA; | 

我 们 有 两 种 方法 计算 


a= |Ai | 十 14。 | 十 … 十 |A | 
一 方面 ， 因 为 4 中 每 一 个 集合 正好 包含 "一 既 个 整数 ， 所 以 a 二 k(n 一 m)。 另 一 方面 ，Z 中 每 一 
个 整数 正好 在 A 中 的 一 m 个 集合 中 出 现 ， 因 此 AUA,U…UA, 中 的 gq 个 整数 中 的 每 一 个 整数 
至 多 在 A， ，4。，…，A, 中 的 n 一 mx 个 集合 中 出 现 。 因 此 ag (n 一 m)。 因 此 ， 我们 有 
k(n—m) = a qn m) 
消去 ”一 m 之 1， 我 们 得 到 £49， 即 
|A， U A; U 机 U A; | 之 上 
因此 ，MC 条 件 得 到 满足 ， 4 有 SDR， 所 以 拉丁 和 矩形 上 有 完备 化 。 口 
下 面 的 定义 与 我 们 的 第 二 个 问题 相关 。 考 虑 一 个 n 行 n 列 的 数组 LL， 在 工 中 有 些 位 置 尚 未 
有 元 素 占 据 ， 其 余 位 置 则 被 ‘0，1，…， nn 一 1} 中 的 整数 占据 。 假 设 如 果 一 个 整数 在 工 中 出 
现 ， 那么 它 出 现 n 次 并 且 没 有 两 个 在 同一 行 或 同一 列 上 。 此 时 我 们 称 工 为 半 拉 丁 方 (semi- 
Latin square) 。 如 果 和 2 个 不 同 的 整数 出 现在 世 中 ， 那 么 我 们 就 说 世 有 指数 (index) m。 下 面 的 
例子 是 指数 为 3 的 5 阶 半 拉 丁 方 : 




















|2| ol|1 


可 以 把 这 个 例子 看 成 是 5 行 5 列 棋盘 〈 我 们 已 经 这 样 具 体 解 释 过 )， 棋 盘 上 有 5 个 红 非 攻击 
型 车 (0)，5 个 白 非 攻击 型 车 (1) 以 及 5 个 蓝 非 攻击 型 车 (2)。 我 们 要 寻找 的 是 这 张 棋盘 上 的 5 
个 绿 非 攻击 型 车 和 5 个 黄 非 攻击 型 车 的 位 置 。 如 果 把 3 看 作 是 绿 非 攻击 型 车 而 把 4 看 作 是 黄 非 攻 
击 型 车 ， 则 解 可 由 下 面 的 半 拉 丁 方 给 出 : 
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OO 一 Dp 


2 
0 
3 
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~ DD ODO 5— 
co 一 oO 
OP 


3 2 1 

我 们 说 一 个 n 阶 半 拉丁 方 L 可 以 被 完备 化 成 拉丁 方 是 指 能 够 将 元 素 填 入 空白 位 置 而 得 到 一 
个 阶 拉丁 方 L* 。 得 到 的 这 个 拉丁 方志 叫做 世 的 完备 化 。 我 们 第 二 个 问题 的 答案 是 本 章 最 后 一 
个 定理 的 推论 。 

定理 10.4. 12 设 上 为 n 阶 半 拉 丁 方 并 且 其 指数 m<n， 则 工 有 完备 化 。 

证 明 假设 在 工 中 出 现 的 整数 为 0，1，…，m 一 1。 下 面 只 需 证 明 能 够 找到 ”个 空白 位 置 并 
将 m 填 人 以 得 到 指数 为 m 十 1 的 nn 阶 拉丁 方 即 可 ， 因 为 如 果 能 够 做 到 这 一 点 ， 接 下 来 就 可 以 递归 
地 继续 下 去 。 

类 似 于 定理 10. 4. 11 的 证 明 ， 集合 2Z, 二 10，1，…，n 一 1} 的 子 集 族 4 二 (Al，A;，…，A,) 
定义 为 对 于 每 一 个 i，A, 是 由 第 i 行 中 被 占据 的 位 置 ; 组 成 的 。 于 是 ， 对 于 每 一 个 有 1A,| = 
n 一 m， 且 Z, 中 的 每 一 个 整数 正好 在 A 中 的 n 一 m 个 集合 中 出 现 。 如 在 定理 10. 4. 11 的 证 明 中 那 
样 ， 这 个 族 4 有 SDR。 这 个 SDR 告诉 我 们 把 整数 mr 十 1 放 在 每 一 行 的 哪个 位 置 上 才能 得 到 一 个 指 
数 为 m 的 半 拉 丁 方 。 口 

定理 10. 4. 11 和 定理 10. 4. 12 之 间 的 相似 性 不 是 偶然 的 。 因 为 m 行 x 列 拉 丁 矩 形 与 指数 为 m 
的 nn 阶 半 拉丁 方 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 从 而 可 以 把 定理 10, 4. 11 的 证 明 转 化 成 为 定理 10. 4. 12 的 证 
明 ， 反 之 亦 然 。 其 中 的 一 一 对 应 如 下 : 设 革 是 一 个 〈 基 于 乙 的 ) m 行 n 列 拉丁 矩形 ， 并 设 位 于 i 
行 j 列 处 的 项 记 作 a;。 我 们 这 样 定 义 一 个 nXn 的 数组 B; 令 位 于 i 行 7 列 上 的 项 5b; 是 k， 只 要 i 
在 L 的 & 行 7 列 上 出 现 。 因 此 

b; 二 当 生 仅 当 a =1 
吾 中 的 某 些 位 置 没有 被 占据 ， 因 为 如 果 mm<m， 有 些 整数 就 不 会 在 工 的 列 上 出 现 。 我 们 把 下 面 这 
个 问题 留 作 练习 题 ， 证 明 从 工 中 如 此 这 般 构造 出 的 数组 B 是 一 个 指数 为 m 的 半 拉 丁 方 。 
例子 ”考虑 3X5 拉丁 矩形 
0 1 2 3 4 
A= E 4 1 0 2 


1 0 4 2 3 
于 是 ， 根 据 前 面 的 构造 方法 ,我 们 得 到 一 个 指数 为 3 的 5 阶 半 拉丁 方 召 





10.5 练习 题 


. 计算 整数 mod 4 的 加 法 表 和 乘法 表 。 

计算 整数 mod 4 的 减法 表 并 将 其 与 练习 题 1 算出 的 加 法 表 作 比较 。 

计算 整数 mod 5 的 加 法 表 和 乘法 表 。 

计算 整数 mod 5 的 减法 表 并 将 其 与 练习 题 3 算出 的 加 法 表 作 比较 。 

证 明 : 在 忆 的 mod n 运算 中 没有 两 个 整数 有 相同 的 加 法 逆 元 。 通 过 驻 巢 原理 得 出 
(一 0 一 1 一 2 一 (一 1]) = {0,1,2,…,n 一 1} 

的 结论 。( 记 住 ， 一 a 是 在 &, 中 与 a 相 加 时 结果 为 0 的 整数 。) 


中 
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证 明 :，Z, 的 减法 表 的 列 是 2, 的 加 法 表 的 列 的 重 排 (参见 练习 题 2 和 练习 题 4) 。 
计算 整数 mod 6 的 加 法 表 和 乘法 表 。 
利用 mod 8 的 算术 ， 确 定 Zs 中 的 整数 的 加 法 逆 元 。 
确定 整数 mod 20 中 的 3，7，8 和 19 的 加 法 道 元 。 
. 确定 Zi 中 哪些 整数 有 乘法 逆 元 ， 并 在 乘法 北 元 存在 时 将 它们 求 出 。 
- 对 Zx 中 的 下 列 每 一 个 整数 ， 如 果 其 乘法 道 元 存在 ， 确 定 其 乘法 闭 元 : 
4,9,11,15,17,23 

证 明 : n 一 1 在 2 中 总 有 乘法 逆 元 (n 之 2)。 
设 n=2m 十 1 是 一 个 奇 整数 ， 且 mm 之 2。 证 明 : m 十 1 在 Z, 中 的 乘法 逆 元 是 2。 
应 用 10. 1 节 中 的 算法 求 出 下 列 整数 对 的 GCD， 
(a) 12 和 31 
(b) 24 和 82 
(c) 26 和 97 
(d) 186 和 334 
(e) 423 和 618 
对 于 练习 题 14 中 的 每 一 对 整数 ， 设 mx 表示 数 对 的 第 一 个 整数 ，n 表示 数 对 的 第 二 个 整数 。 当 m 在 2 
中 存在 乘法 逆 元 时 ， 确 定 该 乘法 逆 元 。 
. 将 10. 1 节 计 算 GCD 的 算法 应 用 于 15 和 46， 然 后 用 这 个 结果 去 确定 15 在 Zs 中 的 乘法 逆 元 。 
从 域 2 出 发 ， 证 明 十 x 十 1 不 能 以 非 平凡 的 方式 分 解 《〈 变 成 以 Z 中 元 素 为 系数 的 多 项 式 的 乘积 )， 
然后 利用 该 多 项 式 构造 有 2 一 8 个 元 素 的 域 。 设 i 是 该 多 项 式 添加 到 Z: 中 的 根 ， 然 后 做 下 列 计算 : 
(a) (1 十 说 十 (1 十 i 十 六 ) 
《b) 〈I 十 好) 十 (1 十 记 ) 
(c) i 
(d) 亡 X(1L 十 i 十 这) 
(e) (1 十 DC1 十 i 十 己 》 
(f) (+ 
存在 参数 为 gb 王 10，Y 一 8，r 一 5 和 上 二 4 的 BIBD 吗 ? 
存在 参数 满足 5 二 20，v 二 18, & 二 9 及 vr 二 10 的 BIBD 吗 ? 
设 B8 是 参数 为 6，，v, 上 ，r，4 的 BIBD， 其 样品 集 为 X= 二 {x1，zxz，…，zs}， 它 的 区 组 是 B  ，Bs ，…， 
B,。 对 于 每 一 个 区 组 B;， 设 B; 表 示 那 些 不 属于 B; 的 样品 的 集合 。 设 为 X 的 子 集 B1 ，B,，…， 忆 的 
集合 。 证 明 : 如 果 我 们 有 2 一 2r 十 0， 则 : 是 参数 为 

b=bv = vk =v—kr 一 0 一 一 六 一 27 十 和 
的 区 组 设计 。BIBD8 叫做 8 的 补 设计 (complementary design) 。 
确定 有 10. 2 节 中 给 出 的 参数 5b 二 vw 二 7,& 二 r 二 3, 4 二 1 的 BIBD 的 补 设计 。 
确定 有 10. 2 节 中 给 出 的 参数 6 一 v 一 16, 一 r 二 6， 一 2 的 BIBD 的 补 设计 。 
. BIBD 和 它 的 补 的 关联 和 矩 阵 有 何 关系 ? 
证 明 ， 有 wv 个 样品 县 其 区 组 大 小 & 等 于 v 一 1 的 BIBD 没有 补 设计 。 
证 明 : 带 有 参数 b6，v,，k，r,， 的 BIED 有 补 设计 当 且 仪 当 2<k<&v 一 2 ( 见 练习 题 20 和 练习 题 24)。 
设 了 为 Z 中 的 差分 集 。 证 明 ; 对 于 ZZ 中 的 每 个 整数 k，B 十 k 也 是 差分 集 〈 这 意味 着 ， 不 失 一 般 性 ， 
我 们 总 能 够 假设 差分 集 包 含 0， 因 为 如 果 不 包 含 0， 则 可 以 用 B 十 代替 之 ， 其 中 是 B 中 任意 整数 的 
加 法 逆 元 ) 。 
证 明 : Z, 本 身 是 Z, 中 的 一 个 差分 集 (它们 是 平凡 的 差分 集 ) 。 
证 明 ，B 二 {0，1，3，9} 是 Zs 中 的 差分 集 ， 并 用 该 差分 集 作为 初始 区 组 构造 一 个 SBIBD。 确定 这 个 区 
组 设计 的 各 参数 。 
.B 一 {0，2，5，11} 是 Zu 中 的 差分 集 吗 ? 
, 证 明 : B=10，2，3，4，8)} 是 ZZ 中 的 差分 集 。 由 B 发 展 出 来 的 SBIBD 的 参数 是 什么 ? 
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证 明 ; B 王 (0，3，4，9，11} 是 Zz 中 的 差分 集 。 

用 定理 10. 3. 2 构造 一 个 指数 为 1 且 有 21 个 样品 的 Steiner 三 元 系 。 

设 :是正 整 数 。 用 定理 10. 3.2 证 明 ， 存 在 指数 为 1 且 有 3' 个 样品 的 Steiner 三 元 系 。 

设 1 是 正 整数 。 证 明 ， 如 果 存 在 指数 为 1 且 有 个 样品 的 Steiner 三 元 系 ， 那 么 存在 有 过 个 样品 的 Stei- 

ner 三 元 系 〈 见 练习 题 33)。 ， 

假设 存在 一 个 Steiner 三 元 系 ， 其 参数 是 5，v，k，r，X，、 其 中 有 = 二 3。 设 4 是 除 以 6 后 的 余数 。 用 定理 

10. 3. 1 证 明 下 列 结论 : 

(1) 如 果 a 二 1 或 5， 则 wv 被 6 除 的 余数 为 1 或 3。 

(2) 如 果 a 二 2 或 4， 则 wv 被 3 除 的 余数 为 0 或 1。 

(3) 如 果 oa 一 3， 则 "是 奇数 。 

验证 下 列 构 造 指数 为 1 且 有 13 个 样品 的 Steiner 三 元 系 的 三 个 步骤 。( 我 们 从 Za 开始 。) 

(1) 整数 1， 3，4，9，10，12 中 的 每 一 个 作为 Bl 一 (0，1，4} 中 两 个 整数 的 差分 恰好 出 现 一 次 。 

(2) 整数 2，5，6，7，8，11 中 的 每 一 个 作为 及 一 (0，2，7} 中 两 个 整数 的 差分 恰好 出 现 一 次 。 

(3) 从 Bi 发 展 出 来 的 12 个 区 组 与 从 B 发 展 出 来 的 12 个 区 组 都 是 指数 为 1 且 有 13 个 样品 的 Steiner 三 
元 系 的 区 组 。 

证 明 : 以 任意 方式 交换 拉丁 方 的 行 并 以 任意 方式 交换 拉丁 方 的 列 ， 其 结果 总 是 拉丁 方 。 

利用 定理 10.4.2 及 ”一 6 和 一 5 构造 6 阶 拉丁 方 。 

设 ” 是 正 整 数 ， 且 设 ~ 为 Z, 中 的 非 零 整数 ， 使 得 > 和 的 GCD 不 是 1。 证 明 : 使 用 定理 10. 4. 2 中 的 描 

述 构造 出 的 数组 不 是 拉丁 方 。 

设 是 正 整 数 ， 而 设 r 和 7 为 Z, 中 互 不 相同 的 非 零 整数 ， 使 得 r+ 和 nn 的 GCD 是 1 且 r 和 nn 的 GCD 也 

是 1。 证 明 : 使 用 定理 10. 4. 2 构造 出 的 两 个 拉丁 方 未 必 正 交 。 

用 定理 10. 4. 2 及 * 一 8 和 一 3 构造 一 个 8 阶 拉丁 方 。 

构造 4 个 5 阶 MOLS。 

构造 3 个 7 阶 MOLS。 

构造 2 个 9 阶 MOLS。 

构造 2 个 15 阶 MOLS。 

构造 2 个 8 阶 MOLS。 

令 和 A 为 n 阶 拉丁 方 ， 并 存在 阶 拉丁 方 B, 使 A 和 B 正 交 。B 叫做 A 的 正 交 配偶 《orthogonal mate) 。 

把 A 中 的 0 当 作 红 车 ，1 当 作 白 车 ，2 当 作 蓝 车 ， 等 等 。 证 明 : 在 A 中 存在 n 个 非 攻击 型 车 ,它们 当中 

没有 两 个 有 相同 的 颜色 。 再 证 明 ， 整 个 mw 个 车 的 集合 可 以 划分 成 n 个 集合 ， 每 个 集合 由 7 个 非 攻击 型 

车 组 成 ， 并 且 在 同一 集合 中 没有 两 个 车 有 相同 的 颜色 。 

证 明 : Z 的 加 法 表 是 一 个 没有 正 交配 偶 的 拉丁 方 〈 见 练习 题 47) 。 

首先 构造 4 个 5 阶 MOLS， 然 后 如 定理 10. 4. 10 所 示 ， 构 造 这 4 个 MOLS 对 应 的 可 解 BIBD。 

设 Al 和 As 是 m 阶 MOLS,， 并 设 Bl 和 Bi 是 n 阶 MOLS。 证明 AQB 和 A 的 B, 是 mn 阶 的 MOLS。 

补充 定理 10. 4. 10 证 明 中 的 细节 。 





构造 3 行 6 烈 拉 丁 矩 形 
0 12345 
| 3 15 2 | 
54301 2 
的 一 个 完备 化 。 
构造 3 行 7 列 拉 丁 矩 形 
0 123456 
攻 0 6 5 4 | 
1460235 


的 一 个 完备 化 。 
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有 多 少 个 第 一 行 等 于 





0 12 n—1 
的 2 行列 拉丁 矩形? 
构造 半 拉 丁 方 
Fr 2 0 1 
0 
2 1 
1 2 0 
1 2 
L1 0 
的 一 个 完备 化 。 
构造 半 拉 丁 方 
0 2 1 3 
2 0 1 3 
3 021 
3 2 0 1 
3 0 2 1 
1 3 0 2 
1 3 2 0 
的 一 个 完备 化 。 


设 >2 是 整数 。 证明 , 一 2 行列 拉丁 矩形 至 少 有 两 个 完备 化 ， 找 出 一 个 恰好 有 两 个 完备 化 的 例子 。 
2 阶 拉丁 方 A 称 作 是 对 称 的 ， 如 果 对 所 有 的 i 隆 j， 其 i 行 j 列 上 的 元 素 ai 等 于 i 列 ; 行 上 的 元 素 er 。 证 
明 : 2, 的 加 法 表 是 对 称 拉丁 方 。 


. n 阶 (基于 有 的 ) 拉丁 方 A 是 界 等 的 (idempotent)， 如 果 其 从 左上 到 右 下 的 对 角 线 上 的 项 是 0，1，2， 


nl。 
(1) 构造 一 个 5 阶 客 等 拉丁 方 。 
(2) 构造 一 个 5 阶 对 称 星 等 拉丁 方 。 


. 证 明 : 对 称 宕 等 拉丁 方 有 奇数 的 阶 。 
61. 


设 wn 二 2m 十 1， 其 中 m 是 正 整 数 。 证 明 : i 行 ; 列 上 的 项 ay 满足 

Qj 二 (mm 十 1) X (i 十 让 (mod n 的 运算 ) 
的 n 行 nh 列 数组 A 是 对 称 宕 等 的 = 阶 拉丁 方 ( 注 : 整数 x 十 1 是 2 在 Z, 中 的 乘法 逆 元 。 因 此 我 们 对 a; 
的 描述 是 对 于 “平均 的 ”i 和 j 进行 )。 
设 L 是 (基于 帮 的 ) m 行 n 列 拉丁 矩形 ， 并 设 其 i 行 j 列 上 的 元 素 用 a5 表示 。 我 们 定义 4 行 n 列 数组 
B， 其 i 行 ; 列 位 置 上 的 项 6b; 满足 

by 二 此 车 a 二 i 

否则 ,就 是 空白 。 证 明 ; B 是 指数 为 m 的 n 阶 半 拉丁 方 。 特 别 地 ， 如 果 A 是 n 阶 拉丁 方 那么，B 
也 是 n 阶 拉丁 方 。 
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拿 着 你 最 喜爱 的 城市 ”的 街道 图 ， 在 所 有 两 条 或 多 条 街道 的 汇合 处 或 一 条 街道 的 尽头 都 画 上 一 
个 黑 点 ， 这 样 你 就 有 了 一 个 所 谓 的 〈 组 合 学 中 的 ) 图 的 例子 。 极 有 可 能 的 是 ， 在 你 喜爱 的 这 个 城 
市 中 ， 某 些 街道 是 单行 道 ， 只 允许 单 向 行驶 ， 在 每 一 条 单行 道上 画 一 个 箭头 ， 表 示人 允许 行驶 的 
方向 。 在 所 有 的 双 行道 上 画 一 个 双 箭 头 全 ， 这 样 你 就 有 了 一 个 所 谓 的 有 向 图 。 现 在 ， 考 虑 你 所 喜 
爱 的 这 个 城市 里 的 居民 ， 在 一 对 彼此 相爱 的 人 之 间 连 上 一 条 线 ， 你 就 得 到 了 另 一 个 图 的 例子 。 但 
你 要 承认 这 样 的 事实 : 有 时 一 个 人 对 另 一 个 人 的 爱 ， 并 不 总 是 能 够 得 到 对 方 的 回报 ， 所 以 就 像 你 
刚才 对 街道 所 做 的 那样 ， 可 能 还 得 在 这 些 线 上 画 上 稍 头 ， 其 结果 又 是 一 个 有 向 图 。 现 在 再 以 你 喜 
爱 的 化 学 分 子 2 为 例 ， 分 子 由 某 些 原 子 组 成 ， 其 中 的 一 些 从 化 学 的 角度 看 受到 其 他 原子 的 约束 。 这 
样 你 就 又 得 到 了 另外 一 个 图 ， 其 中 的 键 担当 着 街道 或 是 线 的 角色 。 最 后 ， 考 虑 栖息 在 你 喜爱 城市 
里 的 所 有 不 同 种 类 的 动物 、 昆 虫 和 植物 ， 如 果 一 个 物种 捕食 另 一 个 物种 ， 就 在 它们 之 间 画 上 一 个 
箭头 ， 这 样 你 又 得 到 了 一 个 有 向 图 。 由 于 两 类 不 同 的 物种 可 能 同时 捕食 同一 类 物种 ， 在 这 样 的 两 
类 物种 之 间 画 上 一 条 线 ， 这 样 你 就 得 到 了 一 个 表示 物种 之 间 竞 争 的 图 。 

上 面 的 讨论 表明 ,图 和 有 向 图 为 相关 对 象 或 以 某 种 方式 相互 约束 的 对 象 集合 提供 了 一 种 数 
学 模型 。 有 关 图 论 的 第 一 篇 文章 由 著名 的 瑞士 数学 家 Leonhard Euler 〈 欧 拉 ) 写 于 1736 年 ， 这 
篇 文章 讨论 的 是 著名 的 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 。 图 论 在 智力 难题 和 游戏 方面 有 着 其 历史 根源 ， 但 今 
天 它 为 许多 学 科 〈 如 网 络 、 化 学 、 心 理学 、 社 会 科学 、 生 态 学 以 及 遗传 学 等 ) 的 研究 ， 都 提供 了 
一 种 自然 同时 又 非常 重要 的 语言 和 框架 。 图 在 计算 机 科学 中 也 是 一 种 极为 有 用 的 模型 ， 因 为 在 
计算 机 科学 中 出 现 的 许多 问题 ， 都 能 够 很 容易 地 通过 图 的 算法 去 表达 、 去 研究 、 去 解决 。 我 们 将 
在 这 一 章 研究 图 而 在 第 13 章 研究 有 向 图 。 


11.1 基本 性 质 


一 个 图 G (也 叫做 简单 图 ) 是 由 两 类 对 象 构成 的 。 它 有 一 个 被 称 为 项 点 〈 有 时 也 叫做 结 点 ) 
的 元 素 的 有 限 集合 
, V = {a,b,c,.) 
和 一 个 被 称 为 边 的 不 同 顶点 对 的 有 限 集合 EE， 我们 用 
G= (V,E) 
来 表示 顶点 集 为 VY、 边 集 为 玉 的 图 。 和 集合 V 中 顶点 的 个 数 n 叫做 图 G 的 阶 。 如 果 
a = {x,y} = (y,7x) 
是 G 的 一 条 边 ， 就 说 a 连接 (join) z+ 和 y， 也 说 xz 和 y 是 邻接 (adqjacent) 的 ; 我 们 也 称 工 和 <、 
y 和 a 是 关联 的 ， 并 把 zx，y 叫做 边 & 的 顶点 。 根据 定义 ,图 是 一 个 抽象 的 数学 实体 ， 但 是 如 果 
我 们 把 图 用 平面 上 的 图 形 来 表示 的 话 ， 也 可 以 把 它 看 成 是 一 个 几何 实体 。 我们 给 每 一 个 顶点 x 
取 一 个 不 同 的 点 即 顶 点 点 (用 该 项 点 标记 顶点 点 )， 两 个 顶点 点 之 间 能 够 由 一 条 简单 的 曲线 S 连 





加 ”我 最 喜爱 的 城市 是 威斯康星 州 的 麦迪 职 市 。 
加 假设 你 确实 有 一 个 喜爱 的 化 学 分 子 ， 尝 试 一 下 ! 
旧 一 条 非 自 交 的 曲线 。 
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这 个 图 的 几何 图 示 如 图 11-1 所 示 。 口 


398 


接 起 来 当 且 仅 当 所 对 应 的 项 点 对 确定 G 的 一 条 边 。 我 们 称 这 样 的 一 条 曲线 为 边 曲 线 ， 用 a 来 标 
记 。 在 我 们 的 图 示 中 ， 我 们 必须 注意 : 一 条 边 曲线 w 通过 一 个 顶点 点 工 ， 仅 当 工 是 边 a 的 一 个 顶 
点 ， 否 则 的 话 我 们 的 图 形 将 含混 不 清 。 
例子 一 个 5 阶 图 G 定 义 为 
V= {a,b,c,d,e) 
及 
E= {{a,b} ,b,c} {cd}{d,a}, {era}, ep {ed})} 





如 果 改 变 一 下 图 的 定义 ， 人 允许 顶点 对 之 间 形 成 多 条 边 ， 那 么 这 样 的 结构 就 称 为 多 重 图 。 在 多 
重 图 G 一 (V,，E) 中 , 玉 是 一 个 多 重 集合 。 边 a 一 {zx，y} 在 已 中 出 现 的 次 数 ， 叫 做 它 的 重 数 ， 用 
m{x，y}) 表示 。 更 一 般 地 ， 若 允许 图 中 有 环 ， 即 允许 有 形 如 {z，z} 的 边 ,， 使 一 个 顶点 自 邻 
接 * ， 则 这 样 的 图 叫做 一 般 图 。 

一 个 n 阶 图 被 称 为 完全 的 ， 如 果 每 一 对 不 同 的 顶点 构成 一 条 边 。 因 此 ， 在 一 个 完全 图 中 ， 每 
一 个 顶点 与 其 他 每 一 个 顶点 邻接 。 一 个 nn 阶 完全 图 有 n(n 一 1)/2 条 边 ， 记 作 K,。 我 们 已 经 在 2.3 
节 关 于 拉 姆 齐 数 的 讨论 中 用 过 这 个 记 法 。 

例子 在 图 11-2 中 ,我 们 已 经 画 出 了 有 9 条 边 的 4 阶 多 重 图 。 在 图 11-3 中 ,我 们 给 出 了 有 





21 条 边 的 13 阶 一 般 图 ， 这 个 图 被 叫做 GraphBuster 《小 鬼 图 )S。 口 
b 
b d 
b d 
图 11-1 图 11-2 图 11-3 

有 时 候 ， 在 画 出 一 个 图 〈 多 重 图 、 一 般 图 等 ) 的 几何 表示 时 ， 我 们 可 能 不 得 不 画 出 与 另 一 条 
曲线 相交 的 曲线 S。 

例子 图 11-4 给 出 完全 图 K,，K,;，K;，K, ，K;: 的 图 形 。 不 难 确 信 ， 在 K; 的 每 一 种 画 法 
中 ， 至 少 有 两 条 边 相 交 于 一 个 非 顶 点 的 点 。K; 的 另 一 种 画 法 是 用 一 个 内 接 五 角 星 的 五 边 形 来 
表示 。 口 


一 般 图 G 被 称 为 平面 的 ， 如 果 能 在 平面 上 画 出 它 的 图 形 ， 使 其 任意 两 条 边 仅 在 顶点 点 处 
相交 。 这 样 的 图 形 也 叫做 平面 图 ， 或 叫做 图 G 的 平面 图 表示 。 在 图 11-4 中 ,， Ki, Ki, kK;， 
Ki 的 图 形 是 平面 的 ， 因 此 ， 这 些 图 都 是 平面 图 。Ks 的 图 形 不 是 平面 的 ， 因 为 它 有 两 条 边 相 
交 于 一 个 非 顶 点 的 点 ， 事 实 上 ，K; 的 确 不 是 平面 图 。 在 第 13 章 ， 我 们 将 对 平面 图 进行 更 详 
细 的 讨论 。 





名 ”因此 ， 一 个 环 是 由 一 个 顶点 重复 两 次 而 构成 的 多 重 集合 。 
鲍 “你 在 叫 谁 ?”GraphBuster! 《小鬼 图 ， 又 叫 敌 捉 鬼 图 ，Ghostbuster.) 
旧 但 要 记 住 我 们 的 规则 ， 一 条 边 曲 线 a 不 允许 包含 顶点 点 +， 除非 x 与 a 是 关联 的 。 
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图 11-4 


在 一 般 图 CG 中 ， 与 顶点 相关 联 的 边 的 数目 叫做 该 顶点 的 度数 〈 或 次 数 )， 记 作 deg(z) 。 如 
果 a=={x，x} 是 z 的 一 个 环 ， 则 c 对 zx 的 度数 的 贡献 是 28 。 对 任意 一 个 一 般 图 G， 我 们 给 它 配 
置 下 面 这 样 一 个 数列 ， 即 以 递减 顺序 给 出 的 其 顶点 度数 的 数列 ， 

(di da Cd di 宇 d; 宇 * 之 du 之 0 

我 们 把 这 个 序列 称 为 G 的 度 序 列 。 

在 图 11-3 中 ， 一 般 图 的 度 序列 是 

(6,5,5,5,5,5,3,2,2,1,1,1,1) 
完全 图 K; 的 度 序列 为 
(2 一 1 一 1 ,nn 一 1]) (mm 个 n 一 1) 

定理 11. 1 陈述 的 结果 出 现在 欧 拉 的 第 一 篇 关于 图 论 的 文章 中 。 

定理 11.1.1 若 G 是 一 般 图 ， 则 其 所 有 顶点 的 度数 之 和 

di 二 ds 十 … 十 d, 

是 一 个 偶数 ， 从 而 ， 其 奇 度数 的 顶点 的 个 数 也 必 为 偶数 。 

证 明 G 的 每 条 边 对 顶点 度数 之 和 的 贡献 是 2， 对 这 条 边 的 两 个 顶点 的 度数 各 贡献 1， 或 者 
对 一 个 环 的 顶点 度数 贡献 2。 如 果 整 数 的 和 是 偶数 ， 那 么 其 中 奇数 的 个 数 也 必 为 偶数 。 口 

例子 ”在 一 个 诊 会 上 ， 客 人 之 间 相 互 握手 。 试 说 明 ; 在 聚会 结束 时 ， 与 奇数 个 客人 握 过 手 的 
人 数 是 偶数 。 

聚会 握手 可 以 用 多 重 图 来 表示 ， 用 顶点 代表 客人 ， 每 当 两 个 客人 握手 时 ， 我 们 就 在 相应 的 两 
个 顶点 之 间 连 上 一 条 边 ， 其 结果 就 是 一 个 多 重 图 ， 对 这 个 多 重 图 ， 我 们 可 以 应 用 定理 11. 1.1。 口 

给 定 两 个 一 般 图 G=(V，E) 和 0G 二 (V"，E')， 如 果 它 们 的 顶点 集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 

G:V—>V' 

使 得 对 V 中 每 一 对 顶点 x 和 y，G 中 连接 x 和 y 的 边 的 条 数 等 于 G' 中 连接 0(x〉 和 6(y) 的 边 的 
条 数 ， 则 称 G 和 G' 是 同 构 的 ， 一 一 对 应 0 称 为 G 和 G' 的 一 个 同 构 。 同 构 的 概念 就 是 一 种 “相同 
性 ”， 两 个 一 般 图 是 同 构 的 ， 当 且 仅 当 除 了 顶点 的 标记 外 ， 它 们 是 相同 的 9。 若 G 和 G' 是 图 ， 我 
们 可 以 给 出 如 下 事实 : 如 果 G 和 G' 的 顶点 集 之 间 存 在 着 一 个 一 一 对 应 ， 使 得 V 中 的 两 个 顶点 在 
G 中 邻接 ， 当 且 仅 当 与 它们 相对 应 的 顶点 在 G 中 邻接 ， 那 么 我 们 就 可 以 断言 G 和 G' 是 同 构 的 ， 
这 是 因为 图 中 的 任意 两 个 顶点 ， 或 者 由 一 条 边 连 接 ， 或 者 由 0 条 边 连 接 。 

例子 ” 同 构 的 图 有 相同 的 阶 和 相同 数目 的 边 ,， 但 有 相同 的 阶 和 相同 数目 的 边 却 不 能 保证 两 





加 因为 =(r，z) 的 两 个 顶点 均 为 zx， 所 以 e 与 x 邻接 两 次 。 
如 ” 换 句 话说 ， 两 个 一 般 图 是 同 构 的 ， 如 果 其 中 的 一 个 是 另 一 个 的 伪装 。 一 一 对 应 8 使 C “去 掉 伪 装 ”， 从 而 揭示 出 
G 实际 上 就 是 G: 如 果 Q(x) 二 x ， 则 在 此 伪装 下 z 的 背后 是 x。 
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个 图 同 构 。 

首先 ， 考 虑 图 11-5 中 给 出 的 两 个 图 G 和 G ， 这 两 个 图 是 辣 构 的 ， 因 为 它们 都 是 4 阶 图 且 每 
一 对 不 同 的 顶点 都 是 邻接 的 ， 因 此 它们 都 是 4 阶 完全 图 。 此 例 说 明了 这 样 一 个 事实 : 一 个 图 可 能 
有 多 种 画 法 〈 如 本 例 ， 一 种 画 法 是 平面 图 ， 而 另 一 种 则 不 是 )， 但 从 同 构 的 角度 来 看 ， 两 种 画 法 
并 没有 本 质 的 区 别 ， 重 要 的 是 两 个 顶点 之 间 是 否 是 邻接 的 〈 或 者 ， 在 一 般 图 的 情况 下 ， 每 对 顶点 
之 间 有 多 少 条 边 连接 )。 口 


从 必 


图 11-5 
下 面 我 们 考虑 图 11-6 中 给 出 的 两 个 图 G 和 G'， 这 两 个 图 是 否 辣 构 呢 ?它们 是 同 阶 的 ， 并 有 
相同 数目 的 边 ， 但 图 G 中 含有 一 个 1 度 的 顶点 ,而 图 G' 中 却 没 有 ， 这 种 现象 不 会 发 生 在 两 个 同 
构 的 图 中 。 这 是 因为 ， 假 如 在 图 G 和 G' 中 存在 一 个 同 构 9， 那 么 对 G 的 每 一 个 顶点 z，G 的 顶点 
0(z) 应 与 + 具有 相同 的 度数 。 特 别 地 ， 如 果 一 个 数 作为 G 中 一 个 顶点 的 度数 出 现 ， 则 该 数 也 必 
然 作为 G' 中 一 个 顶点 的 度数 而 出 现 。 综 上 所 述 ， 我 们 得 出 G 和 G 不 是 同 构 的 。 同 理 ， 我 们 可 以 
得 到 更 一 般 的 结论 ， 两 个 同 构 的 图 必 有 相同 的 度 序 列 。 口 


OO 


11-6 
例子 ”在 本 例 中 ， 我 们 要 说 明 的 是 : 即使 两 个 图 具有 相同 的 度 序 列 ， 它 们 也 可 能 不 同 构 。 考 
虑 图 11-7 中 给 出 的 两 个 图 ， 它 们 的 度 序 列 均 为 (3，3，3，3，3，3)， 然 而 这 两 个 图 不 是 同 构 的 。 
这 可 以 从 下 面 的 事实 中 看 出 : 在 第 一 个 图 G 中 ， 有 三 个 顶点 z+，y，z 是 彼此 邻接 的 ?9 。 而 在 第 二 个 
图 G 中 ,没有 哪 三 个 顶点 具有 这 样 的 性 质 。 如 果 0 是 这 两 个 图 之 间 的 一 个 同 构 ， 那 么 Kx)，0(y)， 
bz) 也 应 是 G 中 的 三 个 顶点 ， 从 而 也 应 该 彼此 邻接 ， 因 此 ， 我 们 断定 CG 和 G 不 是 同 构 的 。 口 


人》 QO 


图 11-7 





我 们 用 下 面 的 定理 来 总 结 上 面 的 观察 。 





日 它们 构成 K;。 
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定理 11.1.2 两 个 同 构 的 一 般 图 具有 相同 的 度 序 列 ， 但 具有 相同 度 序列 的 图 不 一 定 
同 构 。 

在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 用 到 了 两 个 图 同 构 的 另 一 个 必要 条 件 。 在 叙述 该 条 件 之 前 ， 先 引入 一 
些 更 基本 的 概念 。 

设 G 二 (V，E) 是 一 般 图 。 形 如 

人 (Ze 人 Te ss {Tl Tm} (11. 1) 

的 m 个 边 的 序列 称 为 长 度 为 m 的 一 个 途径 (walk)， 且 这 个 途径 连接 顶点 xz。 和 xz。 我 们 还 可 以 
把 途径 (11. 1) 表示 为 





To 一 一 Ta Oo Tn (11. 2) 

途径 (11. 2) 是 闭 的 还 是 开 的 ， 取 决 于 x 一 xz 还 是 Xx, 关 x。 一 条 途径 中 可 能 有 重复 的 边 S，。 
如 果 途 径 中 边 都 不 相同 ， 就 称 它 是 一 条 迹 〈trail)8 。 此 外 ， 如 果 一 条 途径 中 顶点 都 不 相同 (除了 
可 能 的 zo 二 zx 之 外 )， 则 称 这 条 途径 是 一 条 路 径 (path)。 封 闭 的 路 径 称 为 图 (cycle)。 容 易 证 明 
连接 顶点 rz 和 x 的 迹 中 的 边 可 以 被 如 此 划分 ， 使 得 该 划分 的 一 部 分 确定 一 条 连接 z 和 zw 的 路 
径 ， 其 他 部 分 确定 的 是 若干 个 圈 ， 我 们 将 其 证 明 留 作 练习 题 。 特 别 地 ， 一 条 闭 迹 的 边 可 以 被 划分 
成 若干 个 圈 。 图 中 的 圈 的 长 度 至 少 是 3。 在 一 般 图 中 ， 由 一 个 环 构成 的 圈 ， 其 长 度 为 1， 重 数 
7 之 2 的 边 {a，6b} 确定 一 个 长 度 为 2 的 圈 {a, 5}，{b, a} (或 a 一 b 一 a)。 

例子 ”考虑 图 11-3 中 给 出 的 小 鬼 图 ， 对 于 这 个 一 般 图 我 们 有 下 面 的 陈述 : 

(1) a—d 一 bd 一 c 一 d 一 h 一 g 一 h 一 m 一 k 一 i 是 一 条 连接 顶点 a 和 的 长 度 为 11 的 途径 , 但 
它 不 是 迹 。 

(2) a 一 d 一 e 一 f 一 e 一 m 一 kh 一 1 一 k 一 i 是 一 条 连接 a 和 i 的 长 度 为 9 的 迹 , 但 它 不 是 一 条 
路 经。 

(3) ua 一 d 一 e 一 m 一 k 一 i 是 一 条 连接 a 和 i 的 长 度 为 5 的 路 径 。 

(4) d 一 e 一 f 一 em 一 h 一 d 是 一 条 长 度 为 6 的 闭 迹 ， 但 不 是 圈 。 

(5) f 一 fe 一 /一 e 和 d 一 e 一 m 一 h 一 qd 都 是 圈 。 口 

如 果 对 于 一 般 图 C 的 任意 一 对 顶点 z，y， 都 存在 连接 +，y 的 途径 (或 等 价 地 ， 存 在 连接 
xz，> 的 路 径 ) ， 则 称 图 C 是 连通 的 。 否 则 称 G 是非 连通 的 。 在 非 连通 的 一 般 图 中 ,至少 存在 一 
对 顶点 + 和 y， 使 得 无 法 沿 着 G 中 的 边 从 x“ 走 到 ”y (或 从 y 走 到 z)。 在 多 数 情况 下 ， 我 们 只 
要 考虑 连通 图 就 够 了 。 在 连通 图 中 ，d(x，y) 表示 连接 顶点 x 和 y 的 途径 的 最 短 长 度 ， 并 称 其 
为 x 和 y 之 间 的 距离 。 对 任意 顶点 zx， 我 们 规定 d(x，x) 一 0。 很 明显 ， 连接 x 和 y 的 距离 为 
d(x，y) 的 途径 是 一 条 路 径 。 

例子 11-8 中 给 出 的 图 是 非 连通 的 ， 因 为 从 顶点 a 到 顶点 d 没有 途径 。 本 例 说 明了 这 样 
一 个 事实 : 非 连通 的 图 总 能 够 〈 且 应 该 总 能 够 ) 被 画 成 含有 两 个 不 相交 的 部 分 的 几何 实体 。 在 本 
例 中 ， 该 图 的 另 一 种 画 法 如 图 11-9 所 示 ， 但 这 种 画 法 是 不 明智 的 。 总 而 言 之 ， 我们 画图 时 应 尽 
量 揭示 出 图 的 结构 。 口 

设 G==(V，E) 是 一 般 图 , U 是 V 的 子 集 ,， 下 是 E 的 多 重子 集 ， 使 得 下 中 每 条 边 的 顶点 都 属 




















日 ”处 理 的 是 一 般 图 而 不 是 简单 图 时 ， 这 人 句 话 需 要 进一步 解释 。 在 一 般 图 G 中 ， 每 条 边 的 重 数 都 可 能 大 于 1， 如 果 
一 条 边 在 一 条 途径 中 出 现 的 次 数 不 超 过 其 重 数 ， 我 们 就 不 把 它 看 作 重 复 边 ， 只 有 当 一 条 边 在 一 条 途径 中 出 现 的 
次 数 大 于 它 在 G 中 “复制 ”的 个 数 时 ， 这 条 边 才 是 重复 边 。 当 你 考虑 G 的 图 形 时 ， 这 种 说 法 是 非常 合理 的 ， 因 
为 如 果 一 条 边 a== (a，6b) 的 重 数 是 5， 则 在 图 形 中 就 有 5 条 不 同 的 边 曲线 连接 顶点 点 a 和 5。 

日 ”因此 ,在 一 条 迹 中 ， 一 条 边 出 现 的 次 数 不 能 超过 它 的 重 数 。 


401 
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于 U, 则 G =(U， 也 是 一 般 图 ,叫做 G 的 一 般 子 图 S。 如 果 下 包含 了 G 中 连接 UU 中 顶点 的 
所 有 边 ， 则 称 G' 为 G 的 一 般 导 出 子 图 ， 记 为 Gu。 当 UU 是 G 的 整个 顶点 集 V 时 , 称 G' 为 G 的 生 
成 子 图 。 因 此 ，G 的 一 般 导 出 子 图 可 以 通过 选择 G 的 某 些 顶 点 和 G 中 连接 这 些 顶 点 的 所 有 边 而 
获得 。 而 G 的 一 般 生成 子 图 则 可 以 通过 选择 G 的 所 有 顶点 和 G 的 某 些 〈 也 可 能 是 全 部 ) 边 而 
获得 。 





图 11-8 图 11-9 
例子 设 G 是 图 11-3 中 的 一 般 图 GraphBuster， 对 图 11-10 中 给 出 的 三 个 图 ， 有 : 
(i) 是 G 的 一 般 子 图 但 它 既 不 是 G 的 导出 子 图 也 不 是 G 的 生成 子 图 。 
(ii) 是 G6 的 一 般 导出 子 图 ， 但 不 是 G 的 生成 子 图 。 
〈 诈 ) 是 G 的 一 般 生 成 子 图 〈 恰 好 是 一 个 简单 图 )， 但 它 不 是 G 的 一 般 导出 子 图 。 
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(Cii) {省 ) 
图 11-10 


下 面 的 定理 非常 直观 地 陈述 了 这 样 一 个 事实 : 一 般 图 是 由 一 个 或 多 个 连通 的 一 般 图 构成 的 。 
我 们 将 其 形式 证 明 留 作 练习 题 。 

定理 11.1.3 设 G=(V，E) 是 一 般 图 ， 则 其 顶点 集 V 可 以 被 唯一 地 划分 为 非 空子 集 V， 
V;， "ys Vi，, 使 得 下 面 的 条 件 成 立 ， 

(1) 分 别 由 WwW ，V，…， 人 有 导出 的 一 般 子 图 Gi 二 (Vi,， EE), G=(Vi, E), …, G,= 
(Vi，E) 都 是 连通 的 。 

(2) 对 每 一 个 i ， Vi 中 顶点 工 与 W 中 顶点 y 组 成 的 每 一 对 顶点 之 间 ， 不 存在 连接 它们 的 
途径 。 

在 定理 11. 1. 3 中 ， 一 般 图 CG ，G ，…，G 叫做 G 的 连通 分 量 (connected component)。 此 
定理 的 部 分 〈1) 说 明 这 些 连通 分 量 的 确 都 是 连通 的 ， 部 分 〈2) 强调 这 些 连 通 分 量 都 是 最 大 的 连 
通 一 般 导出 子 图 。 也 就 是 说 ， 对 每 一 个 ;和 每 一 个 顶点 集合 U 使 得 当 Wi 包含 于 U 且 V 关 U 时 ， 
由 局 导出 的 一 般 子 图 是 不 连通 的 。 

在 下 一 个 定理 中 ,我 们 陈述 一 般 图 之 间 同 构 的 另外 一 些 必要 条 件 。 此 定理 的 证 明 应 该 是 很 
明显 的 ， 其 形式 证 明 留 作 练 习题 。 





昌 如 果 G 是 一 个 图 (或 多 重 图 )， 则 G' 也 是 一 个 图 (多重 图 )， 并 称 它 为 子 图 (多 重子 图 )。 像 所 有 这 样 的 定义 ， 
我 们 今后 在 涉及 图 的 时 候 ， 将 在 “图 ”前 面 省 去 修饰 词 “ 一 般 ”。 
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定理 11.1.4 设 G 和 G' 是 一 般 图 ， 则 G 和 G' 同 构 的 必要 条 件 有 : 

(1) 如 果 G 是 简单 图 ， 则 G 也 是 简单 图 。 

(2) 如 果 G 是 连通 图 ， 则 G 也 是 连通 图 。 更 一 般 地 ，G 和 G' 具 有 相同 数目 的 连通 分 量 。 

(3) 如 果 G 有 长 度 为 某 整 数 k& 的 圈 ， 则 G 也 有 长 度 为 上 的 圈 。 

(4) 如 果 G 有 一 个 mn 阶 完全 图 KK, 是 它 的 一 般 ( 导 出 ) 子 图 ， 则 G 也 有 一 个 这 样 的 一 般 
子 图 。 

图 11-7 中 的 图 G 和 G 不 同 构 ， 因 为 G 有 一 个 长 度 为 3 的 圈 〈 一 个 与 K; 同 构 的 子 图 ), 而 G 
却 没 有 。 

最 后 ， 我 们 说 明 一 般 图 也 可 以 用 元 素 为 非 负 整数 的 矩阵 来 表示 ， 并 以 此 来 结束 本 节 的 内 容 。 

设 G 是 nn 阶 一 般 图 ， 并 令 其 顶点 ww ，c ，…，w 按 某 种 顺序 排列 。 设 A 是 一 个 nXn 和 矩阵 ， 
其 第 ; 行 第 j 列 元 素 等 于 连接 顶点 a; 和 a 的 边 的 数目 〈1 委 ;，;j 委 站。 于 是 ， 我 们 总 有 sa 一 
a;， 而 且 a; 等 于 顶点 w 处 的 环 的 个 数 ， 这 样 的 矩阵 4 叫做 G 的 邻接 敌阵 (adjacency matrix) 。 
当 G 是 简单 图 时 ，A 是 一 个 由 0 和 1 所 构成 的 矩阵 , 项 a; 等 于 1 当 且 仅 当 w 和 a 在 G 中 是 邻 
接 的 。 

例子 图 11-11 给 出 了 一 个 6 阶 一 般 图 ， 其 
6X6 邻 接 矩 阵 为 : 


0 120 10 
1 1 0 0 2 0 
200 111 
0 0 1 122 
1 21200 
00 120 0 4 

我 们 可 以 从 一 般 图 出 发 建立 它 的 邻接 矩阵， 也 可 

以 从 邻接 矩阵 出 发 建立 它 的 一 般 图 。 口 

邻接 矩阵 除了 行 和 列 的 顺序 之 外 ， 可 以 由 一 图 11-11 


般 图 唯一 确定 。 这 是 因为 在 建立 邻接 矩阵 之 前 ， 必 须 先 将 一 般 图 中 的 顶点 按 某 种 顺序 排列 。 反 
之 ， 一 般 图 的 邻接 矩阵 可 以 唯一 地 确定 一 个 与 它 辐 构 的 一 般 图 ， 即 任意 两 个 具有 相同 邻接 矩阵 
的 一 般 图 是 同 构 的 。 


11.2 欧 拉 迹 


1736 年 ， 欧 拉 在 他 发 表 的 图 论文 章 中 解决 了 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 : 

在 东 普 鲁 士 ， 古 老 的 哥 尼 斯 堡 城 位 于 普 雷 格 尔 河 畔 ， 河 中 有 两 个 岛 ， 城 区 的 四 个 部 分 通过 七 
座 桥 连接 起 来 ， 如 图 11-12 所 示 。 每 到 星期 日 ， 如 尼斯 堡 城 的 居民 将 会 环 城 散步 ， 由 此 提出 了 这 
样 一 个 问题 : 能 否 以 一 种 方法 环绕 全 城 ， 使 每 座 桥 都 被 走 过 且 只 被 走 过 一 次 ? 

欧 拉 把 哥 尼 斯 堡 地 图 改 画 成 了 一 个 一 般 图 ， 如 图 11-13 所 示 。 就 这 个 一 般 图 G 而 言 ， 用 我 们 已 
介绍 过 的 术语 来 叙述 的 话 ， 上 述 问题 就 是 要 确定 G 中 是 否 存 在 一 条 闭 迹 ， 使 它 包 含 G 的 所 有 边 。 

例子 ”设想 一 个 邮递 员 ” 从 邮局 出 发 ， 他 要 将 信件 投递 到 指定 街道 的 住户 家 中 ， 并 在 结束 一 
天 的 工作 后 返回 邮局 ， 那 么 该 邮递 员 应 采取 什么 样 的 路 线 ， 才 能 投递 出 所 有 的 信件 而 不 必 重 复 
已 走 过 的 街道 呢 ? 我 们 能 帮 他 想 出 办 法 吗 ? 





加 这 一 矩阵 是 对 称 的 。 
钙 ”把 邮递 员 改 成 清洁 工 或 扫 雪 机 驾驶 员 ， 就 可 以 得 到 同一 个 数学 问题 的 不 同 叙 述 。 
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D 
图 11-12 11-13 

我 们 也 许 能 ， 也 许 不 能 ， 但 我 们 应 该 肯定 地 认识 到 他 的 这 个 问题 是 图 论 中 的 一 个 问题 。 设 G 
是 一 个 与 城市 街道 图 有 关 的 一 般 图 〈 见 本 章 的 引言 部 分 )，G 是 G 的 一 个 一 般 子 图 ， 它 是 由 G 中 
与 邮递 员 的 指定 街道 有 关 的 那些 顶点 和 边 构 成 的 ， 邮 递 员 期 望 的 是 G 中 的 一 条 闭 迹 ， 该 闭 迹 包 
含 G 的 所 有 边 一 次 且 恰 好 一 次 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 一 个 与 200 多 年 前 哥 尼 斯 堡 城 居 民 提 出 过 
的 同样 的 数学 问题 ， 只 不 过 对 应 的 是 不 同 的 一 般 图 罢了 。 口 

受 这 些 问题 的 启发 ， 我 们 给 出 一 些 定义 。 一 般 图 G 中 的 一 条 迹 叫 做 欧 拉 迹 ， 如 果 它 包含 了 G 
中 所 有 的 边 。 回 想 迹 在 一 般 图 中 的 定义 ， 迹 中 包含 每 条 边 最 多 一 次 ， 我们 对 此 的 解释 是 : 一 条 边 
在 迹 中 重复 的 次 数 不 得 超过 它 的 重 数 。 无 论 是 哥 尼 斯 堡 城 的 居民 还 是 那个 邮递 员 ， 都 是 在 寻找 
一 条 殉 拉 闭 迹 。 可 以 很 容易 地 发 现 ， 图 11-13 所 表示 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 的 一 般 图 中 ， 不 存在 欧 
拉 闭 迹 ， 其 理由 如 下 : 假想 我 们 真 的 漫步 在 一 般 图 中 的 一 条 欧 拉 闭 迹 上 ， 除 了 你 第 一 次 离开 的 那 
个 顶点 ， 也 就 是 你 起 始 的 那个 顶点 外 ， 你 每 次 都 进入 一 个 顶点 并 离开 它 〈 而 到 一 条 新 边 ， 即 你 还 
未 走 过 的 边 ) ， 当 你 漫游 结束 时 ， 你 回 到 起 始 的 那个 顶点， 但 不 再 离开 。 这 就 意味 着 : 与 一 个 给 
定 项 点 相关 联 的 边 是 成 对 出 现 的 ， 其 中 的 一 条 用 于 进入 该 顶点， 另 一 条 则 用 于 离开 该 顶点 。 如 
果 与 一 个 顶点 相关 联 的 边 能 够 成 对 出 现 的 话 ， 那 也 就 意味 着 在 这 个 项 点 处 边 的 数目 必然 是 偶数 。 
因此 ， 我 们 得 到 在 一 般 图 中 存在 欧 拉 闭 迹 的 一 个 必要 条 件 ， 即 每 个 顶点 的 度数 是 偶数 。 由 于 在 哥 
尼斯 堡 七 桥 问题 的 一 般 图 中 ， 四 个 顶点 的 度数 都 是 奇数 ， 所 以 该 图 中 不 存在 欧 拉 闭 迹 。 

下 面 的 定理 11. 2. 2 强调 : 对 于 连通 的 一 般 图 ， 上 面 导 出 的 关于 欧 拉 闭 迹 的 必要 条 件 也 是 充 
分 的 。 在 证 明 它 之 前 ， 先 建立 一 个 引 理 ， 该 引 理 本 身 也 具有 独立 的 意义 。 

引 理 11.2.1 设 G 二 (VF) 是 一 般 图 ， 如 果 它 的 每 个 顶点 的 度数 都 是 偶数 ， 则 G 的 每 条 边 
都 属于 一 条 闭 迹 ， 因 而 也 属于 一 个 圈 。 

证 明 利用 下 面 的 算法 ,我们 可 以 找到 一 条 包含 任意 指定 边 w 一 {x。，xi》 的 闭 迹 。 在 该 算 
法 中 ， 我 们 要 构造 一 个 顶点 集 W 和 和 一 个 边 集 下 。 


求 闭 迹 的 算法 
(1) 令 二 1。 
(2) 令 W= (zo， Xx)。 
(3) 邻 F={m}。 
(4) 当 zz 了 关 xo 时 ， 执 行 下 面 的 操作 : 
(a) 找 出 一 个 不 在 下 中 的 边 ait1 二 人 xi， Xit1}。 
(b) 将 zi 放 入 W 中 (也 许 zy! 已 在 WW 中 )。 





日 ”如 果 设 想 我 们 是 从 一 个 桥 的 “中 间 ” 开 始 漫游 的 话 ， 那 就 不 需要 区 别 起 始 顶 点 了 : 每 次 我 们 都 进入 一 个 顶点 并 
离开 它 。 
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(c) 将 airi 放 入 下 中 。 
(d) 令 i 一 :十 1。 

这 样 ， 经 过 (1) 一 3) 步 的 初始 化 以 后 ， 在 算法 的 每 一 阶段 ， 我 们 都 要 找到 一 条 与 最 后 一 次 
放 入 WW 中 的 顶点 z; 邻接 的 新 边 ?aiti 二 {x;，zit1}， 将 zitit 和 ari 分 别 放 入 W 和 F 中 ， 并 使 i 的 
值 增 1。 重复 这 个 过 程 ， 直 到 最 终 又 到 达 zo 为 止 。 

假设 只 要 xz, 隆 x。， 则 满 是 〈4) (a) 的 边 aii1 总 存在 。 设 i 的 终 值 为 &£:， 所 产生 的 顶点 集 为 W= 
{xzo，X1，"…，X)， 边 的 多 重 集合 为 F 二 {a ，…，as)。 那 么 ,根据 算法 得 到 的 

Ql 9 90k | (11. 3) 

就 是 包含 初始 边 a 的 一 条 闭 迹 。 因 此 ， 我 们 只 需 证 明 : 如果 z; 关 x。， 那 么 就 有 一 条 不 在 下 中 的 
边 与 x; 邻接 。 正 是 在 这 里 ， 我 们 用 到 了 侦 度 数 项 点 的 假设 。 

容易 看 到 ， 算法 中 每 当 走 到 〈4)(d) 结束 时 ， 一 般 图 
昌 ==(W，F) 的 每 个 顶点 都 有 侦 度数 ， 只 有 顶点 xz。( 它 起 
始 于 奇 度数 1 ) 和 最 新 加 入 的 顶点 xz;，( 它 的 度数 刚刚 增加 
了 1) 可 能 除外 。 此 外 ，x。 和 zz; 具有 偶 度 数 当 且 仅 当 zo 王 
zi， 因 此 ， 如 果 zi 隆 xxzo。， 则 zz; 在 一 般 图 互 中 就 具有 奇 度 
数 。 由 于 z; 在 G 中 有 偶 度 数 ， 则 一 定 存在 还 不 属于 下 的 
边 aitl 二 (zi, Zit1) 与 工 ; 邻接 。 所 以 ,算法 结束 时 必 有 
Xi 一 Zo， 从 而 (11. 3) 是 一 条 闭 迹 。 

因为 一 条 闭 迹 中 的 边 可 以 被 划分 为 圈 ， 所 以 我 们 完成 图 11-14 
了 引 理 的 证 明 。 口 

例子 ”我 们 应 用 算法 ， 求 图 11-14 中 所 给 图 G 的 一 条 闭 迹 。 下 表 给 出 了 算法 的 一 种 执行 方 
式 ， 其 初始 边 为 {a，0b}: 








a 





{a, blla,b {a, b} 

-|b, cl a, b,c {a, b}, {b, c) 

{c,d}l a, b,c,d {a, b}, {b, c}, {c, d} 

d, ba, b, c,d {a, b}, {6b, c}, {c, d}, {d, b} 

b， h} a, b,c, d, h {a, b}，, ‘ib, c}， {c， d)， (ad， 6} ‘6b, h} 
(人 ad ay pc d,s h | {a, b}, {bs c}, {cs d}, {d, b} {h, b}, {hh, a} 


因此 ， 我 们 得 到 了 一 条 包含 边 {a，5} 的 闭 迹 
{a,b},{b,c}, {c,d},{d,b},{b,h},(h,a)} 





和 包含 边 {a，b} 的 图 
{a,6} ,16,h}, {ha} 口 

定理 11.2.2 设 G 是 一 般 连 通 图 ， 则 G 中 存在 欧 拉 闭 迹 当 且 仅 当 G 中 每 个 顶点 的 度数 是 偶数 。 

证 明 我们 已 经 观察 到 ， 如 果 G 中 有 一 条 欧 拉 闭 迹 ， 则 G 的 每 个 顶点 都 有 偶 度 数 。 

现在 设 G 二 (V，E,) 是 图 G。 我 们 选 定 C, 的 任意 一 条 边 mw， 并 应 用 引 理 11. 2. 1 证 明 中 给 
出 的 求 闭 迹 的 算法 ， 求 得 一 条 包含 边 w 的 闭 迹 六 。 令 Gi: 一 (V，E,) 是 去 掉 中 属于 闭 迹 x 的 
边 后 得 到 的 一 般 图 ， 则 G* 的 所 有 顶点 都 有 偶 度数 。 如 果 Es 中 至 少 含 有 一 条 边 ， 则 因为 G 是 连 
通 的 ，Gz 中 至 少 有 一 条 边 az 与 闭 迹 中 的 某 个 项 点 zi 邻接 ， 我 们 对 C 和 边 o 应 用 求 闭 迹 的 算 


全 更 确切 地 说 ， 是 一 条 在 下 中 的 重 数 小 于 它 在 图 G 的 边 集 E 中 的 重 数 的 新 边 。 
加 ”因为 在 算法 的 每 一 阶段 ， 可 能 存在 多 种 方式 来 选择 新 边 ， 所 以 一 般 而 言 ， 执 行 该 算法 时 也 将 会 有 多 种 执行 方式 。 
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法 ， 得 到 一 条 包含 边 a 的 闭 迹 为 。 现 在 我 们 把 为 和 在 顶点 x 处 拼接 9 在 一 起 ， 得 到 一 条 包含 
X 和 为 的 所 有 过 的 闭 迹 X* yy。 今 Gs 一 (V，E,) 是 EE 中 去 掉 为 的 边 后 得 到 的 一 般 图 ， 如 果 已 
中 至 少 含有 一 条 边 ， 则 它 必 有 一 条 边 a, 与 闭 迹 X, * x 中 的 某 个 顶点 =” 邻接 ， 再 对 Gs 和 边 m 应 
用 求 闭 迹 的 算法 ， 求 得 一 条 包含 边 a 的 闭 迹 为 ， 又 将 Xx 为 和 为 在 顶点 尺 处 拼接 ， 得 到 一 条 
包含 yi， 入 的 所 有 边 的 闭 迹 7 x 为 关 为 ， 它 8 包含 放 ， 为 ， 为 的 所 有 边 。 重 复 上 述 过 程 ， 直 


到 所 有 的 边 都 包含 在 一 条 闭 迹 7 * 7 * … x x, 中 为 止 。 因 此 ， 重 复 调用 求 闭 迹 的 算法 ， 就 得 到 
了 一 条 在 连通 且 每 个 顶点 均 为 偶 度 数 的 一 般 图 中 构造 出 一 条 欧 拉 闭 迹 的 算法 。 口 
例子 ”继续 前 面 的 例子 ， 利 用 定理 11. 2. 2 证 明 中 的 算法 ， 求 图 11-14 中 一 般 图 G 的 一 条 欧 
拉 闭 迹 。 因 为 算法 中 要 求 我 们 做 出 一 些 选 择 ， 所 以 我 们 可 以 用 多 种 方式 来 执行 算法 。 下 面 给 出 了 
一 种 可 能 的 执行 结果 : 
=a—b—c—d—b—h—a 
7 一 0 一 2 一 0zl = 6) 











看 
Yi XYsC— a b 2 pb Cc d bp h a 
7;3 二 b Eg blz, 一 b) 
b 








sb 办 
YY2 XYs= a g—b—e—b—c—d—b—h—a 
y= h—i—a—h(z, = h) 





而 b h 


xy XY = a—b—g—b—e—b—c—d—b—h—i—a—h—a 口 

定理 11. 2.2 及 其 证 明 给 出 了 具有 网 拉 闭 迹 的 一 般 图 的 特性 ， 并 给 出 了 在 欧 拉 闭 迹 存在 时 ， 
如 何 构造 出 它 的 一 个 算法 。 关 于 欧 拉 开 迹 ， 我 们 有 下 述 结 果 。 

定理 11.2.3 设 G 是 一 般 连 通 图 ， 则 G 中 存在 一 条 欧 拉 开 迹 当 且 仅 当 CG 中 恰好 有 两 个 奇 度 
数 顶 点 & 和 vw。 此 外 ，G 中 每 一 条 欧 拉 开 迹 均 连 接 w 和 wv。 

证 明 首先 ， 由 定理 11.1.1，G 中 奇 度数 顶点 的 个 数 必 为 偶数 。 如 果 G 中 存在 一 条 欧 拉 
开 迹 ， 则 它 必 连接 G 中 的 两 个 奇 度数 顶点 和 wv， 而 G 中 的 其 他 项 点 必 是 偶 度数 的 (因为 欧 
拉 迹 每 次 进入 并 离开 一 个 不 同 于 ww 和 ww 的 项 点 xz 时, 将 与 zx 邻接 的 边 配 对 )。 现 在 设 G 是 连 
通 的 ， 且 G 恰 好 有 两 个 奇 度数 顶点 和 w。 令 G 是 通过 对 G 增 加 一 条 连接 xx 和 的 新 边 tu， 
v} 而 得 到 的 一 般 图 ， 则 G' 是 连通 的 ， 且 此 时 G' 的 所 有 顶点 都 是 侦 度 数 的 ， 因 此 ， 根 据 定 理 
11.2.2，G 中 存在 一 条 欧 拉 迹 y 。 我 们 可 以 把 Y 看 作 起 始 于 顶点 v， 其 第 一 条 边 是 连接 u 和 
v 的 新 边 (xz，z} 的 欧 拉 闭 迹 ， 从 7y 中 去 掉 这 条 边 ， 我 们 就 得 到 了 一 条 G 中 连接 x 和 vw 且 起 
始 于 顶点 4 的 欧 拉 开 迹 yx。 我 们 可 以 利用 求 G 的 一 条 欧 拉 闭 迹 的 算法 ， 得 到 求 G 的 一 个 欧 拉 
开 迹 的 算法 。 口 

下 一 个 定理 是 对 上 述 定理 的 进一步 扩展 ， 我 们 把 它 的 证 明 留 作 练 习题 。 

定理 11.2.4 设 G 是 一 般 连 通 图 ， 并 设 C 中 奇 度数 顶点 的 个 数 四 盖 0， 则 心 的 边 可 以 被 划分 
为 m/2 个 开 迹 ， 但 不 能 被 划分 为 少 于 m/2 个 开 迹 。 

例子 “考虑 图 11-15、 图 11-16 和 图 11-17 中 所 给 出 的 图 ， 你 能 用 笔画 出 这 些 平面 图 而 不 使 笔 
从 纸 上 移 开 吗 ? 








日 ”我 们 遍历 (traverse) y!， 直 到 第 一 次 到 达 顶 点 zx: ， 完 全 遍历 y;， 并 在 顶点 x! 处 结束 ， 然 后 完成 对 的 遍历 。 
名 这 种 记 法 不 太 确 切 ， 你 知道 为 什么 吗 ? 
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能 一 笔画 出 一 个 平面 图 而 不 使 笔 从 纸 上 移 开 ， 其 充分 必要 条 件 是 : 图 中 存在 一 条 闭 的 或 开 
的 欧 拉 迹 。 在 图 11-15 中 ， 图 的 顶点 度数 均 为 4， 因 此 ， 由 定理 11. 2. 2， 该 图 可 以 一 笔画 出 。 在 
图 11-16 中 ,图 中 有 两 个 奇 度数 顶点 ， 根 据 定理 11. 2. 3 知 ， 该 图 存在 一 条 连接 这 两 个 奇 度 数 顶 
点 的 欧 拉 开 迹 。 在 图 11-17 中 ， 图 中 有 4 个 奇 度数 顶点 ， 根 据 定理 11. 2. 3， 它 不 能 被 一 笔画 出 ， 
但 从 定理 11. 2. 4 知 ， 如 果 人 允许 将 笔 从 纸 上 移 开 一 次 ， 则 该 图 还 是 能 被 画 出 的 。 当 平面 图 的 一 笔 
画 存在 时 ， 定 理 11. 2. 2 的 证 明 中 包含 了 求 它 的 算法 。 口 


11-15 图 11-16 图 11-17 

根据 定理 11. 2.4 可 知 ， 如 果 一 般 图 G 有 和 >0 个 奇 度数 顶点 ， 则 G 的 边 可 以 被 划分 为 mx/2 
条 开 迹 ， 且 每 条 开 迹 连接 两 个 奇 度数 顶点 。 如 果 你 要 像 上 面 的 例子 中 所 讨论 的 那样 画 出 G 的 话 ， 
则 需 将 笔 从 纸 上 至 少 移 开 (m/2) 一 1 次。 在 画图 G 时 ， 移 开 笔 并 不 是 一 件 难 事 ， 但 如 果 G 代表 
的 是 邮递 员 送 信 的 路 线 的 话 〈 正 如 我 们 在 本 节 开 头 的 例子 中 讨论 的 那样 )， 他 就 必须 步行 于 相当 
于 G 的 边 的 每 条 街道 ， 那 他 该 怎么 办 ? 难道 说 让 他 飞 吗 ? 如 果 邮 递 员 的 路 线 不 包含 一 条 欧 拉 闭 
迹 ， 那 么 ， 他 要 想 把 所 有 该 送 的 信 送 出 后 又 回 到 邮局 ， 他 就 不 得 不 重 走 某 些 已 走 过 的 街道 。 我 们 
应 该 如 何 帮助 邮递 员 最 大 限度 地 减少 已 经 走 过 但 又 要 重 走 的 街道 的 数目 呢 ? 这 个 问题 就 是 著名 
的 中 国 邮 递 员 问题 ， 其 准确 的 叙述 如 下 : 

中 国 邮 递 员 问题 : 设 G 是 一 般 连 通 图 ， 求 使 用 @G 的 每 一 条 边 至 少 一 次 的 一 条 最 短 的 途径 9 。 

我 们 就 中 国 邮 递 员 问题 的 解 给 出 一 个 简单 的 观察 ， 并 以 此 结束 本 节 内 容 。 

定理 11.2.5 设 G 是 有 K 条 边 的 一 般 连通 图 ， 则 G 中 存在 一 条 长 度 为 2K 的 闭 途 径 ， 在 该 
途径 中 ， 每 条 边 的 使 用 次 数 等 于 它 的 重 数 的 2 倍 。 

证 明 设 G' 是 通过 把 G 中 每 条 边 的 重 数 都 增加 1 售后 得 到 的 一 般 图 ， 则 G* 是 有 2K 条 边 的 
连通 图 。 此 外 ，G" 中 每 个 顶点 的 度数 为 偶数 每 个 顶点 的 度数 都 是 它 在 G 中 度数 的 2 倍 )， 对 
G* 应 用 定理 11. 2.2 可 知 ，G-" 中 存在 一 条 欧 拉 闭 迹 ， 该 闭 迹 就 是 所 求 的 G 中 的 一 条 闭 途 径 。 口 

例子 ”考虑 有 7 个 顶点 1，2，…，n 和 nn 一 1 条 边 们 ，2}，{2，3},，…，{n 一 1，n) 的 图 G， 
则 G 的 边 构 成 一 条 连接 顶点 1 到 n 的 路 径 。 因 为 G 中 任何 一 条 包含 每 一 条 边 的 闭 途 径 必 包 含 每 
条 边 至 少 两 次 ， 所 以 ， 如 果 邮 局 设 在 顶点 &， 那 么 我 们 的 邮递 员 最 好 的 走 法 是 步行 到 顶点 1、 顺 
原 路 折 回 邮局 、 再 步行 到 顶点 xn、 然后 青 顺 原 路 折 回 邮局 。 这 样 一 条 途径 的 长 度 为 2 (* 一 1)， 即 
边 数 的 2 倍 。 该 图 G 是 树 的 一 个 简单 实例 ， 我 们 将 在 11. 5 节 和 11. 7 节 研 究 树 。 对 树 而 言 ， 包 含 
每 一 条 边 至 少 一 次 的 最 短 闭 途径 是 边 数 的 2 倍 〈 见 练习 题 78)。 口 

读者 或 许 已 经 注意 到 : 从 纯 数 学 角度 而 言 ， 我 们 所 描述 的 中 国 邮 递 员 问题 可 能 是 个 挺 有 意 





怠 ” 并 不 是 这 个 问题 与 中 国有 着 什么 特别 的 关系 ， 而 是 因为 该 问题 是 由 中 国 数学 家 管 梅 谷 在 他 的 文章 中 引入 的 : 
Graphic Programming Using ()dd or Even Points, Chinese Math., 1 (1962)，273-277。 

名 ”该 问题 的 一 个 解法 是 在 J.Edmonds 和 E.1. Johnson 的 文章 中 给 出 的 ，Matching，Euler Tours and the Chinese 
Postman, Maith. Programming. 5 (1973), 88-124, 
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思 的 问题 ,但 它 却 没有 太 大 的 实际 意义 。 因 为 在 这 个 问题 中 ,我 们 没有 考虑 街道 的 长 度 。 某 些 
街道 可 能 很 长 ， 而 男 一 些 则 可 能 很 短 。 如 果 邮 递 员 不 得 不 重 走 某 些 街道 的 话 ， 显 然 选 取 越 短 的 
街道 越 好 。 为 使 该 问题 具有 实际 意义 ， 我 们 应 在 每 条 边 上 都 加 上 一 个 非 负 的 权 ， 于是， 衡量 途 
径 时 不 再 用 它 的 长 度 《〈 即 途径 中 边 的 数目 )， 而 是 用 它 的 总 权 数 〈 即 途径 中 每 条 边 的 权 数 之 和 ， 
某 个 边 在 途径 中 重复 几 次 ， 该 边 的 权 就 要 累计 几 次 ) 来 衡量 。 实 用 的 中 国 邮递 员 问题 就 是 要 确 
定 一 条 包含 每 条 边 至 少 一 次 且 总 权 数 最 小 的 途径 ， 该 问题 从 算法 的 角度 而 言 也 已 经 得 到 了 圆满 
的 解决 。 


11.3 ”哈密 顿 路 径 和 哈密 顿 圈 


19 世纪 ，William Rowan Hamilton 〈 哈 密 顿 ) 喜 士 发 明了 一 个 智力 游戏 ， 其 目标 是 在 一 个 十 
二 面体 ?的 边 上 找 出 一 条 路 线 ， 该 路 线 起 始 于 某 个 顶 角 ， 并 途经 其 他 每 个 顶 角 怡 好 一 次 之 后 ， 又 
回 到 起 始 的 那个 项 角 。 一 个 十 二 面体 的 顶 角 和 边 确定 一 个 有 20 个 顶点 (因此 阶 为 20) 30 条 边 的 
图 ， 该 图 如 图 11-18 所 示 。 上 有 目前 已 经 发 现 了 很 多 哈密 顿 游戏 8 
的 解 。 

哈密 顿 游戏 适用 于 任意 的 简单 图 : 

设 G 是 简单 图 ， 能 否 活着 @G 的 边 确定 一 条 路 线 ， 使 得 

它 从 G 的 某 一 顶点 出 发 、 在 访问 其 他 每 一 个 顶点 正好 一 次 

之 后 ， 又 返回 到 起 始 顶 点 ? 

今天 ， 我 们 把 图 G 中 一 个 哈密 顿 游戏 的 解 叫做 一 个 哈密 顿 
圈 。 更 确切 地 说 ，n 阶 图 G 的 一 个 哈密 顿 图 是 G 中 一 个 长 度 为 
2 的 图 。 因 此 ，n 阶 图 G 中 的 一 个 哈密 顿 圈 是 一 个 长 度 为 


的 圈 图 11-18 





其 中 zz，xz，…，zs 是 G 的 以 某 种 顺序 排列 的 x 个 顶点。 连接 G 的 顶点 a 和 已 的 长 度 为 一 1 的 
路 径 





C 一 TI 一 一 一 To 一 六 
叫做 G 中 的 一 条 哈密 顿 路 径 。 因 此 ，G 中 的 一 条 哈密 顿 路 径 是 G 的 2 个 顶点 的 一 个 排列 ， 在 该 排 
列 中 ， 相 邻 两 个 顶点 之 间 由 G 的 一 条 边 连接 。 哈 密 顿 路 径 连接 这 个 排列 中 的 第 一 个 顶点 直到 最 
后 一 个 顶点 。 哈 密 顿 路 径 中 的 边 与 哈密 顿 轿 中 的 边 是 有 区 别 的 。 
我 们 也 可 以 在 一 般 图 中 考虑 哈密 顿 路 径 和 哈密 顿 圈 ， 但 边 的 重 数 并 不 影响 哈密 顿 路 径 和 
圈 的 存在 性 ， 哈 密 顿 路 径 和 圈 的 存在 与 否 只 与 某 些 顶点 对 之 间 是 否 有 边 连接 有 关 ， 而 与 连接 
这 些 顶 点 对 之 间 的 边 的 重 数 无 关 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 本 节 只 考虑 简单 图 ， 而 不 考虑 一 
般 图 。 
例子 ” 阶 数 mn 宇 3 的 完全 图 K, 中 存在 哈密 顿 圈 。 事 实 上 ， 因 为 K; 的 每 一 对 不 同 顶 点 之 
间 形 成 一 条 边 ， 所 以 K; 的 了 个 顶点 的 每 一 个 排列 都 是 一 条 哈密 顿 路 径 。 又 因为 路 径 中 的 第 
一 个 顶点 与 最 后 一 个 顶点 之 间 有 一 条 边 ， 所 以 每 一 条 哈密 顿 路 径 都 可 以 扩展 成 一 个 哈密 顿 
圈 。 由 此 可 知 ，K, 中 有 n! 条 哈密 顿 路 径 ， 也 有 n! 个 哈密 顿 图 (对 应 长 度 为 n 的 循环 排 
列 )。 口 





昌 出 处 同上 一 页 脚注 馈 。 
妃 该 十 二 面体 是 一 种 规则 的 立体 ， 它 是 由 12 个 规则 的 五 边 形 所 围 成 的 ， 构 成 30 条 边 、20 个 顶 角 。 
合 ” 这 也 许 是 对 为 什么 险 密 顿 游戏 不 是 商业 上 的 一 个 巨大 成 功 的 解释 ! 
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例子 ”确定 图 11-19 所 示 的 两 个 图 中 是 否 存在 哈密 顿 路 径 或 哈密 顿 圈 。 
b 六 6 9 


11-19 


首先 考虑 左边 的 那个 图 ， 显然 4a 一 5 一 cc 一 4 一 f 一 e 一 a 是 一 个 哈密 顿 图 ， 因此 
a 一 b 一 c 一 d 一 /一 e 是 一 条 哈密 顿 路 径 。 另 一 条 险 密 顿 路 径 是 a 一 6 一 c 一 d 一 e 一 /， 但 这 条 路 径 不 能 
扩展 为 一 个 哈密 顿 图， 因为 和 上 之 间 不 能 通过 一 条 边 连接 起 来 。 

现在 考虑 右边 的 那个 “哑铃 ” 图: 它 的 一 条 哈密 顿 路 径 是 4a 一 5 一 c 一 d 一 e 一 f， 但 这 个 图 不 
存在 哈密 顿 图 ， 其 原因 是 ， 哈密 顿 圈 是 闭路 径 ， 因 此 , 它 必 须 经 过 这 个 哑铃 的 “把 儿 ” 两 次 才 
行 ， 但 这 在 哈密 顿 圈 中 是 不 允许 的 。 口 

乍 看 起 来 ， 图 中 哈密 顿 圈 的 存在 性 问题 似乎 类 似 于 图 中 欧 拉 闭 迹 的 存在 性 问题 。 对 于 后 者 ， 
我 们 是 寻求 一 条 包含 每 一 条 边 恰好 一 次 的 闭 迹 ， 而 对 于 前 者 ,我 们 是 寻求 一 条 包含 每 一 条 边 恰 
好 一 次 的 闭路 径 。 除 了 表面 上 的 这 种 相似 之 外 ， 这 两 个 问题 却 完全 不 同 。 在 定理 11. 1. 1 中 ,我 
_ 们 给 出 了 有 欧 拉 闭 迹 的 一 般 ) 图 的 一 个 容易 验证 的 特性 ， 并 且 得 到 了 当 那 些 条 件 满足 时 构造 欧 
拉 闭 迹 的 满意 算法 。 而 对 有 哈密 顿 圈 的 图 来 说 ， 它 不 具有 这 样 的 特征 ， 而 且 即 使 哈密 顿 圈 存在 ， 
也 没有 在 一 个 图 中 构建 哈密 顿 圈 的 满意 算法 。 图 中 哈密 顿 图 〈 和 路 径 ) 的 存在 性 及 算法 构造 问题 
至 今 仍 然 是 图 论 广泛 研究 的 问题 ， 也 仍然 是 一 个 主要 研究 问题 。 

尽管 我 们 不 能 刻画 存在 哈密 顿 圈 的 图 的 特性 〈 即 找 出 图 中 存在 哈密 顿 圈 的 充分 必要 条 件 )， 
但 如 果 能 分 别 找 到 存在 的 充分 条 件 〈 即 确保 图 中 存在 哈密 顿 图 ) 和 存在 的 必要 条 件 〈 即 如 果 不 满 
足 ， 则 确保 图 中 不 存在 哈密 顿 圈 ) 的 话 ， 那 我 们 也 只 能 就 此 满足 。 哈 密 顿 圈 存 在 的 一 个 明显 的 必 
要 条 件 是 : 图 必须 是 连通 的 。 另 一 个 不 太 明 显 的 必要 条 件 隐藏 在 我 们 对 图 11-19 中 那个 哑铃 图 的 
分 析 中 。 

连通 图 的 一 条 边 叫做 一 个 桥 ， 如 果 将 其 删除 后 ,得 到 的 是 一 个 不 连通 的 图 。 从 某 种 意义 上 
说 ， 带 有 桥 的 连通 图 仅仅 是 连 着 的 ， 若 删 掉 一 个 桥 ， 则 图 就 被 “分 割 ” 了 。 在 图 11-19 中 ， 哑 铃 
图 的 把 儿 就 是 一 个 桥 。 

定理 11.3.1 带 有 桥 的 阶 n 宇 3 的 连通 图 不 存在 哈密 顿 圈 S 。 

证 明 设 a=={x，y) 是 连通 图 G 的 一 个 桥 , 设 G 是 由 G 通过 删除 边 a 但 不 删除 任何 顶点 后 








得 到 的 图 。 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 G 具有 两 个 连通 分 量 ” 。 假 设 G 中 有 一 个 哈密 顿 圈 y， 那 么 7 


将 会 起 始 于 G 中 的 一 个 分 量 ， 最 终 经 过 边 a 滤 过 到 G 中 的 另 一 个 分 量 ， 然 后 ， 还 得 经 过 边 返 

回 到 起 始 的 那个 分 量 , 但 此 时 y 已 不 再 是 一 个 哈密 顿 图 了 ， 因 为 它 已 经 包含 一 条 边 < 两 次 (事实 

上 ，G 甚至 没有 网 拉 圈 )。 口 
现在 ， 我 们 讨论 一 般 图 中 存在 哈密 顿 圈 的 一 个 简单 的 充分 条 件 ， 该 充分 条 件 归 功 于 Oree 。 
设 G 是 n 阶 简单 图 ， 考 虑 下 面 的 性 质 ，G 可 能 满足 这 个 性 质 ， 也 可 能 不 满足 。 





尽管 可 能 存在 一 条 险 密 顿 路 径 。 

如 果 G' 有 两 个 以 上 的 连通 分 量 ， 因 为 边 a 只 能 将 其 中 的 两 个 连通 分 量 组 合 在 一 起 ， 所 以 将 a 放 回 原 处 后 ， 其 结 
果 的 图 (也 就 是 G) 是 不 连通 的 ， 与 假设 矛盾 。 

全 (Ore，A Note on Hamilton Circuits, Amer. Math. Monthly, 67 (1960)，55。 


© 
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Ore 性 质 : 对 所 有 不 邻接 的 不 同 顶点 +，y 的 对 ， 有 
deg(Xx) 二 deg(y) 守 nn 

一 个 简单 图 如 果 满 足 Ore 性 质 将 意味 着 什么 呢 ? 首先 ， 在 一 个 简单 图 中 ， 如 果 所 有 顶点 都 具 
有 “大 ”度数 ， 则 图 中 必 有 很 多 的 边 ， 而 且 这 些 边 还 比较 均匀 地 分 布 在 图 中 ， 我 们 期 望 这 样 的 
图 中 存在 哈密 顿 图 8 。 例 如 ， 现 在 假设 G 是 一 个 项 点数 n= 二 50 的 简单 图 并 满足 Ore 性 质 ， 如 果 G 
中 有 一 个 小 度数 的 顶点 zx， 比 方 说 z 的 度数 为 4， 这 就 意味 着 G 中 有 45 个 不 同 于 的 顶点 与 x 不 
邻接 ， 根 据 Ore 性 质 ， 在 这 45 个 顶点 中 ， 每 一 个 顶点 的 度数 至 少 都 是 46。 由 此 可 看 出 ，QOre 性 
质 意味 着 : 要 么 所 有 顶点 都 具有 大 度数 ， 要 么 有 车 于 个 顶点 有 小 度数 ， 而 且 有 大 度数 的 顶点 很 
多 。 所 以 ，Ore 性 质 通 过 迫使 许多 顶点 具有 很 大 的 度数 (这 一 点 可 能 会 使 一 个 图 存在 哈密 顿 圈 ) 
来 补偿 小 度数 顶点 〈 这 一 点 可 能 会 使 一 个 图 不 存在 哈密 顿 圈 ) 存在 的 可 能 。 

定理 11.3.2 设 G 是 满足 Ore 性质 且 阶 数 n 宇 3 的 简单 图 ， 则 G 中 存在 哈密 额 圈 。 

证 明 假设 G 是 不 连通 的 ,下 面 我 们 证 明 G 不 可 能 满足 Ore 性 质 。 因 为 G 是 非 连通 的 ， 所 
以 它 的 顶点 可 以 被 划分 为 两 个 子 集 U 和 W， 使 得 G 中 不 存在 任何 一 条 连接 口中 一 个 顶点 和 W 中 
一 个 顶点 的 边 。 设 UU 中 的 顶点 数 为 -，W 中 的 顶点 数 为 s， 则 有 7 十 ;二 nx， 并 且 UU 中 任意 顶点 度 
数 的 最 大 值 为 r 一 1，W 中 任意 顶点 度数 的 最 大 值 为 ;一 1。 令 xz 为 U 中 的 任意 一 个 顶点 ,，y 为 W 
中 的 任意 一 个 顶点 ， 于 是 ，x 和 y 是 不 邻接 的 ， 但 它们 的 度数 之 和 的 最 大 值 为 

(rr 一 1) 十 (一 1) 一 > 十 s 一 2 一 7 一 2 

这 与 Ore 性 质 予 盾 ， 因 此 ，C 是 连通 的 。 

为 完成 定理 的 证 明 ， 我 们 给 出 一 个 算法 S， 用 来 构造 满足 Ore 性 质 的 图 中 的 哈密 顿 加 。 


求 哈密 顿 圈 的 算法 


(1) 从 任意 一 个 顶点 开始 ,在 它 的 任意 一 端 邻 接 一 个 顶点， 构造 一 条 越 来 越 长 的 路 径 ， 直 到 
不 能 再 加 长 为 止 。 设 这 条 路 径 是 
YI 
(2) 检查 六 和 是 否 邻接 。 
(i ) 如 果 y, 和 y, 不 邻接 ， 则 转 到 (3); 否则 ，y, 和 y 邻接 ， 转 到 (ii )。 
Ci ) 如 果 m 一 2， 则 停止 构造 并 输出 哈密 顿 圈 
JI 3 Yn Yi 
否则 ，y, 和 y 是 邻接 的 且 m 二 n， 转 到 (省 )。 
《 诈 )》 找 出 一 个 不 在 Y 上 的 项 点 z 和 在 yY 上 的 顶点 y:， 使 得 z 和 yw 邻接 ， 将 > 用 下 面 的 
长 度 为 m 十 1 的 路 径 替 代 


ZY YY Yl 





并 转 回 到 (2)。 
(3) 找 出 一 个 顶点 y(1<k<<m)， 使 得 y 和 yi 邻接 ， 且 y-!1 和 yy 邻接， 将 YY 用 下 面 的 路 径 
蔡 代 





yy 
这 条 路 径 的 两 个 端点 y: 和 y 是 邻接 的 ， 转 回 到 (2)( i )。 
为 证 明 该 算法 在 Ore 性 质 成 立时 ,确实 能 构造 出 一 个 哈密 顿 圈 ,我们 必须 证 明 在 第 (2) 





晶 ”我 们 将 在 推论 11. 3. 3 中 给 出 准确 描述 。 

轧 ” 如 果 使 很 多 边 都 能 很 好 地 分 布 在 图 中 还 不 能 确保 哈密 顿 圈 存 站 的 话 ， 那 我 们 还 能 有 什么 机 会 找到 确保 哈密 顿 圈 
存在 的 条 件 呢 ? 

稀 ”Ore 定理 11. 3. 2 的 初始 证 明 中 没有 明确 给 出 这 一 算法 ， 后 来 由 M. (. Albertson 明确 地 表示 了 出 来 。 
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《出 》 步 ， 确 实 能 找到 一 个 特定 的 项 点 z， 在 第 (3) 步 ， 确 实 能 找到 一 个 特定 的 顶点 x。 

首先 考虑 第 (2)( 诈 ) 步 : 我 们 有 mm 二 wx。 因为 我 们 已 经 指出 过 ，Ore 性 质 意味 着 G 是 连通 
的 ， 所 以 必 存 在 一 个 不 在 7 路 径 上 的 顶点 z， 它 与 yy ，*…，y 中 的 某 个 顶点 邻接 。 

现在 考虑 第 (3) 步 : 我 们 知道 x 和 y,, 不 是 邻接 的 。 设 y, 的 度数 为 -，y, 的 度数 为 s， 根 
据 (re 性质,，r 十 ; 宇 n。 因 为 从 (1) 中 得 到 的 y 是 一 条 最 长 的 路 径 ， 所 以 y 只 能 与 y> 上 的 顶点 邻 


接 ， 即 与 yy，…，y, 1 中 的 r+ 个 顶点 邻接 。 同 理 ，y, 与 yy，…，y_1 中 的 ;个 顶点 邻接 ,与 yy 
邻接 的 > 个 顶点 中 的 每 一 个 项 点 都 位 于 7y 路 径 上 某 个 顶点 的 前 面 ， 且 在 这 些 顶 点 中 ， 必 有 一 个 与 


yn 邻接 ， 否 则 的 话 ，y 最 多 与 《mm 一 1 一 7 个 顶点 邻接 ， 所 以 sm 一 1 一 r， 也 即 

r 十 5 碌 m 一 1 过 nn 一 1 
这 与 Ore 性 质 承 盾 。 因此 ， 存在 一 个 顶点 Jp， 满足 Yl 与 y 邻接 ， Hy, 与 y-1 邻 接 。 因此 ， 算 
法 在 G 中 构造 出 了 一 条 哈密 顿 圈 后 停止 。 口 

确保 一 个 简单 图 具有 Ore 性 质 的 一 种 办 法 是 : 假定 所 有 顶点 的 度数 都 大 于 或 等 于 图 的 阶 数 的 
一 半 。 该 结论 出 现在 Dirac 的 一 个 定理 中 ， 尽 管 这 个 结论 是 在 定理 11. 3. 2 出 现 之 前 的 1952 年 证 
明 的 ,但 它 仍 是 定理 11. 3. 2 的 一 个 推论 。 

推论 11.3.3 在 阶 数 n 宇 3 的 简单 图 中 ， 如 果 每 个 顶点 的 度数 至 少 为 n/2， 则 图 中 必 存 在 哈 
密 顿 园 。 

下 面 的 定理 给 出 了 简单 图 中 存在 哈密 顿 圈 的 另 一 个 充分 条 件 ， 其 证 明 及 算法 的 构造 均 类 似 
于 定理 11. 3.2， 我 们 把 它 的 证 明 留 作 练 习题 。 

定理 11.3.4 在 一 个 nn 阶 简单 图 中 ， 如 果 每 对 不 邻接 顶点 的 度数 之 和 至 少 是 n 一 1， 则 图 中 
存在 哈密 顿 路 径 。 

例子 (旅行 商 问题 ) 考虑 一 个 旅行 商 正在 计划 一 次 商业 旅行 ， 他 要 去 他 的 某 些 客户 所 居住 
的 城市 ， 然 后 返回 到 他 出 发 时 所 在 的 城市 。 在 他 要 前 往 的 城市 中 ， 有 些 城 市 之 间 有 直达 航班 ， 而 
有 些 则 没有 ， 他 能 否 做 出 这 样 的 旅行 计划 ， 使 他 到 达 每 个 城市 恰好 一 次 ? 

设 他 要 前 往 的 城市 包括 他 居住 的 城市 一 共有 7 个， 我 们 假定 这 些 城市 是 一 个 7 阶 简单 图 G 的 
顶点 ， 其 中 ,任意 两 个 城市 之 间 只 要 有 直达 航班 ， 就 有 一 条 边 连接 。 于 是 ， 这 位 商人 要 寻求 的 就 
是 G 中 的 一 个 哈密 顿 图 。 如 果 G 有 Ore 和 性质， 那么 ， 由 定理 11.3.2 可 知 ，G 中 存在 一 个 哈密 顿 
圈 ， 且 在 定理 的 证 明 中 给 出 了 一 个 构造 它 的 好 方法 。 但 在 一 般 情 况 下 ， 并 不 存在 已 知 的 能 为 这 位 
商人 构造 出 一 个 哈密 顿 圈 的 好 算法 ， 或 告知 这 位 商人 图 中 根本 就 不 存在 哈密 顿 轿 。 然 而 ， 上 述 问 
题 并 不 是 这 位 商人 真正 要 面 对 的 实际 问题 ， 这 是 因为 他 要 去 的 那些 城市 之 间 的 距离 往往 是 不 同 
的 ， 因 而 他 需要 的 是 这 样 的 一 个 哈密 顿 圈 ， 他 所 旅行 的 距离 越 短 越 好 。 口 


11.4 二 分 多 重 图 


设 G=(V，E) 是 一 个 多 重 图 ， 如 有 果 顶 点 集 V 可 以 被 划分 为 两 个 子 集 X 和 Y， 使 得 G 的 每 一 
条 边 都 有 一 个 顶点 在 六 中 且 另 一 个 顶点 在 Y 中 ， 则 称 G 是 二 分 的 ， 具有 这 种 性 质 的 一 对 XX，Y 
称 为 G 的 (也 称 为 顶点 集 V 的 ) 一 个 二 分 划 。 二 分 划 中 属于 同一 子 集 的 顶点 之 间 不 邻接 。 我 们 
通常 这 样 来 画 一 个 二 分 多 重 图 的 图 形 : 将 X 中 的 顶点 通 在 左边 《因此 也 称 为 左 顶 点 ), 将 Y 中 的 
顶点 通 在 右边 《因此 也 称 为 右 项 点 )S。 注 意 ， 二 分 多 重 图 中 不 存在 任何 环 ， 二 分 多 重 图 的 子 图 








OO G.A.Dirac. Some Theorems on Abstract Graphs, Proc. London Math. Soc. ，2 (1952)，69-81。 

名 另 一 方面 ,他 可 能 需要 一 个 使 旅行 总 费用 最 少 的 哈密 顿 图 。 从 数学 的 角度 而 言 ， 这 并 没有 什么 区 别 ， 因 为 我 们 
在 每 条 边 上 加 的 权 ， 可 以 不 代表 它 所 连接 的 城市 之 间 的 距离 .而 是 代表 旅行 费用 。 在 这 黄种 情况 下 ， 我 们 都 是 
在 寻找 这 样 的 一 个 哈密 顿 图 : 图 中 的 边 权 之 和 最 小 。 

四 当然 左 、 右 是 可 以 互 换 的 。 
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及 与 二 分 多 重 图 同 构 的 多 重 图 也 是 二 分 图 。 

例子 11-20 给 出 了 一 个 具有 二 分 划 X,Y 的 二 分 多 重 图 ,其 中 X={a, b, c,d},Y 
{uU, Vv, Ww)}。 

例子 考虑 图 11-21 中 给 出 的 简单 图 G。 尽 管 从 表面 上 看 不 是 一 个 二 分 图 ， 但 实际 上 它 确 实 
是 一 个 二 分 图 ， 因 为 我 们 也 可 以 把 G 画 成 图 11-22 所 示 的 图 形 ， 该 图 揭示 了 G 中 存在 一 个 二 分 划 
XXX 一 {a， C， 88， h, J， k}, Y= {6b， d, ee, f， i}。 口 


a 


口 川 





图 11-20 图 11-21 图 11-22 
上 述 例 子 表明 : 二 分 图 的 图 示 或 边 的 序列 有 时 不 能 直接 揭示 出 其 二 分 的 本 性 ， 在 简单 图 中 


[420| 对 边 的 描述 或 许 能 揭示 其 顶点 的 二 分 性 质 。 


例子 设 G 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 分 别 是 从 1 到 20 的 整数 ， 两 个 顶点 之 间 有 边 当 且 仅 当 它 
们 的 差 是 一 个 奇数 。 我 们 把 G 的 顶点 自然 地 划分 为 偶数 和 奇数 两 部 分 。 因 为 两 个 奇数 顶点 之 差 
是 一 个 偶数 ， 两 个 偶数 顶点 之 差 也 是 偶数 ， 所 以 G 的 两 个 顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 其 中 的 一 个 是 
奇数 ， 而 另 一 个 是 偶数 。 因 此 ，CG 是 一 个 二 分 图 ， 其 二 分 划 为 X 一 (1，3，…，17，19}，Y 一 (2， 
4，…，18，20) 。 口 

一 个 有 二 分 划 基 ,，Y 的 二 分 图 SG 称 为 完全 的 ， 如 果 关中 的 每 一 个 顶点 与 Y 中 的 每 一 个 顶点 
都 邻接 。 因 此 ， 如 果 关中 有 mm 个 顶点 ,，Y 中 有 nn 个 顶点 ， 则 G 中 有 mXn 条 边 。 有 mm 个 左 项 点 、 
nn 个 右 顶 点 的 完全 二 分 图 记 为 K;,,， 上 面 例子 中 的 图 G 是 Ko.w。 

因为 多 重 图 的 二 分 性 仅 从 图 的 表达 形式 上 看 可 能 是 不 明显 的 ， 所 以 我 们 希望 有 其 他 方法 来 
认识 二 分 多 重 图 。 

定理 11.4.1 一 个 多 重 图 是 二 分 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 圈 的 长 度 都 是 偶数 。 

证 明 首先 , 设 G 是 有 二 分 划 X, Y 的 二 分 多 重 图 ， 则 G 中 一 条 途径 上 的 顶点 必 交 替 取 自 X 
和 立 。 因 为 圈 是 财 途 径 ， 这 就 意味 着 一 个 圈 中 包含 的 左 、 右 顶点 数 相同 ， 所 以 ， 每 一 个 圈 的 长 度 
都 是 偶数 。 

现在 ， 假 设 G 中 每 一 个 圈 的 长 度 都 是 偶数 。 首 先 , 假设 6 是 连通 的 , 设 z 是 G 的 任意 一 个 
顶点 。 设 和 是 由 那些 到 z 的 距离 为 偶数 的 顶点 构成 的 集合 、Y 是 由 那些 到 xz 的 距离 为 奇数 的 顶 
点 构成 的 集合 。 因 为 假设 G 是 连通 的 ， 所 以 X,Y 是 G 的 顶点 的 一 个 划分 。 我 们 下 面 来 证 明 X， 
Y 是 一 个 二 分 划 ， 即 X 中 的 任意 两 个 顶点 不 邻接 、Y 中 的 任意 两 个 顶点 也 不 邻接 。 假 设 反 之 ， 即 
存在 一 条 边 {a,， 5b), 使 a, 5 均 属 于 X, 令 

az 一 …… 一 和 和 B:z 一 … 一 0 (11.4) 

分 别 是 从 工 到 a 和 从 xz 到 65 的 长 度 最 短 的 途径 。 因 为 这 两 条 途径 中 的 第 一 个 顶点 都 是 +， 所 以 存 
在 一 个 顶点 z， 它 是 这 两 条 途径 中 最 后 一 个 相同 的 顶点 ， 从 而 , 式 (11.4) 中 的 途径 可 以 写成 如 





日 不 是 二 分 多 重 图 。 
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下 形式 : 
aiZ 一 一 一 一 4 和 8B:z 一 一 < 一 一 0 (11.5) 
我 们 把 其 中 的 每 一 条 途径 都 分 成 更 小 的 途径 : 
QT 一 Zz 和 Qs:z 一 … 一 a 
以 及 
Bi:7z—*…—z 和 Bs:z—*…—b 


途径 as 入 中 除了 z 以外， 再 无 相同 的 项 点。 又 因为 在 (11. 5) 中， 途径 a 是 从 x 到 a,， 而 8 是 
从 到 4b 的 ,它们 都 是 最 短途 径 ， 所以， a, 和 BB 一定 有 相同 的 长 度 。 例 如 ， 如 果 mw 的 长 度 小 于 
有 ， 那 么 我 们 就 可 以 把 w 和 尽 接 起 来 形成 一 个 从 工 到 5 长度 小 于 8 的 途径 ， 了 矛盾。 因此， 两 条 途 
径 w 入 的 长 度 要 么 都 是 奇数 ， 要 么 都 是 偶数 。 这 时 ， 边 {c，2} 的 存在 意味 着 图 中 有 一 个 长 
度 为 奇数 的 图 
z 一 一 40 一) 一 … 一 > 

这 与 假设 矛盾 。 所 以 ， 不 可 能 存在 一 条 边 连接 X 中 的 两 个 顶点 。 同 理 可 证 明 ， 也 不 可 能 存在 一 
条 边 连接 Y 中 的 两 个 顶点 。 因 此 ，G 是 二 分 的 。 

如 果 G 是 不 连 道 的 ,我 们 将 上 面 的 讨论 用 于 G 的 每 一 个 连通 分 量 ， 即 得 到 每 一 个 分 量 都 是 
二 分 的 ， 这 也 就 意味 着 G 是 二 分 的 。 口 

在 11.7 节 ， 我 们 将 给 出 一 个 简单 算法 : 确定 从 连通 图 的 一 个 指定 顶点 x 到 其 他 任意 顶点 
的 距离 。 这 个 算法 与 定理 11. 4. 1 的 证 明 有 联系 ， 如 果 图 G 是 二 分 的 ， 它 将 确定 G 的 一 个 二 
分 划 。 

例子 设 是正 整数 ， 把 由 0 和 1 构成 的 所 有 元 组 的 集合 作为 简单 图 Q@, 的 项 点 ， 存 在 一 
条 边 连接 两 个 顶点 当 且 仅 当 这 两 个 顶点 仅 有 一 个 坐标 不 同 。 比 如 ,车 x 二 (zt，…，x) 和 > 一 
(7 ，…，Jm) 之 间 有 一 条 边 ， 则 y 中 1 的 个 数 比 工 中 1 的 个 数 多 1 或 少 1。 设 和 是 由 那些 有 偶数 
个 1 的 ?元 组 构成 的 , 了 是 由 那些 有 奇数 个 1 的 ”元 组 构成 的 ， 则 X 中 两 个 不 同 的 顶点 之 间 至 少 
有 两 个 坐标 不 同 ， 因 此 是 不 邻接 的 。 同 理 , 并 中 的 两 个 不 同 顶 点 也 是 不 邻接 的 ， 所 以 Q, 是 一 个 
具有 二 分 划 X,，Y 的 二 分 图 。 

Q&, 是 由 ” 维 立体 的 顶点 和 边 构成 的 图 ， 在 图 4-1 一 图 4-3 中 ,我 们 曾 给 出 过 Q@，Q:，Q 的 
图 形 ， 但 在 某 种 程度 上 ， 这 些 图 形 并 不 能 自动 地 揭示 出 它们 二 分 的 本 质 ， 图 11-23 给 出 了 揭示 它 
们 二 分 本 质 的 图 形 。 在 4.3 节 中 ， 我 们 所 构造 的 反射 Gray 码 是 图 Q, 中 的 哈密 顿 圈 。 因 此 ， 寻 找 
一 个 生成 n 元 集 的 所 有 组 合 的 方法 ， 使 得 该 元 集 的 连续 组 合 变化 最 小 〈 一 个 新 元 素 进 ， 或 一 个 





老 元 素 出 ) 与 在 一 个 n 维 立体 图 Q, 中 寻找 一 个 哈密 顿 圈 是 相同 的 。 口 
一 0 
QO, 
0 0 


图 11-23 
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例子 ”考虑 8X8 棋盘 。 定 义 一 个 图 Bs， 其 顶点 为 棋盘 的 64 个 棋 格 ， 两 个 棋 格 之 间 有 一 条 
边 当 且 仅 当 它 们 有 一 条 公共 边 了 了。 等 价 地 说 ， 两 个 方 格 是 邻接 的 当 且 仅 当 它们 可 以 同时 被 一 张 多 
米 诺 骨牌 覆盖 。 如 果 我 们 将 棋盘 中 的 棋 格 看 作 是 黑白 相间 的 ， 那么 任意 两 个 黑 格 或 白 格 之 间 都 
不 邻接 ， 因 此 ， 对 一 个 棋盘 的 普通 着 色 就 确定 了 顶点 的 一 个 二 分 划 ， 分 成 黑 格 和 白 格 两 部 分 ， 因 
此 这 个 图 是 二 分 图 。 这 个 图 称 为 棋盘 的 多 米 诺 骨牌 二 分 图 ,我们 可 以 给 任意 一 张 带 有 禁止 格 的 
棋盘 匹配 一 个 这 样 的 图 。 回 想 一 下 第 1 章 练 习题 3 提出 的 问题 : 能 否 从 一 个 8X8 棋盘 的 一 角 ， 
经 过 每 个 棋 格 恰好 一 次 走 到 它 的 对 角 ? 现在 我 们 知道 ， 这 个 问题 相当 于 问 图 B 中 是 否 存在 一 条 
哈密 顿 路 径 。 现 在 Bs 是 一 个 有 32 个 白 (或 左 ) 顶点 、32 个 黑 (或 右 ) 顶点 的 二 分 图 ， 所 求 的 
哈密 顿 路 径 应 该 起 始 和 终止 于 同一 种 颜色 〈 比 如 说 黑色 ) 的 顶点 ， 因 为 B 是 二 分 图 ， 顶 点 的 颜 
色 在 路 径 中 必须 是 交替 的 ， 所 以 不 可 能 存在 一 条 从 一 角 到 达 其 对 角 且 包含 所 有 顶点 的 哈密 顿 路 
径 ， 因 为 这 样 的 路 径 中 黑 格 的 个 数 必须 比 白 格 的 个 数 多 1。 

用 类 似 的 方法 ， 对 于 一 个 有 禁止 格 的 mXn 棋盘 ,我们 可 以 给 它 匹 配 一 个 多 米 诺 骨 有 牌 二 分 
图 ， 其 顶点 是 棋盘 的 自由 格 。 口 

使 用 类 似 于 上 述 例子 的 推理 ， 我 们 给 出 下 面 的 基本 结论 。 

定理 11.4.2 设 G 是 有 二 分 划 半 ,，Y 的 二 分 图 ， 如 果 | 义 | 关 |Y|， 则 G 中 不 存在 哈密 顿 圈 。 
如 果 | 及 | 二 |Y|，、 则 G 中 不 存在 起 始 于 X 中 的 顶点 又 终止 于 X 中 的 顶点 的 哈密 顿 路 径 。 如 果 太 
和 YY 相差 至 少 是 两 个 顶点 ， 则 G 中 不 存在 哈密 顿 路 径 。 如 果 | 久 | 二 |Y| 十 1， 则 G 中 不 存在 起 始 
于 久 终止 于 了 的 哈密 顿 路 径 ; 反之 亦 然 。 

注意 定理 11. 4. 2 中 没有 正面 的 结论 。 其 中 的 每 一 个 推断 只 排除 了 哈密 顿 路 径 或 哈密 顿 图 存 
在 的 可 能 性 。 

在 结束 本 节 内 容 之 前 ， 再 讨论 一 个 古老 的 游戏 问题 8 ， 该 问题 用 现代 语言 描述 的 话 ， 仍 是 在 
给 定 的 图 中 寻找 哈密 顿 圈 的 问题 。 

例子 〈 跳 马 问 题 ) ”考虑 8X8 棋盘 及 其 上 的 一 枚 棋子 ， 国际 象棋 中 的 马 。 马 从 当前 位 置 通 
过 向 垂直 方向 移动 2 格 、 水 平方 向 移动 ] 格 ， 或 向 垂直 方向 移动 1 格 、 水 平方 向 移动 2 格 的 方式 
移动 ， 那 么 ， 是 否 存 在 这 样 的 可 能 : 让 马 能 够 落 在 棋盘 的 每 一 格 上 恰好 一 次 ,而 又 不 违反 规则 
呢 ? 这 样 的 走 法 称 为 跳马 路 线 〈 也 称 骑士 周游 )。 我 们 可 以 求 具有 这 样 性 质 的 跳马 路 线 ， 从 最 后 
一 个 格 移 到 第 一 个 格 时 仍 是 一 步 合 法 的 马 步 。 具 有 这 种 性 质 的 跳马 路 线 称 为 重复 路 线 〈reen- 
trant) 。 

这 个 问题 的 一 种 解法 归功 于 欧 拉 ， 其 方法 如 下 面 表格 所 示 。 
S8 43 60 37 S2 41 62 35 


49 | 46 S7 42 61 36 $3 | 40 
44 | 39 48 $1 38 $5 34 063 


47 | 50 45 36 | 33 64 | 39 | 54 
























































22 7 32 ] 24 13 18 15 吕 
31 2 23 6 19 16 27 12 
8 21 4 29 10 25 14 17 
3 30 9 20 5 28 11! 26 





在 表格 中 ， 棋 格 中 的 数字 代表 马 到 达 该 棋 格 的 次 序 ， 特 别 地 ， 数 字 为 1 的 棋 格 表示 马 的 初始 








日 ”原文 分 别 为 axXzm 棋盘 和 图 B,， 但 整个 例子 讲 的 都 是 8X8 棋盘 和 图 Bs ， 故 译文 中 改 为 8X8 棋盘 和 图 Ba 。 一 一 
译 者 注 

包 ” 即 两 个 棋 格 作 为 顶点 是 邻接 的 ， 当 且 仅 当 它们 在 棋盘 上 是 相 邻 的 。 

全 ”该 问题 是 由 印度 棋 手 在 大 约 公 元 前 200 年 时 直观 地 提出 并 解决 的 。 
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位 置 ， 数 字 为 64 的 棋 格 代表 马 的 最 后 位 置 。 因 为 从 1 到 64 的 移动 是 一 步 合法 的 马 移动 ， 所 以 该 
跳马 路 线 是 一 个 重复 路 线 。 注 意 : 在 这 个 跳马 路 线 中 ， 马 首先 跳 过 棋盘 下 半 部 分 的 全 部 棋 格 后 才 
进入 上 半 部 分 。 

跳马 问题 可 以 适用 于 任何 mXn 棋盘 ,我们 将 其 视 为 图 中 哈密 顿 路 径 的 存在 性 问题 。 把 mXn 
棋盘 中 的 棋 格 看 作 图 KK，., 的 项 点 ， 其 中 两 个 棋 格 之 间 有 一 条 边 当 且 仅 当 从 其 中 一 个 棋 格 移 到 另 
一 个 棋 格 是 一 步 合 法 的 马 步 。K. 中 的 一 条 哈密 顿 路 径 代表 m Xn 棋盘 上 的 一 个 跳马 路 线 ， 一 个 
哈密 顿 图 代表 一 个 重复 路 线 。 像 以 往 一 样 ， 考 虑 棋盘 上 黑白 相间 的 棋 格 ,我 们 看 到 马 总 是 从 一 种 
颜色 的 棋 格 移 到 男 一 种 颜色 的 棋 格 ， 因 此 ，K;, 是 一 个 m Xn 阶 的 二 分 图 。 如 果 和 和 都 是 奇 
数 ， 则 一 种 颜色 的 棋 格 数 比 另 一 种 颜色 的 棋 格 数 多 1， 因 此， 根据 定理 11. 4. 2， 不 存在 重复 路 
线 。 如果 m 和 中 至 少 有 一 个 是 偶数 ， 则 黑白 棋 格 数 相 同 ， 因 此 ， 有 可 能 存在 重复 路 线 。 

在 1Xn 棋盘 上 ， 马 根本 就 无 法 移动 。 在 2Xz 棋盘 上 ， 对 于 四 个 角 上 的 每 一 个 棋 格 ， 马 只 能 
从 某 一 个 棋 格 到 达 ， 这 意味 着 : 在 图 K., 中 ， 角 上 的 每 个 棋 格 的 度数 均 为 1， 因 此， 不 存在 跳 
马路 线 。3X3 棋盘 又 如 何 呢 ? 在 这 样 的 棋盘 上 ， 马 从 任何 一 个 棋 格 都 不 可 能 到 达 中 间 那 个 棋 格 。 
因此 ， 在 K;.; 中 ， 中 间 那 个 棋 格 的 度数 为 0， 不 可 能 存在 跳马 路 线 。 不 要 失望 ,3X4 棋盘 上 的 马 
有 一 个 非 重 复 的 跳马 路 线 : 











使 用 nXn 棋盘 上 的 跳马 路 线 从 1 到 r 为 棋 格 标号 ， 产 生 一 个 数字 方 阵 ， 在 这 个 方 阵 中 ，1 
到 nw 中 的 每 个 数字 恰好 出 现 一 次 。 对 幻 方 ? 感 兴趣 的 人 可 能 会 问 是 否 存 在 结果 是 一 个 幻 方 的 跳马 
路 线 ， 即 魔幻 跳马 路 线 8 。 目 前 已 经 知道 ， 当 ?是 奇数 时 不 存在 魔幻 跳马 路 线 ， 而 当 "一 饮 且 A>2 
时 ,存在 魔幻 跳马 路 线 。 通 过 计算 机 穷 举 搜索 ， 我 们 已 经 证 明 在 8X8 棋盘 上 不 存在 魔幻 跳马 路 
线 。 在 下 面 的 意义 之 下 存在 很 多 半 魔 幻 跳马 路 线 ， 即 除了 对 角 线 之 外 ， 每 一 行 和 每 一 列 上 的 整数 
之 和 相同 。 下 面 是 一 个 古老 的 例子 8 。 
1 | 30 4 了 |s| 5|2|93|s5| 





















































11.5 树 

假设 我 们 要 建立 一 个 n 阶 连通 图 ， 要 求 是 使 用 最 少数 目的 边 “ 刚 好 能 够 做 到 ”3 。 一 个 简单 
的 构造 方法 是 ， 选 择 一 个 顶点 ,将 它 与 其 他 ”一 1 个 顶点 之 间 都 连 上 一 条 边 ， 其 结果 得 到 一 个 完 
全 二 分 图 Ki,,-1， 我 们 把 它 叫 做 星 。 星 Ki.,-1 是 连通 的 ， 且 有 n 一 1 条 边 。 如 果 从 中 去 掉 任何 





原 书 为 K。.»， 但 这 里 讨论 的 是 2Xn 棋盘 的 情况 ， 因 此 m 应 为 2。 一 一 译 者 注 

参见 1.3 节 。 

参见 H. E, Dudeney, Amusements in Mathematics. Dover Publishing Co., New York, 1958。 
W. Beverley, Philos., Mag. ，p. 102, April 1848。 

例如 ， 用 最 少数 目的 道路 来 连接 ”个 城市 ， 使 得 人 们 可 以 从 任意 一 个 城市 到 达 任 意 其 他 城市 。 
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一 条 边 ， 则 得 到 一 个 非 连通 图 ， 其 中 的 一 个 顶点 不 和 任何 边 连接 。 另 一 个 简单 的 构造 方法 
是 : 用 一 条 路 径 接 ”个 顶点 ， 其 结果 也 是 一 个 连通 图 ， 有 ”一 1 条 边 ， 如 果 从 中 去 掉 任意 一 
条 边 ， 也 将 得 到 一 个 非 连 通 图 。 那 么 ， 我 们 能 构造 出 有 7 个 顶点 且 少 于 一 1 条 边 的 连通 
图 吗 ? 

假设 我 们 有 一 个 n 阶 连 通 图 G。 试 想 一 个 一 个 地 把 边 放 入 G 中 ， 这 样 我 们 是 从 有 7 个 顶点 、 
没有 边 因而 有 7 个 连通 分 量 的 图 开始 ， 每 放 人 一 条 边 ， 就 最 多 减少 一 个 连通 分 量 ， 如 果 新 边 连接 
的 两 个 顶点 已 在 同一 个 连通 分 量 中 ， 则 连通 分 量 的 数目 保持 不 变 ; 如 果 新 边 连接 的 两 个 顶点 不 
在 同一 个 分 量 中 ， 则 这 两 个 分 量变 成 一 个 连通 分 量 ， 而 其 余 分 量 保持 不 变 。 因 为 我 们 起 始 于 ”个 
分 量 ， 而 一 条 边 最 多 只 能 减少 一 个 连通 分 量 ， 所 以 至 少 需要 ”一 1 条 边 才 能 将 连通 分 量 的 数目 减 
少 到 1， 即 得 到 一 个 连通 图 。 因 此 ， 我 们 证 明了 下 面 的 基本 结论 。 

定理 11.5.1 ?7 阶 连 通 图 至 少 有 7 一 1 条 边 。 此 外 ， 对 每 一 个 正 整 数 2， 存 在 恰好 有 ?一 1 条 
边 的 连通 图 。 从 恰好 有 ?一 1 条 边 的 于 阶 连通 图 中 去 掉 任 意 一 条 边 ， 得 到 一 个 非 连通 图 ， 因 此 ， 
每 条 边 都 是 一 个 桥 。 

树 定 义 为 这 样 一 个 连通 图 ， 去 掉 其 任意 一 条 边 后 就 不 再 连通 。 因 此 ， 树 是 一 个 连通 图 ， 其 每 
条 边 都 是 桥 ， 即 每 条 边 对 图 的 连通 性 都 是 必 不 可 少 的 。 下 面 我 们 证 明 : 通过 简单 地 计数 图 中 边 的 
数目 就 能 确认 一 个 连通 图 是 否 为 树 。 

定理 11. 5. 2 ?过 1 阶 的 连通 图 是 树 ， 当 且 仅 当 它 恰好 有 7? 一 1 条 边 。 

证 明 根据 定理 11.5.1， 恰 好 有 ”一 1 条 边 的 二 阶 连通 图 是 树 ， 因 为 其 每 一 条 边 都 是 桥 。 
反之 ,我 们 通过 对 n 施 归纳 法 证 明 ， ” 阶 树 G 恰 好 有 zx 一 1 条 边 。 如 果 ?一 1， 则 G 没 有 边 ， 所 
以 结论 显然 成 立 。 设 n 宇 2,， 令 a 是 G 的 任意 一 条 边 ，G 是 从 G 中 去 掉 边 a 后 得 到 的 图 ， 因 为 a 
是 桥 ， 所 以 G 有 两 个 连通 分 量 Gi 和 人 ， 设 它们 分 别 有 & 和 /个 项 点， 其 中 上 和 /是正 整 数 ， 且 
k 十 1 一 n。G! 的 每 一 条 边 都 是 G1 的 桥 ， 否 则 将 其 从 G 中 去 掉 后 ， 显 然 留 下 一 个 连通 图 ， 与 我 们 
的 假设 G 是 树 蔬 盾 。 同 理 ，Gz 的 每 一 条 边 也 都 是 G3 的 桥 。 因 此 ，Gi 和 Gi; 都 是 树 ， 由 归纳 假设 ， 
G! 有 一 1 条 边 ， GG 有 /一 1 条 边 ， 所 以 G 有 (一 1 十 (一 1) 十 1 二 % 一 1 条 边 ， 这 就 证 明了 我 们 
的 结论 。 口 

下 面 的 定理 给 出 了 树 的 另 一 个 特征 ， 但 我 们 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 11.5.3 设 G 是 连通 图 ,a 二 {tT，y) 是 G 的 一 条 边 ， 则 a 是 桥 当 且 仅 当 G 的 任何 圈 都 
不 包含 a。 

证 明 ” 先 假设 是 桥 ， 则 G 是 由 w 连接 到 一 起 的 两 个 连通 分 量 组 成 的 ， 所 以 任何 圈 中 都 不 可 
能 包含 ce 。 现 在 假设 " 不 是 桥 ， 则 从 G 中 去 掉 a 后 ， 留 下 一 个 连通 图 G ， 因 此 ,在 G 中， 当然 
也 是 在 G 中， 有 一 条 不 包含 边 a 的 路 径 





zy 
连接 > 和 y， 于 是 
zy 

是 一 个 包含 边 a 的 图。 口 

定理 11.5.4 设 G 是 n 阶 连通 图 ， 则 GG 是 树 当 且 仅 当 G 中 不 存在 圈 。 

证 明 ”我 们 知道 ， 树 的 每 一 条 边 都 是 桥 ， 因 此 根据 引 理 11.5.3， 树 中 不 存在 圈 ， 因 此 ， 如 
果 G 是 树 ， 则 G 中 不 存在 圈 。 现 在 假设 G 中 不 存在 圈 ， 再 由 引 理 11. 5. 3，G 的 每 一 条 边 都 是 桥 ， 
因此 ，G 是 一 棵 树 。 

定理 11. 5.4 暗示 了 树 的 另 一 个 特性 。 

















昌 牢记 : 圈 中 没有 相同 的 边 。 
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定理 11.5.5 图 G 是 树 当 且 仅 当 每 一 对 不 同 的 顶点 x 和 yy 之 间 都 有 唯一 的 一 条 路 径 ， 且 这 
条 路 径 必 是 连接 工 和 y 的 最 短 的 路 径 ， 即 长 度 为 d(T，y) 的 路 径 。 
证 明 首先 ， 假 设 C 是 树 。 因 为 C@ 是 连通 的 ， 所 以 每 一 对 不 同 的 顶点 一 定 被 某 条 路 径 连接 
着 。 如 果 某 对 项 点 被 两 条 不 同 的 路 径 连 接着 ， 则 G 中 有 轿 S ， 这 与 定理 11. 5.4 矛盾 。 
现在 ， 假 设 G 中 每 一 对 不 同 的 顶点 被 唯一 的 一 条 路 径 连 接着 ， 于 是 G 是 连通 的 。 因 为 圈 中 
的 每 一 对 顶点 都 由 两 个 不 同 的 路 径 连接 ， 所 以 G 中 不 存在 圈 ， 再 根据 定理 11.5.4，G 是 树 。 ” 口 
设 G 是 图 ，G 中 度数 为 1 的 顶点 叫做 G 的 悬挂 顶点 d 
(pendent vertex)， 因 此 ， 悬 挂 顶 点 只 与 一 条 边 邻 接 ， 任 何 
一 条 与 芸 挂 顶点 邻接 的 边 叫做 悬 边 〈pendent edge) 。 g 
例子 ”在 图 11-24 中 ， 阶 为 n=7 的 图 G 有 三 个 悬挂 顶 ° 7 
点 ， 即 <，25，g， 还 有 三 条 悬 边 。 该 图 不 是 树 ， 因 为 边 {c，“ e 
d) 不 是 桥 ， 或 因为 它 有 7 汪 >6 条 边 (参看 定理 11. 5.2), 或 
因为 它 有 一 个 圈 (参看 定理 11. 5. 4)。 口 
定理 11.5.6 设 G 是 阶 n 之 2 的 树 ， 则 G 中 至 少 有 2 个 悬挂 顶点 。 
证 明 设 G 中 顶点 的 度数 分 别 为 dj，d:，…，d,。 因 为 G 有 nn 一 1 条 边 ,， 根据 定理 
11.1.1， 有 





di 二 di 十 … 二 4d;, = 2(n— 1) 
如 果 其 中 最 多 有 一 个 d, 等 于 1， 则 有 
di 十 di 十 … 十 d;, 宇 1 十 2(n 一 1) 
了 矛盾。 因此， 其 中 至 少 有 2 个 4; 等 于 1， 即 至 少 有 2 个 悬挂 顶点。 口 
例子 在 阶 x 之 2 的 树 G 中 最 多 能 有 多 少 个 悬挂 顶点? 最少 能 有 多 少 个 悬挂 顶点 ? 
2 阶 树 的 两 个 顶点 都 是 悬挂 的 。 现 在 假设 n 宇 3， 如 果树 的 所 有 顶点 都 是 悬挂 的 ， 那么 树 将 是 
不 连通 的 (事实 上 ， 这 时 n 必 是 偶数 ， 且 任意 两 条 边 都 不 邻接 )， 星 Ki.,_1 有 nn 一 1 个 悬挂 顶点 ， 


因此 ，* 一 1 是 阶 x 之 3 的 树 中 悬挂 顶点 的 最 大 数目 。 其 边 被 排列 成 一 条 路 径 的 树 正 好 有 2 个 悬挂 
顶点 ， 因 此 ， 根 据 定 理 11.5.6，2 是 阶 n 宇 2 的 树 中 悬挂 顶点 的 最 少数 目 。 口 


例子 〈 如 何 构造 树 ) ”根据 定理 11. 5.6， 树 有 悬挂 顶点 ， 因 此 必 有 最 边 ， 如 果 从 树 G 中 去 
掉 一 条 边 ， 则 得 到 一 个 具有 两 个 连通 分 量 的 图 ， 且 每 个 分 量 仍然 是 树 。 如 果 去 掉 的 边 是 一 条 乳 
边 ， 则 较 小 的 那个 树 仅 由 一 个 顶点 构成 ， 另 一 个 则 是 n 一 1 阶 的 树 G 。 反 之 ， 如 果 有 一 个 * 一 1 阶 
的 树 G ， 那 么 ， 选 择 一 个 新 的 顶点 &， 将 其 与 G 中 的 一 个 顶点 x 连 成 一 条 边 {x，z}， 则 得 到 树 
G， 其 中 4 是 G 的 一 个 悬挂 项 点 ， 这 意味 着 每 一 个 树 都 能 按 如 下 方法 来 构造 : 从 一 个 项 点 开始 ， 
反复 选择 一 个 新 的 顶点 ， 在 新 项 点 与 老 顶 点 之 间 连 一 条 边 。 图 11-25 中 的 5 阶 树 就 是 用 这 种 方法 
构造 出 来 的 。 口 


本 
图 11-25 
日 假设 从 z 到 > 存在 两 条 不 同 的 路 径 Y! 和 y,。 这 两 个 部 分 都 起 始 于 z+， 而 且 因 为 它们 不 相同 所 以 在 某 点 处 分 开 。 


因为 两 个 部 分 都 结束 于 y， 所 以 它们 一 定 会 第 一 次 与 某 点 vv 汇合 。 于 是 ， 我 们 有 一 个 图 :从 4 起 沿 着 y! 向 v 前 
进 ， 然 后 再 从 起 以 相反 的 方向 沿 着 yz 向 前 进 。 
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利用 上 述 例子 中 的 构造 方法 ， 不 难 证 明 ，z” 阶 非 同 构 的 树 的 数量 i, 满足 : .==1, t= 二 1, 4 二 











1, 二 2, ts 一 3 及 i6 一 6。 图 11-26 给 出 了 6 个 顶点 的 所 有 不 同 构 的 树 。 
图 11-26 
我 们 已 经 定义 了 树 是 一 个 连通 图 ， 其 每 一 条 边 都 是 桥 。 因 此 ， 如 果 连 通 图 G 不 是 树 ， 那 么 
它 必 有 一 个 不 是 桥 的 边 ， 即 去 掉 这 条 边 将 不 会 把 图 分 割 。 如 果 反 复 去 掉 不 是 桥 的 边 ， 直 到 剩余 的 


图 中 每 条 边 都 是 桥 为 止 ， 那么 就 得 到 了 一 棵 树 ， 其 顶点 集 与 G 的 顶点 集 相同 ， 其 边 是 G 中 的 某 
些 边 ; 也 就 是 说 ， 得 到 了 G 的 一 个 是 树 的 生成 子 图 。 如 果 图 G 的 生成 子 图 是 树 的 话 ， 则 称 该 树 


429| 为 G 的 生成 树 。 


定理 11. 5.7 每 一 个 连通 图 都 有 生成 树 。 
证 明 上段 话 中 包含 了 一 个 算法 形式 的 证 明 ， 现 在 我 们 给 出 这 个 算法 的 更 为 准确 的 描述 。 
回忆 一 下 引 理 11. 3. 1， 连 通 图 的 一 条 边 是 桥 当 且 仅 当 这 条 边 不 包含 在 任意 圈 中 。 


求生 成 树 的 算法 


设 G 一 (V，E) 是 nn 阶 连通 图 。 

(|i) 令 下 等 于 EE。 

(ij ) 当下 中 的 一 条 边 a 不 是 图 TT 一 (V，F) 的 桥 时 ， 从 下 中 去 掉 &。 

最 终 的 图 T=(V，F) 是 G 的 一 个 生成 树 。 

与 我 们 前 面 的 讨论 类 似 ， 最 终 的 图 T=(V，F) 是 连通 的 且 没 有 任何 桥 ， 所 以 是 树 。 

注意 ， 定 理 11. 5.7 中 对 图 的 限制 是 没有 必要 的 ， 如 果 G 是 一 般 图 ， 那 么 可 以 去 掉 GG 中 所 有 
的 环 及 所 有 的 重复 边 ， 然 后 再 应 用 定理 11. 5.7 及 其 证 明 中 的 算法 。 因 此 ， 任 何 一 般 连 通 图 也 都 
有 一 棵 生成 树 。 

例子 设 G 是 如 图 11-27 中 左边 那个 图 所 示 的 7 阶 连通 图 。 这 个 图 恰好 有 一 个 桥 ， 即 边 
{2，3}; 因此 ， 我 们 可 以 执行 求生 成 树 的 算法 : 去 掉 其 中 任意 一 条 不 是 桥 的 边 ， 比 如 边 {1，2})。 
此 时 ， 边 41， 人，(4，5)，{2，5) 及 {2，3) 都 变 成 了 桥 ， 因此 ， 它 们 不 能 再 被 去 掉 。 Wi 
边 {6, 7) 后 ， 就 狠 下 了 右边 那个 生成 树 。 


| 信人 \ 


图 11-27 
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我 们 以 生成 树 的 两 个 性 质 来 结束 本 节 内 容 ， 这 两 个 性 质 将 用 于 本 章 后 面 各 节 。 

定理 11.5.8 设 人 是 连通 图 G 的 一 棵 生成 树 。 设 ua 一 {fa,， 人) 是 G 的 一 条 边 ， 但 不 是 工 的 
边 。 则 下 中 存在 一 条 边 B， 满 足 : 通过 向 下 中 加 入 边 c， 并 去 掉 边 6 后 ， 得 到 的 图 TT 仍 是 G 的 生 
成 树 。 

证 明 设 图 G 有 nn 个 顶点 ， 从 而 图 本 也 有 nn 个 顶点 。 首 先 ， 考 虚 往 醋 中 插入 给 定 的 边 a 后 
得 到 的 图 T'。 因 为 全 不 是 树 ， 所 以 根据 定理 11. 5. 4 可 知 ， 它 有 一 个 圈 yY， 这 个 圈 至 少 包 含 芽 的 
一 条 边 。 根 据 引 理 11. 3. 1，y 的 每 一 条 边 都 不 是 位 ' 的 桥 。 设 8 是 y 中 不 同 于 a 的 任意 一 条 边 ， 从 
下 中 去 掉 8 后 ， 就 得 到 一 个 有 个 顶点 、n 一 1 条 边 的 连通 图 ， 因 此 ， 它 是 树 。 口 

定理 11.5.9 设 工 和 Ts 是 连通 图 G 的 两 棵 生成 树 。 设 B 是 Ti 的 一 条 边 。 则 全 中 必 有 一 
条 边 a， 使 得 在 TI 中 加 入 a 而 去 掉 B 后 ， 得 到 的 图 仍 是 G 的 一 哥 生 成 树 。 

证 明 首先 说 一 下 定理 11. 5.8 和 定理 11. 5. 9 的 区 别 。 在 定理 11. 5. 8 中 ， 给 定 的 是 一 棵 生 
成 树 工 和 某 个 不 属于 了 的 边 c， 我 们 要 做 的 是 向 工 中 加 入 au 并 去 掉 荆 中 的 某 条 边 B8， 使 得 操作 后 
仍 是 一 棵 生成 树 。 而 在 定理 11. 5. 9 中 ， 给 定 的 是 一 棵 生成 树  ， 我 们 是 要 从 T, 中 去 掉 特定 的 
一 条 边 6， 而 加 和 T 中 的 一 条 边 ， 使 得 操作 后 仍 是 一 棵 生成 树 。 

为 证 明 这 个 定理 ， 首 先 ， 从 G 的 生成 树 T, 中 去 掉 边 6， 结 果 得 到 一 个 有 两 个 连通 分 量 
区 和 Tz( 二 者 必 都 是 树 ) 的 图 。 因 为 T; 也 是 G 的 生成 树 ， 所 以 Ts 是 连通 的 且 与 五 有 相同 
顶点 集 ， 因 而 Ti 中 必 有 一 条 边 “连接 Ti 的 一 个 顶点 和 Tz 的 一 个 顶点 。 通 过 向 T 中 加 入 边 
a 并 去 掉 边 8 后 得 到 的 图 是 一 个 有 一 1 条 边 的 连通 图 ; 因此 ， 它 是 一 个 树 。 (我 们 注意 到 ， 
如 果 8 不 是 T, 的 一 条 边 ， 则 a 也 不 是 T 的 一 条 边 ， 否 则 将 得 到 一 个 有 个 顶点 、 少 于 nn 一 1 
条 边 的 连通 图 。) 口 

我 们 自然 要 问 : 一 个 连通 图 能 有 多 少 个 生成 树 呢 ?任何 连通 图 的 生成 树 的 个 数 可 以 通过 一 
个 代数 公式 S 计 算出 来 ， 但 这 样 的 公式 已 经 超出 了 本 书 的 范围 。 

例子 ”如 图 11-28 所 示 的 4 阶 图 (一 个 长 度 为 4 的 圈 ) 的 生成 树 的 个 数 为 4， 其 中 的 每 一 个 
生成 树 都 是 长 度 为 3 的 路 径 ， 因 此 ， 它 们 都 是 同 构 的 。 口 


a b 


a b a b a b | 
| | | | C d 
图 11-28 
Cayley 的 一 个 著名 公式 断言 : 完全 图 K; 的 生成 树 的 个 数 是 n”“， 真 是 一 个 令 人 惊讶 的 简单 
公式 。 正 如 上 例 所 述 ， 生 成 树 中 的 许多 树 之 间 彼 此 可 能 是 同 构 的 ， 因此， 在 K, 的 生成 树 中 ， 每 


一 个 n 阶 树 都 可 能 出 现 了 很 多 次 (只 是 顶点 的 标号 不 同 )， 所 以 w“ 并 不 代表 n 阶 非 同 构 树 的 个 
数 ， 这 个 数量 是 的 一 个 更 为 复杂 的 函数 。 | 





加 它 是 一 个 图 的 mn 一 1 阶 拉 善 拉 斯 矩阵 的 任意 子 和 矩阵 的 行列 式 的 绝对 值 。 
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11.6 ”Shannon 开关 游戏 


本 节 讨论 一 个 能 在 任何 多 重 图 上 进行 的 游戏 ， 它 是 由 C. Shannone 发 明 的 ， 而 其 漂亮 的 解法 
则 是 由 A. Lehmane 发 现 的 。 本 书后 面 的 内 容 与 本 节 内 容 无 关 。 

Shannon 游戏 要 由 两 个 人 来 进行 ， 在 这 里 我 们 就 称 他 们 为 正方 选手 已 和 反方 选手 N， 在 游戏 
中 ， 正 、 反 两 方 选手 轮流 出 着 。 设 G= (V，E) 是 一 个 多 重 图 ，u 和 w 是 两 个 指定 的 顶点 ， 因 
此 ， 该 “游戏 盘 ” 是 由 标 出 了 两 个 指定 顶点 的 多 重 图 构成 的 。 正 方 选 手 的 目标 是 ; 在 两 个 不 同 顶 
点 4 和 vw 之 间 建 起 一 条 路 径 。 反 方 选 手 的 目标 是 ， 不 让 正方 选手 达到 目的 ， 即 破坏 和 w 之 间 所 
有 的 路 径 。 游 戏 的 玩法 按 如 下 方法 进行 ， 当 轮 到 N 走时 ，N 要 破坏 某 个 边 ， 在 该 边 上 画 一 个 负 
号 “一 虽 。 当 轮 到 尸 走时 ， 忆 要 在 G 的 某 个 边 上 画 一 个 正 号 “十 "， 此 后 N 就 不 能 再 破坏 这 条 
边 了 。 这 样 ， 直 到 一 方 达到 目的 时 游戏 结束 ， 

(1) 如 果 x 和 之 间 有 一 条 全 是 正 号 “十 ”的 路 径 ， 则 正方 选手 获胜 。 

(2) 在 G 中 ,如果 w 和 wv 之 间 的 每 一 条 路 径 上 至 少 有 一 条 边 上 画 有 负 导 “一 ”， 说 明 N 已 破 
坏 了 wu 和 之 间 所 有 的 路 径 ， 这 时 反方 选手 获胜 。 

很 明显 ， 当 多 重 图 G 的 每 条 边 都 被 走 过 之 后 〈 即 在 其 上 或 者 有 “十 ”号 或 者 有 “一 ”号 )， 
将 恰好 有 一 方 获胜 。 特 别 强调 的 是 ， 游 戏 不 可 能 以 平局 结束 。 如 果 G 是 不 连通 的 ， 而 w 和 w 又 分 
布 在 G 的 两 个 不 同 的 连通 分 量 中 ， 我 们 可 以 立即 宣布 N 获胜 8 。 

我 们 考虑 下 面 的 问题 ， 

(1) 有 没有 能 遵循 的 策略 ,使 得 无 论 N 玩 得 多 么 好 ，P 一 定 能 获胜 ? 如 果 有 ， 确 定 这 样 
一 个 能 使 已 获胜 的 策略 。 

(2) 有 没有 N 能 遵循 的 策略 ， 使 得 无 论 P 玩 得 多 么 好 ，N 一 定 能 获胜 ? 如 果 有 ， 确 定 这 样 
一 个 能 使 N 获胜 的 策略 。 

对 上 述 问题 的 回答 有 时 取决 于 正方 选手 和 反方 选手 到 底 谁 先 走 。 

例子 首先， 考虑 图 11-29 中 左边 的 多 重 图 ， 指 定 的 顶点 上 和 如 图 所 示 ， 在 这 个 游戏 中 ， 
正方 选手 己 将 获胜 ， 无 论 他 是 先 走 还 是 后 走 ， 这 是 因为 “十 ”号 无 。 , 

论 在 哪个 边 上 ， 都 确定 了 wu 和 之 间 的 一 条 路 径 。 现 在 考虑 图 11-29 
中 间 那 个 图 ， 在 这 个 游戏 中 反方 选手 N 将 获胜 ， 无 论 他 是 先 走 还 是 
后 走 ， 这 是 因为 “一 ”号 无 论 在 哪个 边 上 上， 都 破坏 和 w 之 间 所 有 的 
路 径 。 最后， 考虑 图 11-29 中 右边 那个 图 ， 在 这 个 游戏 中 ， 淮 先 走 ， 


谁 就 拥有 了 图 中 唯一 的 边 ， 因 而 谁 就 获得 胜利 。 口 ; ? 
受 上 面 例子 的 启发 ,我 们 做 如 下 定义 ， 一 个 游戏 叫做 正方 游戏 ， ; 
如 果 正 方 选 手 有 获胜 策略 ， 无 论 他 是 先 走 还 是 后 走 。 一 个 游戏 叫做 反 图 11 3 


方 游戏 ， 如 果 反 方 选 手 有 获胜 策略 ， 无 论 他 是 先 走 还 是 后 走 。 一 个 游 
戏 叫做 先 方 游戏 ， 如 果 先 走 的 一 方 有 获胜 策略 。 我 们 注意 到 : 如 果 正 方 选 手 后 走时 有 获胜 策略 ， . 
那么 他 先 走 时 也 有 获胜 策略 ， 这 是 因为 正方 选手 可 以 忽略 他 的 第 一 着 8 ， 然 后 按 后 走 的 方式 遵循 





Claude Shannon 〈1916 一 2001) 被 公认 为 是 现代 通信 理论 的 创始 人 。 

A. Lehman, A Solution of the Shannon Switching Game, J. Society Industrial and Applied Mathematics, 12 (1964), 
687-725。 我 们 对 该 游戏 及 其 解法 的 描述 是 基于 作者 文章 中 的 第 3 节 ; Networks and the Shannon Switching Game， 
Delta, 4 (1974), 1-23。 

我 们 称 正方 选手 和 反方 选手 分 别 为 建设 选手 和 破坏 选手 。 

如 果 游 戏 是 用 铅笔 在 纸 上 画 G 的 方式 来 进行 的 话 ， 则 N 可 以 用 氛 掉 一 条 边 的 方式 来 破坏 一 条 边 。 

而 已 对 陷入 这 样 一 个 让 他 无 法 取胜 的 游戏 中 肯定 会 感到 非常 困扰 。 

但 反方 选手 是 不 可 以 的 。 


CO 
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获胜 策略 来 走 ， 如 果 获 胜 策略 要 求 正 方 在 一 个 边 上 画 一 个 “十 ”号 ， 而 那个 边 上 已 有 了 “十 ” 
号 ， 那 么 他 就 可 以 有 一 个 “自由 运动 "， 即 在 任意 一 条 可 用 的 边 上 画 上 一 个 “十 ”号 。 类 似 地 ， 
如 果 反 方 选手 后 走时 有 获胜 策略 ， 那 么 他 先 走 时 也 有 获胜 策略 。 

例子 ”考虑 图 11-30 中 左边 那个 图 所 确定 的 游戏 ， 其 指定 顶点 w 和 wv 如 图 所 示 。 假 设 P 先 走 ， 并 
在 边 。 上 画 个 “十 ”号 ， 我 们 把 剩 下 的 边 配 成 对 : e 和 6 一 对 , c 和 4 一 对 。 如 果 忆 对 NN 所 走 的 边 进 
行 这 样 的 反击 : 走 N 所 走 那 对 边 的 另 一 条 边 ， 那 么 肯定 获胜 。 因 此 ， 如 果 尸 先 走 ， 则 已 获胜 。 现 
在 假设 N 先 走 ， 并 在 边 。 上 画 个 “一 ”号 ， 这 次 我 们 把 剩 下 的 边 这 样 配对 : a 和 cc 一 对 , 5 和 d 一 对 。 
如 果 六 对 书 所 走 的 边 进行 这 样 的 反击 : 走 P 所 走 那 对 边 的 另 一 条 边 ， 那么 N 肯定 获胜 。 因 此 ， 如 果 
NN 先 走 ， 则 NN 获胜。 因此 我 们 断定 ， 由 图 11-30 所 确定 的 游戏 是 一 个 先 方 游戏 。 

现在 ,假设 我 们 增加 了 一 条 新 边 /， 它 连接 指定 顶点 w 和 vw， 其 结果 如 图 11-30 中 右边 那个 图 
所 示 。 在 这 个 新 游戏 中 ， 假 设 反方 先 走 ， 如 果 NN 不 在 新 边 /上 画 个 “一 ”号 ， 则 正方 选手 会 在 其 
上 加 上 “十 ”号 ， 因 此 而 获 有 性。 如果 NN 确实 在 /上 画 了 “一 ”号 ， 则 剩 下 的 游戏 和 前 面 那个 游戏 
相同 ， 即 相当 于 己 先 走 ， 从 而 己 获胜 ， 因 此 ， 已 作为 后 走 的 一 方 具有 获胜 策略 ， 所 以 该 游戏 是 一 
个 正方 游戏 。 口 

上 述 例子 所 阐述 的 原理 具有 一 般 性 。 

定理 11. 6. 1 如 果 在 先 方 游戏 的 多 重 图 中 加 入 连接 两 个 指定 顶点 & 和 的 新 边 ， 则 这 个 游 
戏 变 成 正方 游戏 。 

下 面 的 定理 给 出 正方 游戏 的 一 个 特性 。 回 想 一 下 : 如 果 G 二 (V，E) 是 多 重 图 , U 是 顶点 集 
V 的 子 集 ， 则 Gu 表示 G 的 由 器 导 出 的 多 重子 图 ， 即 以 U 为 项 点 集 、 以 G 中 所 有 连接 U 中 两 顶 
点 的 边 为 边 的 多 重 图 。 换 句 话说 ，Gu 是 通过 从 G 中 去 掉 所 有 =V 一 U 中 的 顶点 ， 并 去 掉 至 少 与 
U 中 的 一 个 顶点 邻接 的 所 有 边 后 得 到 的 。 

定理 11.6.2 由 有 两 个 指定 顶点 wu 和 vw 的 多 重 图 G 二 (V，E) 所 确定 的 游戏 是 一 个 正方 游 
戏 ， 当 上 且 仅 当 存 在 包含 和 ww 的 顶点 集 V 的 子 集 U， 使 得 导出 多 重子 图 Gu 中 存在 两 个 没有 共同 
边 的 生成 树 T 和 了 。 

定理 的 男 一 种 叙述 是 : 一 个 游戏 是 正方 游戏 ， 当 且 仅 当 G 中 有 两 棵 树 Ti 和 T。， 满 足 : 全 
和 T: 有 相同 的 顶点 集 且 工 和 Ti; 没有 共同 的 边 。 在 图 11-30 中 ， 右 边 那个 图 所 确定 的 游戏 已 被 
证 明 是 一 个 正方 游戏 。 我 们 可 以 把 图 11-31 中 的 两 棵 树 分 别 作为 五 和 五 。 在 这 个 例子 中 ， 五 和 
Tz 是 G 的 生成 树 ( 即 U==V)， 但 这 并 不 是 必需 的 ， 有 时 集合 U 可 能 仅 包 含 V 的 部 分 顶点 。 





图 11-30 图 11-31 


我 们 不 给 出 定理 11. 6. 2 的 完整 证 明 ， 只 是 给 出 如 何 利 用 一 对 树 工 和 五 为 正方 选手 PP 制定 
一 个 反方 选手 N 先 走 时 的 获胜 策略 。 在 比赛 的 每 一 个 回合 之 后 ， 即 反方 选手 走 完 一 步 ， 紧 跟着 
该 正方 选手 走 的 时 候 ， 我 们 都 要 构造 出 G: 的 一 对 新 的 生成 树 ， 它 比 原来 的 一 对 生成 树 多 一 条 公 
共 边 。 开 始 时 ， 我 们 有 Gu 的 没有 公共 边 的 生成 树 Ti 和 T:， 我 们 把 这 两 个 树 记 作 
T= 和 T= TT 
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比赛 的 第 一 回合 


反方 选手 N 先 走 ， 并 在 某 个 边 8 上 画 个 “一 ”号 ， 我 们 考虑 两 种 情况 。 

情况 1: 8 是 树 T 避 或 T2 的 一 条 边 , 不妨 设 是 Ti? 的 边 。 因 为 TR 和 T2? 是 Gv 的 生成 树 ， 
因此 根据 定理 11. 5. 9， 存 在 T 弛 的 边 a， 使 得 通过 向 T 吕 中 加 入 边 a 并 去 掉 边 8 后 ， 所 得 的 图 
了 全 仍 是 Gu 的 生成 树 。 我 们 给 P 的 指示 是 在 边 a 上 夯 个 “十 ”号 。 令 Ta 二 T2? ， 则 树 TI" 和 
T 多 恰好 有 一 条 公共 边 ， 即 带 有 “十 ”号 的 边 a。 

情况 2: 8 既 不 是 TP 的 边 ， 也 不 是 工 纪 的 边 。 

这 时 我 们 给 卫 的 指示 是 : 在 TI? 或 T? 的 任意 一 条 边 a。 上 夯 个 “十 ”号 ,不 妨 设 是 TI 的 
边 。 因 为 T? 是 Gu 的 生成 树 ， 且 a 是 Gu 的 边 ， 根 据 定理 11, 5. 9， 存 在 T 久 的 一 条 边 y， 使 得 通 
过 向 T 名 中 加 入 边 并 去 掉 边 y 后 ， 所 得 的 图 T 包 仍 是 Go 的 生成 树 ， 令 T 避 三 TI ， 则 树 Ti? 和 
了 名 恰好 有 一 条 公共 边 ， 即 带 有 “十 ”号 的 边 a。 

我 们 得 出 结论 : 在 比赛 的 第 一 回合 结束 时 ，Gu 有 两 个 恰好 有 一 条 公共 边 的 生成 树 站 和 
TS ， 公 共 边 就 是 被 已 画 上 “十 ”号 的 边 。 


比赛 的 第 二 回合 


反方 选手 N 在 G 的 第 二 条 边 6 上 画 一 个 “一 ”号 ， 我 们 为 PP 寻找 一 个 反击 策略 。 确 定 呈 要 
表 “十 ”号 的 一 条 边 p 与 比赛 第 一 回合 中 的 方法 非常 类 似 ， 在 我 们 的 叙述 中 ， 将 会 更 简要 一 些 。 

情况 1: 5 是 树 工 由 或 TT 只 的 一 条 边 , 不妨 设 是 TT 纪 的 边 。 则 存在 Tf 的 边 op， 使 得 通过 向 
TD 中 加 入 边 6 并 去 掉 边 p 后 ， 所 得 的 图 个 仍 是 Gu 的 生成 树 。 我 们 指示 P: 在 边 po 上 画 一 个 
“十 ”号 。 令 T= 二 T。 

情况 2: 6 既 不 是 Tii 的 边 ， 也 不 是 Ti 的 边 。 

我 们 指示 P: 在 T 色 或 了 名 的 任意 一 条 可 用 的 边 p2 上 画 一 个 “十 ”号 ， 不 妨 设 是 T 外 的 边 。 
存在 Ts 的 一 条 边 <:， 使 得 通过 向 了 如 中 加 入 边 e 去 掉 边 es 后 ， 所 得 的 图 T 吕 仍 是 Gu 的 生成 树 。 
令 T 包 一 Ti 。 

我 们 得 出 结论 : 在 比赛 的 第 二 回合 结束 时 ，Gu 有 两 个 生成 树 工 寡 和 工 因 ， 它 们 恰好 有 两 条 
公共 边 ， 即 被 已 画 上 “十 ”号 的 那 两 条 边 。 

后 面 对 P 了 的 策略 的 描述 非常 类 似 于 比赛 的 第 一 回合 与 第 二 回合 ， 在 比赛 的 第 回合 结束 时 ， 
得 到 Gu 的 两 个 生成 树 工 和 TT ， 它们 恰好 有 《条 公共 边 ， 即 此 时 已 被 P 画 上 “十 ”号 的 那 
条 边 。 设 UU 中 的 顶点 数 是 mw， 则 在 比赛 的 第 (m 一 1〉 回合 结束 时 ，G 的 生成 树 Ti 2 和 Tr? 恰 
好 有 m 一 1 条 共同 的 边 ， 因 为 具有 m 个 顶点 的 树 只 有 mm 一 1 条 边 ， 这 意味 着 TI”? 和 T"” “是 同 
一 棵 树 ， 所 以 画 有 “十 ”号 的 边 是 Gu 的 一 个 生成 树 的 所 有 边 。 因 为 项 点 和 和 wv 属于 U， 且 有 一 
条 由 带 “ 十 ”号 的 边 所 构成 的 路 径 连 接 这 两 个 指定 的 顶点 ， 因 此 我 们 得 出 结论 : 如 果 正 方 选手 己 
遵循 我 们 的 指示 ， 那么 当 比 赛 到 第 (m 一 1) 回合 结束 时 ， 他 将 会 得 到 一 个 画 有 “十 ”号 的 边 集 ， 
构成 一 条 连接 x 和 w 的 路 径 ， 所 以 他 在 比赛 中 获胜 ， 和 否则 他 在 此 之 前 就 会 获胜 。 我 们 给 已 的 指示 
是 一 个 使 他 获胜 的 获胜 策略 。 口 

定理 11. 6. 2 可 以 用 来 对 先 方 游戏 和 反方 游戏 进行 分 类 ， 方 法 如 下 : 设 G 一 (V，E) 是 有 指 
定 顶点 wx 和 v 的 多 重 图 ，G"* 是 通过 向 G 中 增加 一 条 连接 x 和 w 的 新 边 后 得 到 的 多 重 图 ， 则 下 面 
结论 成 立 ; 





日 在 这 种 情况 下 ，N 已 经 “浪费 ”了 一 招 ， 而 尸 获得 了 在 树 工 包 和 了 和 姑 上 的 一 个 自由 运动 。 
加 即 在 一 条 还 没有 被 标记 过 的 边 上 。 
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1. 关于 G，w 和 = 的 游戏 是 先 方 游戏 当 且 仅 当 它 不 是 正方 游戏 ， 但 关于 G”，x 和 w 的 游戏 是 
正方 游戏 。 

2. 关于 G,，w 和 w 的 游戏 是 反方 游戏 当 且 仪 当 关于 G，w 和 w 的 游戏 和 关于 G" ，w 和 w 的 游 
戏 都 不 是 正方 游戏 。 

因此 ， 根 据 定理 11. 6. 2 可 知 ， 关 于 G，w 和 w 的 游戏 是 先 方 游戏 当 且 仅 当 G 中 不 包含 两 个 分 
离 的 、 有 具有 相同 项 点 的 且 包 含 w 和 w 的 树 ， 但 通过 增加 一 条 连接 “和 = 的 新 边 ， 就 可 以 找到 这 样 
的 两 个 树 。 关 于 G，w 和 w 的 游戏 是 反方 游戏 当 且 仅 当 即使 在 G 中 增加 一 条 连接 w 和 w 的 新 边 ， 
也 找 不 到 这 样 的 两 棵 树 。 在 先 方 游戏 G 中 ， 如 果 正 方 选手 先 走 ， 则 他 能 获胜 ， 因 为 此 时 的 游戏 
就 像 是 在 G` 中 进行 的 那样 : N 先 走 且 NN 的 第 一 步 是 在 连接 w 和 w 的 那个 新 边 上 画 一 个 “一 ” 
号 。 一 般 而 言 ， 对 于 反方 游戏 中 NN 后 走 或 先 方 游 戏 中 NN 先 走 的 情况 ， 很 难为 P 制定 出 一 个 获胜 
的 策略 。 


11.7 再 论 树 


在 定理 11. 5. 7 的 证 明 中 ， 我 们 曾 给 出 过 一 个 求 连通 图 的 生成 树 的 算法 ， 回 顾 这 个 算法 我 们 
发 现 ， 它 的 “破坏 性 ” 比 其 建设 性 更 大 : 我 们 总 是 在 当前 的 图 中 反复 寻找 圈 中 的 边 ， 即 不 是 桥 的 
边 ， 并 去 掉 或 “ 删 掉 ” 它 。 但 在 该 算法 中 ， 隐 含 着 某 种 寻找 不 是 桥 的 边 的 子 算法 ， 在 11.5 节 中 ， 
我 们 也 曾 叙 述 过 一 个 构造 个 顶点 的 任意 树 的 过 程 ， 这 个 过 程 相当 于 构造 n 阶 完全 图 天, 的 任意 
一 个 生成 树 ， 我 们 可 以 把 它 提炼 成 应 用 于 构造 任意 图 9 的 所 有 生成 树 的 算法 ， 下 面 是 提炼 后 的 最 
终 算法 ,该 算法 不 要 求 初始 图 G 连通 ， 因 此 该 算法 的 一 个 副产品 就 是 确定 一 个 图 是 否 连通 的 
算法 。 


构造 生成 树 的 算法 


设 G 二 (V，E) 是 nn 阶 图 ，u 是 它 的 任意 一 个 顶点 。 
(1) 令 U=({u} 及 f=。 
《2) 当 存 在 一 个 U 中 的 项 点 xz 和 一 个 非 上 中 的 顶点 y， 使 得 a 一 {x，y} 是 GG 的 边 时 ， 
(i ) 将 顶点 y 放 入 U 中 。 
Ci ) 将 边 a 放 入 下 中 。 
(3) 令 T=(U, 了 F)。 
在 步骤 (2) 中， 一般 情 况 下 ， 顶 点 对 xz 和 yy 有 和 多 种 选择 方法 ， 因 此 ， 我们 执行 算法 时 将 有 
相当 大 的 自由 度 。 在 下 一 个 定理 之 后 ， 我 们 给 出 选择 x 和 y 的 两 条 特殊 而 重要 的 规则 。 
定理 11.7.1 设 G 一 (V， 上) 是 图 ， 则 GG 是 连通 的 当 且 仅 当 通 过 执行 上 面 的 算法 构造 出 的 图 
T=(U，F) 是 G 的 一 棵 生成 树 。 
证 明 如 果 人 是 G 的 一 棵 生成 树 ， 显 然 G 是 连通 的 。 现 在 假设 G 是 连通 的 ， 开 始 时 的 工 只 
有 一 个 顶点 、 没 有 边 ， 因 此 工 是 连通 的 。 每 一 次 执行 步骤 〈2) 时, U 中 都 增加 一 个 顶点 ,下 中 
都 增加 一 条 连接 一 个 新 顶点 和 一 个 老 顶 点 的 边 ， 由 递 推 性 ， 在 算法 中 的 每 一 阶段 ， 当 前 的 
T==(U， 也 是 连通 的 ,， 且 |F|==|1U| 一 ]， 所 以 工 是 树 。 假 如 算法 结束 时 口 关 V， 因 为 G 是 连通 
的 ， 则 必 有 一 条 边 连接 U 中 的 某 个 顶点 和 不 在 U 中 的 某 个 顶点 ， 这 与 算法 已 经 结束 是 矛盾 的 。 
因此 ， 在 算法 结束 时 ， 我 们 有 U=V, 且 T=(U，F) 是 G 的 一 棵 生成 树 。 口 





昌 本 节 只 考虑 简单 图 并 不 失 一 般 性 。 如 果 给 我 们 的 是 一 般 图 ， 可 以 立即 去 掉 所 有 的 环 和 重 边 中 所 有 重复 的 边 ， 再 
对 所 得 的 图 利用 本 节 的 结果 和 算法 。 
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我 们 应 该 明确 : 连通 图 的 任意 一 棵 生成 树 都 可 以 通过 在 执行 该 算法 时 ， 正 确 地 选择 x 和 y 而 
构造 出 来 。 现 在 给 出 一 棵 选择 顶点 的 方法 来 构造 一 棵 有 特殊 性 质 的 生成 树 。 这 个 算法 的 叙述 在 
本 段 之 后 ， 它 构造 的 是 一 棵 所 谓 的 广度 优先 生成 树 ， 该 树 以 指定 的 顶点 为 根 ， 即 集合 U 中 的 初 
始 顶 点 w。 在 一 般 情况 下 ， 一 个 连通 图 G 具有 许多 根 为 顶点 的 广度 优先 生成 树 工 ， 它 们 的 共同 
性 质 是 ， 对 每 一 个 顶点 z+，x 与 在 G 中 的 距离 等 于 + 与 x 在 T 中 的 距离 。 为 方便 起 见 ， 我 们 称 
广度 优先 生成 树 为 BFS 树 。 在 下 面 的 算法 中 ， 对 每 个 项 点 xz 附加 两 个 值 ， 一 个 叫做 它 的 广度 优 
先 数 ， 记 为 bf(z)， 用 来 表示 顶点 加 入 BFS 树 中 的 次 序 ; 另 一 个 值 表示 BFS 树 中 和 zz 之 间 
的 距离 ， 记 为 D(x)9。 


BF 算法 : 构造 以 为 根 的 BFS 树 


设 G 一 (V，E) 是 阶 图 ，w 是 它 的 任意 一 个 顶点 。 
(1) 令 i=1, U={u},，D(u) =0, bf(u) =1, F=f 及 T=(U, F), 
(2) 如 果 G 中 已 没有 连接 UU 中 的 一 个 顶点 x 和 非 品 中 的 一 个 顶点 y 的 边 ， 则 算法 停止 。 否 
则 ， 确 定 一 条 边 a 二 {zx，y)， 其 中 z 属 于 U， 而 y 不 属于 U, 使 得 x 具有 最 小 的 广度 优先 数 
bf(x)， 并 执行 : 
(1) 令 bf(y)=i 十 1。 
(上) 令 D(y)==D(z) 十 1。 
( 诈 》 将 顶点 y 放 入 UU。 
(jy) 将 边 a 一 {xz，y) 放 信 下。 
(V) 令 T=(U, F)。 
(vi) 把 i 增加 1 并 返回 到 (2)。 
定理 11.7.2 设 G=(V，, EE) 是 图 , & 是 G 的 任意 顶点 ， 则 GG 是 连通 的 当 且 仅 当 通过 执行 上 
述 BF 算法 构造 出 的 图 二 (U，F) 是 G 的 一 棵 生成 树 。 如 果 G 是 连通 的 ， 则 对 G 的 每 一 个 顶点 
439| y,， wu 和 yy 之 间 的 距离 D(y) 与 在 丁 中 u 和 yy 之 间 的 距离 相等 。 
证 明 BF 算法 只 是 构造 生成 树 一 般 算 法 的 一 种 特殊 执行 方式 ， 因 此 ， 根据 定 理 11.7.1, G 
是 连通 的 当 且 仅 当 最 终 的 图 T=(U，F) 是 一 棵 生成 树 。 
现在 假设 G 是 连通 的 ， 则 在 算法 结束 时 ，T=(U，F) 是 G 的 一 棵 生成 树 。 在 算法 中 我 们 应 
该 明确 : DC(y) 等 于 树 工 中 上 和 y 之 间 的 距离 ， 在 平凡 情况 下 ，D(w) 二 0 代表 在 G 中 到 自身 的 
距离 。 假 如 存在 某 个 顶点 y， 使 得 D(y) 二 /大 于 在 G 中 和 y 之 间 的 距离 k&。 那 么 我 们 可 以 假设 
& 是 具有 这 种 性 质 的 最 小 的 数 ， 于 是 ，G 中 存在 一 个 连接 x 和 y 的 路 径 
XU 一 To 一 TI 一 人 一 TI 一人 二 
其 长 度 & 满 足 
k=/= DYy) 
因为 zx 与 y 中 的 顶点 zi 之 间 的 距离 最 多 是 一 1， 因 此 ,根据 的 最 小 性 ， 有 D(z 1) 志 kk 一 1。 
又 因为 y= 二 zx 与 ze 邻接 ， 根 据 BF 算法 ， 应 令 DC(y) 二 &， 除 非 DC(y) 已 被 指定 了 一 个 更 小 的 数 ， 
所 以 D(y) 志 k<<!， 矛 盾 。 因 此 ， 晴 数 品 给 出 了 G 中 (以 及 工 中 ) zx 到 每 个 顶点 的 距离 。 口 
例子 ”完全 图 K,; 的 每 一 棵 BFS 树 是 一 个 星 KK 。 在 图 11-32 中 ， 左 边 那个 长 度 为 6 的 圈 
一 棵 BFS 树 是 右边 那个 树 。 图 11-33 给 出 了 以 三 维 立 方 图 (回忆 11.4 节 : 该 图 的 顶点 是 由 0 
和 和 了 所 攀 成 的 二 且 两 个 顶点 邻接 ， 当 且 仅 当 它 们 恰 有 一 个 坐标 不 同 ) 的 顶点 和 边 构成 的 图 





昌 D(zr) 取决 于 根 & 的 选择 ， 除 此 之 外 它 仅 取 决 于 G、 而 与 以 4 为 根 的 特定 BFS 树 无 关 。6bf(x) 则 与 BFS 树 有 关 。 
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Q@ 的 一 棵 BFS 树 。 在 两 种 情形 下 ， 广 度 优先 数 都 标 在 了 树 中 顶点 的 旁边 ， 这 些 距离 D(z) 也 很 





容易 确定 。 口 








图 11-32 图 11-33 

连通 图 G 的 以 * 为 根 的 广度 优先 生成 树 是 一 棵 尽 可 能 “宽广 ”的 生成 树 ， 即 每 个 顶点 在 G 
允许 的 条 件 下 尽量 离 根 最 近 。 求 BFS 树 的 算法 可 以 看 作 是 一 种 不 重复 地 搜索 (或 列举 ) G 的 所 
有 项 点 的 系统 方法 。 根 据 这 种 算法 ， 人 们 首先 访问 离 根 最 近 的 顶点 〈 广 度 优先 于 深度 )。 下 面 给 
出 构造 生成 树 算法 的 另 一 种 执行 方式 ， 产生 一 棵 尽 可 能 深 的 生成 树 。 由 这 种 算法 产生 的 生成 树 
叫做 以 为 根 的 深度 优先 生成 树 ， 简 记 为 DFS 树 ， 在 这 种 情况 下 ， 深 度 优先 于 广度 。 在 该 算法 
中 ， 我 们 对 每 个 顶点 x 附加 一 个 值 ， 称 为 它 的 深度 优先 数 ， 并 记 为 df(x)。 深 度 优先 算法 也 叫做 
回溯 算法 ， 在 回溯 算法 中 ， 我 们 尽 可 能 朝 着 向 前 的 方向 走 ， 当 不 能 再 向 前 走时 ， 后退 到 第 一 个 可 
以 向 前 走 的 顶点 。 


DF 算法 : 构造 以 vu 为 根 的 DFS 树 


设 G 一 (V，E) 是 nn 阶 图 ,wu 是 它 的 任意 一 个 顶点 。 

(1) 今 i1=1, U={u}, df(wW=1, F=GR T=(U, PF), 

(2) 如 果 G 中 已 没有 连接 上 中 的 一 个 顶点 x 和 非 U 中 的 一 个 顶点 y 的 边 ， 则 算法 停止 。 否 
则 ， 确 定 一 条 边 a= {x，y}， 其 中 x 属于 U, 而 y 不 属于 U, 使 得 x 具有 最 大 的 深度 优先 数 
df (zx)， 并 执行 下 面 操作 : 

(1 ) 令 df(y)=i 二 1。 
(ii )》 将 顶点 y 放 人 L。 
《前 ) 将 边 a 二 {tz，y) 放 人 下。 
(jv) 令 T=(U, 也 )。 
CV) i 增加 1 并 返回 到 (2)。 

定理 11.7.3 设 G=(V, EE) 是 图 ,wu 是 G 的 任 一 顶点 ， 则 GG 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 通 过 上 述 
DF 算法 构造 的 图 T 二 (UU，F) 是 G 的 一 棵 生成 树 。 

证 明 DF 算法 只 是 构造 生成 树 一 般 算法 中 的 一 种 特殊 执行 方式 ， 因 此 ， 根 据 定理 11.7. 1， 
G 是 连通 的 当 且 仪 当 最 终 的 图 了 二 (U，F) 是 一 棵 生成 树 。 

例子 ”完全 图 K, 的 每 一 个 DFS 树 是 一 个 路 径 。 任 何 长 度 的 圈 的 
DFS 树 也 是 一 个 路 径 。 图 11-34 给 出 了 以 三 维 立方 图 的 顶点 和 边 构 成 的 
图 和 的 一 棵 DFS 树 。 在 每 种 情形 下 ， 深 度 优先 数 都 标 在 了 树 中 顶点 的 
旁边 。 口 

例子 “如 果 G 是 树 ， 则 G 的 每 一 棵 BFS 树 和 DFS 树 都 是 它 本 身 ， 
其 顶点 的 次 序 是 它们 被 访问 的 次 序 。 在 这 种 情况 下 ， 人 们 通常 把 它们 分 
别 说 成 是 对 G 的 广度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 。 树 G 可 以 代表 计算 机 图 1134 
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文件 中 的 一 种 数据 结构 ， 在 这 种 结构 中 ， 信 息 存 放 在 相应 于 G 中 顶点 的 位 置 上 。 为 了 找到 一 条 
特定 的 信息 ， 人 们 需要 “搜索 ” 树 的 每 一 个 顶点 ， 直 到 找到 所 需 的 信息 为 止 。 无 论 是 广度 优先 搜 
索 还 是 深度 优先 搜索 ， 都 提供 了 搜索 每 个 顶点 至 多 一 次 的 算法 。 如 果 我 们 把 一 棵 树 看 成 是 连接 
各 个 城市 的 公路 系统 ， 那 么 ，G 的 深度 优先 搜索 可 以 想象 成 沿 着 G 的 边 行走 ， 其 间 每 个 顶点 至 少 
被 访问 一 次 。 我 们 从 根 “出 发 ， 尽 可 能 向 前 走 ， 然 后 沿线 返回 ， 直 到 发 现 可 以 继续 再 向 前 走 的 
顶点 。 图 11-35 给 出 了 这 样 一 条 途径 ， 在 那里 ， 我 们 已 经 返回 到 根 (所 以 该 途径 是 一 条 闭 途 径 ， 
我 们 经 过 每 条 边 恰 好 两 次 ) 。 口 








图 11-35 


根据 定理 11.7.2， 由 广度 优先 算法 从 某 个 顶点 开始 算 起 的 值 D(x)〉 等 于 连通 图 中 从 xx 到 
的 距离 。 但 是 ， 在 模拟 各 种 实际 情况 的 图 中 ， 某 些 边 要 比 其 他 边 更 “ 晶 贵 ”。 一 条 边 可 能 代表 连 
接 两 个 城市 之 间 的 一 条 路 ， 如 果 这 个 图 需要 提供 准确 的 模型 ， 则 两 个 城市 之 间 的 实际 距离 就 要 
考虑 在 内 。 一 条 边 也 可 能 代表 两 个 城市 之 间 一 条 正在 筹划 的 新 路 ， 那 么 修建 这 条 路 的 费用 就 必 
须 考虑 在 内 。 这 两 种 情形 促使 我 们 考虑 这 样 一 些 图 : 每 一 条 边 上 都 附加 一 个 权 ® 。 

设 G 二 (V，E) 是 图 ， 对 其 每 条 边 a 一 (x，y}， 存 在 一 个 与 其 相关 的 非 负 的 数 c(a) = 
c{zx，y}， 称 其 为 该 边 的 权 ， 我 们 称 带 有 权 苞 数 c 的 图 G 为 带 权 图 (weighted graph) 。G 中 一 个 
途径 

¥: {zos Ti} {Ti za} ss {Te Ta) 
的 权 定 义 为 
N= cAro ri}t cr za)} tT cr ,re} 

即 y 中 的 各 边 权 之 和 。G 中 一 对 顶点 x 和 y 之 间 的 带 权 距 离 weighted distance) d.(x，y) 是 所 
有 连接 x 和 y 的 途径 的 权 中 的 最 小 值 。 如 果 x 和 y 之 间 没 有 途径 ， 则 规定 d. (zx，、y) 二 o2。 对 每 
个 顶点 x， 我 们 也 规定 4.(x，x) 一 0。 因 为 所 有 的 权 都 是 非 负 的 ， 所 以 ， 如 果 dz， 力 夭 co， 则 
必 存 在 一 个 连接 不 同 顶 点 对 xz 和 的 权 为 d.(x，y) 的 路 径 。 我 们 下 面 来 说 明 如 何 从 连通 图 G 中 
的 一 个 顶点 开始 ， 对 每 个 顶点 x 计算 d.(u，xz)， 以 及 如 何 构 造 一 棵 以 w 为 根 的 生成 树 ， 使 得 
与 每 个 顶点 x 之 间 的 带 权 距离 等 于 d.(u，x)。 我 们 称 这 样 的 一 棵 生成 树 为 u 的 距离 树 。 下 面 给 
出 的 算法 通常 叫做 Dijkstra 算法 SS， 可 以 认为 这 个 算法 是 BF 算法 的 带 权 化 。 


求 v 的 距离 树 的 算法 


设 G 二 (V，E) 是 2 阶 带 权 图 ，x 是 它 的 任意 一 个 顶点 。 
(1) 令 U={w}，D(w)= 二 0, FB 及 T=(U, 让)。 
《2)》 如 果 G 中 已 没有 连接 UU 中 的 一 个 项 点 xz 和 非 U 中 的 一 个 顶点 y 的 边 ， 则 算法 停止 。 否 








昌 ”但 我 们 对 每 个 顶点 的 搜索 只 发 生 在 第 一 次 访问 它 的 时 候 。 

合 ” 权 的 物理 意义 与 我 们 所 解决 的 数学 问题 没有 关系 。 但 是 ， 权 拥有 的 物理 意义 往往 会 导致 所 获 数 学 结果 的 重要 
应 用 。 

全 E.W.Dijkstra，A Note on Two Problems in Connection with Graphs, Numerische Math., 1 (1959), 285-292。 
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则 ， 确 定 一 条 边 a 二 {x，y}， 其 中 x 属于 U,， 而 y 不 属于 U, 使 得 D(x) 十 c(x，y} 尽 可 能 小 ， 并 
执行 下 面 操 作 ， 

(1) 将 项 点 y 放 入 U。 

(i 》 将 边 a 一 {zx，y) 放 人 下 。 

(前) 令 D(Cy) 二 D(x) 十 c{x，y)， 并 返回 到 (2) 。 

定理 11.7.4 设 G= 二 (V,E) 是 一 个 带 权 图 ,wu 是 G 的 任 一 顶点 ， 则 G 是 连通 的 当 且 仅 当 通 
过 上 述 算 法 构造 出 的 图 本 二 (U，F) 是 G 的 一 棵 生成 树 。 如 果 C@ 是 连通 的 ， 则 对 G 的 每 一 个 顶 
点 y，w 和 yy 之 间 的 带 权 距 离 等 于 DC(y)， 它 等 于 带 权 树 耳 中 和 yy 之 间 的 带 权 距 离 。 

证 明 求 距 离 树 的 算法 只 是 构造 生成 树 一 般 算法 中 的 一 种 特殊 执行 方式 ， 因 此 ,根据 定 理 
11.7.1,，G 是 连通 的 当 且 仅 当 最 终 的 图 本 一 (U，F) 是 一 棵 生成 树 ， 即 当 且 仅 当 品 的 最 终结 果 
是 V。 

现在 ,假设 G 是 连通 的 ， 所 以 在 算法 结束 时 , U=V， 且 TI 一 (CU，F) 是 G 的 一 棵 生成 树 。 
根据 算法 ，D(>) 等 于 在 树 荆 中 和 yy 之 间 的 距离 。 平 凡 情 况 下 ，D(w)= 二 0 表示 GG 中 到 自身 的 
距离 。 假 设 结论 不 成 立 ， 即 存在 某 个 顶点 y，D(y) 大 于 G 中 w 和 y 之 间 的 距离 494。 这 时 ， 我们 
可 以 假设 y 是 第 一 个 被 放 信 U 中 的 具有 这 种 性 质 的 顶点 。 于 是 ，G 中 存在 一 条 连接 wx 和 >y 的 路 径 

Yu Xo TT Ty 
它 的 权 为 4 二 D(y)。 设 x 是 在 y 之 前 放 入 UU 中 的 7 的 最 后 一 个 顶点 (因为 x 是 第 一 个 放 入 口中 
的 顶点 ， 所 以 存在 这 样 的 x;)， 则 根据 我 们 对 y 的 选择 ，D(z ) 等 于 G 中 从 u 到 zx 的 带 权 距 离 。 
所 以 7 的 子路 径 








的 权 满 足 
D(x)+ce(ziszn} Sd < Dy) 
因此 ， 根 据 算 法 ，z+: 是 在 y 之 前 放 人 UL 中 的 ， 这 与 我 们 对 x, 的 选择 矛盾 ， 这 个 矛盾 意味 着 对 





所 有 顶点 y>，D(y) 是 x 和 > 之 间 的 带 权 距离 。 
例子 设 G 是 图 11-36 中 所 示 的 带 权 图 ， 其 中 ， 每 条 边 旁边 的 数值 代表 它 的 权 ， 如 果 我 们 执 
行 算法 求 x=a 的 一 棵 距 离 树 ， 则 得 到 的 树 如 图 11-37 所 示 ， 所 选 顶点 和 边 的 顺序 分 别 为 ， 
顶点 ; a, b, d, cc,e,f 
边 : {a, b},{b, d}, {a, c}, {d, e}, {c, f} 口 














图 11-36 11-37 


最 后 ， 我 们 讨论 另外 一 个 实际 问题 ， 即 最 小 连接 问题 (minimum connector problem)， 并 以 
此 结束 本 节 内 容 。 下 面 的 例子 说 明 这 个 问题 的 实用 性 。 

例子 有 7 个 城市 A!，A;，…，A,， 我 们 要 在 这 些 城市 之 间 修 建 一 些 公 路 ， 使 得 每 一 个 城 
市 都 能 从 其 他 城市 到 达 。 在 A; 和 A; 之 间 修 建 一 条 直达 公路 的 费用 预计 为 c{A;。A;}， 为 使 总 修 
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建 费用 最 少 ， 确 定 应 在 哪些 城市 之 间 修建 直达 公路 。 

因为 我 们 要 使 总 修建 费用 最 少 ， 所 以 这 个 问题 的 解 对 应 于 这 样 的 一 棵 树 ” : 其 顶点 是 A, ， 
Az，…，A,， 两 个 顶点 A; 和 Ai 之 间 有 边 当 且 仅 当 要 在 A, 和 A; 之 间 修 建 一 条 直达 公路 。 事 实 
上 ， 在 该 问题 中 ， 如 果 考 虑 有 7 个 顶点 A!，As，…，A, 的 完全 图 K,， 以 修建 费用 给 它 的 边 赋 
权 ， 那 么 ， 我们 是 要 寻找 一 个 边 的 权 之 和 尽 可 能 小 的 生成 树 。 后 面 我 们 将 给 出 两 个 用 来 求解 带 权 
连通 图 的 “最 小 权 生成 树 问题 ”的 算法 。 

设 G 二 (V，E) 是 带 权 连 通 图 ， 其 权 函 数 为 <。 我们 定义 G 的 子 图 互 的 权 为 互 的 边 的 权 
之 和 : 














PDD= 2 clo) - 


{a 是 昌 的 边 } 
在 G 的 所 有 生成 树 中 ， 权 最 小 的 生成 树 叫做 G 的 最 小 权 生 成 树 。 如 果 G 的 所 有 边 的 权 都 相同 ， 
则 G 的 每 一 棵 生成 树 都 是 最 小 权 生 成 树 。 对 任意 给 定 的 连通 图 ， 通 过 适当 地 指定 它 的 边 的 权 ， 
我 们 可 以 使 它 的 任意 一 棵 生成 树 成 为 唯一 的 一 棵 最 小 权 生 成 树 。 现 在 ， 我 们 给 出 Kruskal 算法 ®， 
这 个 算法 称 为 贪心 算法 ， 因 为 在 算法 中 的 每 一 阶段 ， 我 们 总 是 选择 一 条 符合 算法 要 求 的 权 最 小 
的 边 ， 使 得 当 算 法 结束 时 ， 所 选 的 这 些 边 就 是 一 棵 生成 树 的 全 部 边 。 这 里 ， 符 合算 法 要 求 是 指 我 
们 从 不 去 选择 构成 圈 的 边 。 
求 最 小 权 生 成 树 的 贪心 算法 
设 G 一 (V，E) 是 带 权 连通 图 ， 其 权 函 数 为 c。 
(1) 令 下 = 人 好。 
(2) 当 存 在 一 条 不 属于 下 的 边 a， 使 得 FU (a) 中 不 含 G 中 的 圈 时 ， 确 定 这 样 的 一 个 权 最 小 
的 边 a， 并 将 它 放 人 下 中 。 
(3) 令 T= 一 (V，P) 。 
定理 11.7.5 设 G 一 (V，E) 是 一 棵 带 权 连通 图 ， 其 权 函 数 为 <。 上 述 贪 心算 法 构造 G 的 一 
标 最 小 权 生 成 树 了 一 (V，F) 。 
证 明 在 贪心 算法 中 ， 我 们 从 * 一 |Y | 个 顶点 、 没 有 边 〈 初 始 时 下 一 她 ) 开始 ， 即 从 一 个 有 
2 个 连通 分 量 的 生成 图 (V，F) 开始 。 选 择 一 条 不 产生 图 的 边 a， 意 味 着 a 连接 ‘(V，F) 中 不 同 
分 量 中 的 顶点 ， 所 以 , 将 a 放 入 下 中 ， 就 使 (V，F) 连通 分 量 的 数目 减少 1。 当 算法 结束 时 ， 下 
中 有 ?2 一 1 条 边 ， 因 此 ，T 二 (V，F) 是 一 棵 生成 树 。 我 们 下 面 证 明了 本 是 一 棵 最 小 权 生 成 树 。 
设 下 中 nn 一 1 条 边 是 al，az，…，a 1， 并 以 这 样 的 顺序 放 人 下 中 。 令 T' 二 (V，F*) 是 一 
个 与 醋 有 着 最 多 公共 边 的 最 小 权 生 成 树 。 因 此 ， 不 存在 这 样 的 最 小 权 生 成 树 ， 它 与 下 的 公共 边 
多 于 F* 与 下 的 公共 边 ， 如 果 我 们 能 证 明 F* 一 F， 则 刁 就 是 一 棵 最 小 权 生 成 树 。 假 如 不 然 ， 即 
F’* ZF, 设 是 下 中 第 一 个 不 是 FF* 中 的 边 ， 则 边 ai ， CQ2，“ ”9 as_! 均 属于 FF*， 由 定理 11. 5. 8， 
T* 中 存在 一 条 边 8; 使 得 加 入 边 w 并 去 掉 边 8 后 ， 所 得 的 图 T” 是 G 的 一 个 生成 树 。B8 是 通过 向 
T* 中 加 入 边 w 后 所 产生 的 圈 中 的 一 条 边 ; 因为 工 是 树 ， 该 图 中 至 少 有 一 条 边 不 属于 T， 因 此 我 
们 选择 这 样 的 一 条 边 8。 对 此 ， 有 
ccT*) = eT)— cP) ea) (11. 6) 
因为 T' 是 一 棵 最 小 权 生 成 树 ， 所 以 有 
c(a) > cP) (11.7) 





但 ”如 果 没 有 树 ， 我 们 可 以 在 不 破坏 连通 性 的 前 提 下 ， 删 去 一 条 或 多 条 公路 ， 以 降低 费用 。 
© J.B Kruskal, Jr., On the Shortest Spanning Subtree of a Graph and the Traveling Salesman Problem, Proc- 
Armer. Math. Soc. ，7 (1956), 48-50。 
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又 因为 L={a，, CQ2， ”QU 1， Bp} 是 TT* 中 边 的 子 集 ， 所 以 不 可 能 存在 一 个 圈 ， 使 其 所 有 的 边 均 
在 二 中 ， 因 此 ， 用 贪心 算法 确定 要 向 正中 加 入 第 & 条 边 时 ，8 是 一 个 合理 的 选择 。 因 此 ， 由 式 
(11.7) 有 


clax) 一 c( 有 
再 由 定理 11.7.5，T" 也 是 一 棵 最 小 权 生 成 树 。 因 为 T 与 工 的 公共 边 数 比 TT' 与 工 的 公共 边 数 
多 1 ， 这 与 我 们 对 T* 的 选择 矛盾 ， 因 此 定理 得 证 。 “ 口 a 





例子 设 G 是 7 阶 带 权 图 ， 如 图 11-38 所 示 ， 其 中 边 , 
旁边 的 值 是 边 的 权 。 在 应 用 贪心 算法 确定 G 的 一 个 最 小 
权 生 成 树 时 ， 我 们 对 下 一 条 边 经 常 有 多 种 选择 方法 ， 下 4 / 


面 就 是 应 用 贪心 算法 时 对 图 11-38 中 带 权 图 的 边 的 一 种 选 





择 方法 ， 其 边 的 顺序 为 s ; 
{asb} {cd},{e,f} {dg},{e,g}, (a,g} 
所 得 生成 树 工 的 权 为 
CGIT) 一 1 十 1 十 2 十 3 十 4 十 4 一 19 1 d 5 e 
注意 ， 用 该 算法 构造 树 了 的 方法 与 以 前 所 用 的 方法 是 不 图 11-38 
同 的 。 


执行 贪心 算法 的 最 好 方法 是 ， 按 从 权 最 小 到 最 大 的 次 序 排列 边 ， 并 反复 选择 不 产生 图 的 第 
一 条 边 ” 。 贪 心算 法 的 一 个 缺陷 是 : 当 一 个 新 边 产生 圈 时 ， 你 必须 能 够 识别 出 来 ， 从 而 不 选择 
它 。Prime 通过 展示 一 棵 最 小 权 生 成 树 的 生长 过 程 ， 对 贪心 算法 进行 了 修改 ， 这 样 该 算法 就 不 必 
涉及 圈 的 问题 。 


求 最 小 权 生 成 树 的 Prim 算法 


设 G=(V，E) 是 带 权 连通 图 ， 其 权 函 数 为 c， 并 设 是 G 的 任意 一 个 顶点 。 

(1) 令 1， 忆 一 (办 ,已 王 好 及 人 = 一 (OU ， 已 )。 

(2) 对 于 上 二 1，2，…，? 一 1， 执 行 下 列 操作 : 

(1 ) 确定 一 条 有 最 小 权 的 边 a= 二 {tr，y}， 使 得 + 在 U; 中 , 而 y 不 在 U; 中。 
Ci) 令 Un 二 U;U{y)， Fn=FU{an} 及 T=(U,n, Fl), 
( 诈 》i 的 值 增 到 i 十 1。 

(3) 输出 TT. 二 (Uj，F, 1) (这 里 U1==V)。 

定理 11.7.6 设 G 二 (V，E) 是 带 权 图 ， 其 权 函 数 为 c， 则 Prim 算法 构造 G 的 一 个 最 小 权 生 
成 树 T= 二 (V，F)。 

证 明 ”该 定理 的 证 明 方法 类 似 于 定理 11. 7. 5， 我 们 在 证 明 中 也 使 用 相同 的 记号 ， 并 且 也 只 
进行 简要 的 证 明 。 在 算法 的 每 一 个 阶段 结束 时 ， 得 到 一 个 G 的 顶点 子 集 上 的 树 。 定 理 断 言 : 在 
算法 结束 时 ，T= 二 TT 一 (V， 厂 1) 是 一 棵 最 小 权 生 成 树 。 在 G 的 所 有 最 小 权 生 成 树 中 ， 设 

“三 (V, PF’) 是 其 中 的 一 个 ， 使 得 上 是 边 ui， az，"…，as-1 属 于 T' 的 最 大 数 。 假 设 k 隆 na， 即 
区 关 T， 则 a 不 在 F* 中， 这 时 w 连接 UU 中 的 一 个 顶点 和 它 的 补 集 丈 中 的 一 个 顶点 。 因 为 人 
是 生成 树 ， 所 以 工 中 存在 一 条 边 8， 它 连接 U 中 的 一 个 顶点 和 [中 的 一 个 顶点 ， 使 得 通过 向 





日 边 a。 

名 这 就 是 这 个 算法 的 贪心 特性 。 

外 R.C.Prnm, Shortest Connection Networks and Some Generalizations, Bell Systems Tech. J., 36 (1957), 1389- 
1401。 
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六 中 加 入 边 w 并 去 掉 边 8 后 ， 得 到 一 棵 生成 树 T'" ,我们 有 c(8) 委 c(os) 。 又 因为 在 所 有 连接 [ 太 
的 顶点 和 Ui 的 顶点 的 边 中 ，os 具有 最 小 权 ， 由 此 得 ccB) 一 cla)， 且 T** 是 一 个 最 小 权 生 成 树 ， 
它 与 工 又 多 了 1 条 公共 边 。 口 


例子 在 图 11-38 中 ， 我 们 对 带 权 图 G 应 用 Prim 算 法 ， 初始 顶点 为 a。 该 算法 的 一 种 执行 方 


式 所 产生 的 边 《 以 它们 被 选择 的 次 序 ) 是 : 


(dp (la, f},(f,e}, {esg}, {gd},{d,c} 


这 是 一 棵 权 为 15 的 生成 树 。 与 贪心 算法 相 比 ，Prim 算法 的 优越 性 在 于 : 在 每 一 步 ， 我 们 只 需 确 


定 一 条 连接 已 经 到 达 的 顶点 和 还 没有 到 达 的 顶点 的 权 最 小 的 边 。 相 比 之 下 ， 该 算法 自动 避免 了 
圈 的 产生 ， 而 贪心 算法 则 必须 明确 地 加 以 避免 。 口 


11.8 练习 题 


一 


9. 


， 有 多 少 个 非 同 构 的 1 阶 图 ? 2 阶 图 ? 3 阶 图 ? 解释 为 什么 上 述 问 题 的 答案 对 一 般 图 而 言 都 是 oo。 

. 确定 4 阶 图 中 所 有 11 个 非 同 构 的 图 ， 并 对 其 中 的 每 一 个 给 出 平面 图 形 表 示 。 

. 是 否 存在 度 序列 为 (4，4，3，2，2) 的 5 阶 图 ? 

, 是 否 存 在 度 序列 为 《4，4，4，2，2) 的 5 阶 图 ? 如 果 是 多 重 图 呢 ? 

. 利用 鲁 策 原理 证 明 : zx 之 2 阶 图 中 总 有 两 个 度数 相同 的 顶点 。 对 多 重 图 而 言 结论 是 否 成 立 ? 

. 设 (di ，dz，…，qdn) 是 二 个 非 负 偶数 组 成 的 序列 证明; 存在 以 上 述 序列 为 度 序列 的 一 般 图 。 

. 设 (qd ，d2，…，d,) 是 nn 个 非 负 整数 组 成 的 序列 ， 其 和 di 十 ;十 … 十 d; 是 偶数 ， 证 明 ， 存在 以 上 述 


序列 为 度 序列 的 一 般 图 。 设 计 一 个 构造 这 样 的 一 般 图 的 算法 。 


. 设 G 是 图 ， 其 度 序列 为 (di ，d; ，…，d,)， 证 明 ， 对 每 个 (0 二 k<n)， 有 : 


天 拉 
Dd Skk— D+ >) min(k, qi) 


1 一 】 一 大 十 1 
(5,4,3,3,3,3,3,2,2) 


10. 证 明 : 任意 两 个 有 度 序列 (2 ， 2， 2) 的 阶 连 通 图 同 构 。 
11. 在 图 11-39 中 ， 确 定 哪 对 一 般 图 是 同 构 的 ， 如 果 同 构 ， 找 出 它们 之 间 的 一 个 同 构 。 


本 四 从 


图 11-39 


12. 在 图 11-40 中 ， 确 定 哪 对 多 重 图 是 同 构 的， 如 果 同 构 ， 找 出 它们 之 间 的 一 个 同 构 。 


倪 雪人 


11-40 


13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
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证 明 ， 在 一 般 图 中 ， 如 果 有 一 条 途径 连接 两 个 顶点 ， 则 必 有 一 条 路 径 连 接 它们 。 

设 和 >y 是 一 般 图 中 的 两 个 顶点 ， 假 设 有 一 条 闭 途 径 包含 x 和 yy， 是否 必 有 一 条 闭 迹 包含 zx 和 y? 
设 和 >y 是 一 般 图 中 的 两 个 顶点 ,假设 有 一 条 闭 迹 包含 x 和 y， 是否 必 有 一 个 圈 包含 和 y? 
设 G 是 6 阶 连通 图 ， 其 度 序列 为 (2, 2, 2, 2,，2，2)。 

(a) 确定 G 的 所 有 非 同 构 的 导出 子 图 。 

(b) 确定 G 的 所 有 非 同 构 的 生成 子 图 。 

(c) 确定 G 的 所 有 非 同 构 的 6 阶 子 图 。 

首先 ， 证 明度 序列 是 〈4，4，4) 的 任意 两 个 3 阶 多 重 图 G 是 同 构 的 ， 然 后 

(a) 确定 G 的 所 有 非 同 构 的 导出 子 图 。 

(b) 确定 G 的 所 有 非 同 构 的 生成 子 图 。 

(Cc) 确定 G 的 所 有 非 同 构 的 3 阶 子 图 。 


. 设 y 是 一 般 图 中 连接 项 点 zx 和 y 的 迹 。 证 明 y 的 边 可 以 被 划分 ， 使 得 这 个 划分 的 一 部 分 确定 一 个 连接 


和 y 的 路 径 ， 另 外 一 部 分 确定 若干 个 圈 。 


. 设 G 是 一 般 图 ，G' 是 通过 从 G 中 去 掉 所 有 环 而 且 对 于 重 数 大 于 1 的 每 一 条 边 只 保留 其 中 一 条 边 而 删除 


其 他 边 后 得 到 的 图 ， 证明 G 是 连通 的 当 且 仅 当 G 是 连通 的 。 再 证 明 G 是 平面 图 当 且 仅 当 G 是 平面 图 。 


. 证 明 ， 至 少 有 名 一 一人 十 1 条 边 的 阶 图 是 连通 的 ， 给 出 一 个 减少 一 条 边 后 的 阶 非 连通 图 的 例子 ， 


设 G 是 恰好 有 两 个 奇 度 顶 点 xz 和 y 的 一 般 图 ，G" 是 通过 向 G 中 加 入 一 条 连接 x 和 y 的 新 边 {r+，y}) 后 
得 到 的 图 ， 证明: G 是 连通 的 当 且 仅 当 G* 是 连通 的 。 
(本 题 及 下 面 两 个 题 给 出 定理 11. 1. 3 的 证 明 ) 设 G=(V，E) 是 一 般 图 。 如果 x 和» 都 在 V 中 ， 则 用 
ZX 一 y 来 表示 : 要 么 + 二 y， 要 么 + 和 yy 之 间 有 一 条 途径 。 证 明 对 所 有 顶点 zx，y 和 x， 有 
(a) 六 一 工 。 
(b) x~~y， 当 且 仅 当 > 一 z。 
Cc) 如 果 工 ~~y 且 y~z， 则 z 一 =。 
( 续 22 题 ) 对 每 个 顶点 x， 令 
C(x) = {z:x ~ z} 
证 明 ， 
(i ) 对 所 有 顶点 + 和 y， 要 么 C(x) 一 C(y)， 要 么 C(z) 门 C(y) 二 名 ， 换 句 话 说 ,集合 CCz) 和 C(y) 
不 相交 ， 除 非 它们 相等 。 
(ji 如果 CCx) 人 站 Cly) 二 名 ， 则 不 存在 连接 C(x) 中 的 项 点 和 CCy) 中 的 顶点 的 边 。 
( 续 23 题 ) 设 人 三， Vs, Ve 是 出 现在 各 C(x) 的 不 同 集合 ， 证 明 ， 


(ji) Vi，V:，…，Vi 构成 G 的 顶点 集 V 的 一 个 划分 。 

(ii) 由 人 人， …，W 分 别 导 出 的 G 的 一 般 子 图 G1 二 Vi, E), Gs:=(Vi, Ez:), ,Gi 二 (Vi， 
FE) 是 连通 的 。 

导出 子 图 G1，G:，…，G: 是 G 的 连通 分 量 。 

证 明定 理 11. 1. 4。 


确定 图 11-39 中 第 一 个 和 第 二 个 一 般 图 的 邻接 矩阵 。 

确定 图 11-40 中 第 一 个 和 第 二 个 图 的 邻接 和 矩阵。 

设 A 和 B 是 两 个 nXn 矩阵， 它们 的 通 项 分 别 用 m 入 〈1 委 ij 委 四 表示。 定义 乘积 4XB 为 矩阵 
C， 其 第 ; 行 第 /7 列 的 项 cy 由 下 式 给 出 : 


0 一 >》 aipbm (1 < 1,7 二 n) 
p=1 


如 果 上 是 一 个 正 整数 ， 定 义 
名 一 AXAX…XA (个 4) 
现在 设 A 表示 顶点 为 al ，w ，…，w 的 n 阶 一 般 图 的 邻接 和 矩阵， 证 明 : A 的 第 : 行 第 7 列 上 的 项 等 于 
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452 G 中 连接 顶点 4a, 和 aj 的 长 度 为 的 途径 数 。 
29. 确定 图 11-41 中 的 多 重 图 是 否 具有 欧 拉 迹 闭 的 或 开 的 )。 如 果 有 ， 利 用 我 们 的 算法 构造 之 。 


图 11-41 


30. 什么 样 的 完全 图 K, 具有 欧 拉 闭 迹 ?网 拉 开 迹 ? 
31, 证 明定 理 11. 2. 4。 
32. GraphBuster (小 鬼 图 ) 的 边 最 少 可 以 划分 成 多 少 个 开 迹 ? 
33. 说 明 怎样 才能 在 笔 移 开 纸张 的 次 数 最 少 的 前 提 下 画 出 图 11-15、 图 11-16 和 图 11-17 中 的 平面 图 形 。 
34. 确定 有 一 条 欧 拉 闭 迹 且 阶 不 超过 6 的 所 有 非 同 构图 。 
35. 说 明 怎 样 才 能 在 笔 移 开 纸张 的 次 数 最 少 的 前 提 下 画 出 图 11-18 所 示 的 正 十 二 面体 的 图 形 。 
36. 设 C 是 连通 图 ，y 是 包含 G 的 每 条 边 至 少 一 次 的 闭 途 径 ，G” 是 通过 让 G 的 每 条 边 的 重 数 从 1 增加 到 该 
边 在 y 中 出 现 的 次 数 后 得 到 的 图 。 证 明 : y 在 G* 中 是 一 条 欧 拉 闭 迹 。 反 之 ,假设 我 们 增加 G 中 某 些 边 
的 重 数 ， 得 到 一 个 顶点 度数 均 为 偶数 的 m 条 边 的 多 重 图 。 证明 : G 中 存在 一 条 长 度 为 mr 的 闭 途径 ， 该 
途径 中 包含 G 的 每 条 边 至 少 一 次 。 本 练习 题 说 明 ; 关于 G 的 中 国 邮 递 员 问 题 等 价 于 确定 满足 下 面条 件 
的 G 中 的 某 些 边 重 复 的 最 小 数目 ， 即 G 中 的 某 些 边 就 是 为 了 得 到 一 个 所 有 顶点 的 度数 都 是 偶数 的 多 重 
图 而 要 向 G 中 插入 的 那些 边 。 
37. 对 完全 图 Ks 求解 中 国 邮 递 员 问 题 。 
453 38. 对 从 Ks 中 去 掉 任意 一 条 边 后 得 到 的 图 求解 中 国 邮 递 员 问 题 。 
39. 如 果 一 个 图 中 每 个 顶点 的 度数 均 为 3， 则 称 该 图 为 一 个 立方 图 ， 完 全 图 Ks 是 最 小 的 立方 图 实例 ， 找 出 
一 个 连通 的 立方 图 实例 ， 其 中 不 存在 哈密 顿 路 径 。 
“40. 设 G 是 至 少 
D2 42 
条 边 的 x 阶 图 证明 G 中 存在 哈密 顿 圈 。 给 出 一 个 边 数 少 1 且 不 含 哈密 顿 圈 的 x 阶 图 。 
41. 设 n 宇 3 是 整数 。 设 G, 是 这 样 的 图 : 其 顶点 是 {1，2，…，n} 的 n! 个 排列 其中， 两 个 排列 之 间 有 
一 条 边 连接 当 且 仅 当 一 个 排列 可 以 通过 另 一 个 排列 交换 两 个 数 的 位 置 〈 任 意 一 种 交换 ) 而 得 到 。 根 据 
4. 1 节 的 结果 ， 推 斯 G 中 存在 哈密 顿 圈 。 
42. 证 明定 理 11. 3. 4。 
43. 设计 一 个 类 似 于 求 哈 密 顿 圈 的 算法 : 在 满足 定理 11. 3. 4 所 给 条 件 的 图 中 构造 一 个 哈密 顿 路 径 。 
44. 哪些 完全 二 分 图 反 . 中 存在 哈密 顿 图 ? 哪些 存在 哈密 顿 路 径 ? 
45. 证 明 : 多 重 图 是 二 分 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 连通 分 量 都 是 二 分 的 。 
46. 证 明 ，K., 和 天 , 同 构 。 
47. 证 明 : 有 奇数 个 顶点 的 二 分 多 重 图 中 不 存在 哈密 顿 圈 。 
48，GraphBuster 图 是 二 分 图 吗 ? 如 果 是 ， 找 出 其 顶点 的 一 个 二 分 划 。 去 掉 环 后 又 如 何 呢 ? 
49. 设 V 一 {1，2,，…，20} 是 前 20 个 正 整数 的 集合 ， 考 虑 顶点 集 为 VY、 边 集 如 下 定义 的 图 ， 对 于 每 一 个 
图 ， 考察 :( i ) 是 否 连 通 〈 如 果 不 连通 ， 求 其 连通 分 量 )，( ii) 是 否 是 二 分 的 ，( 放 ) 是否 存在 欧 拉 
迹 ，(iy) 是 否 存 在 哈密 顿 路 径 。 
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(a) {a, 6b} 是 边 ， 当 且 仅 当 a 十 5 是 侦 数 。 

(Pb) {a, 56) 是 边 ， 当 生 仅 当 a 十 5 是 奇数 。 454 

(c) {a, 5) 是 边 ， 当 晶 仪 当 a X56 是 偶数 。 

(d) fa, 5} 是 边 ， 当 且 仅 当 aX5b 是 奇数 。 

(e) {a,， 6b) 是 边 ， 当 且 仅 当 aXb 是 一 个 完全 平方 数 。 

(f) ta, 人) 是 边 ， 当 且 仅 当 a 一 bp 能 被 3 整除 。 

从 K; 中 最 少 去 掉 几 条 边 就 可 以 使 剩 下 的 图 是 二 分 图 ? 

对 于 下 面 棋盘 ， 求 一 个 跳马 路 线 : 

(a) 5X5。 

(b) 6X6。 

(c) 7X7。 

证 明 : 4X4 棋盘 不 存在 跳马 路 线 。 

证 明 : 一 个 图 是 树 ， 当 且 仅 当 这 个 图 中 不 包含 任何 圈 ， 且 当 加 入 任意 一 条 新 边 时 ， 恰 好 产生 一 个 圈 。 

什么 样 的 树 中 存在 欧 拉 路 径 ? 

什么 样 的 树 中 存在 哈密 顿 路 径 ? 

构造 所 有 非 同 构 的 7 阶 树 。 

设 (di ，d;，…，d,) 是 整数 的 序列 。 

(a) 证 明 ; 存在 以 此 为 度 序列 的 nn 阶 树 当 且 仅 当 di1，d;，…，d, 是 正 整 数 ， 且 和 di 十 dz 十 … 十 
d, =2(n—1)。 

(b) 写 出 一 个 算法 ， 起 始 于 正 整 数 的 序列 (di ，d; ，…，d,)， 构 造 一 个 以 该 序列 为 度 序列 的 树 ， 或 给 
出 不 可 能 实现 的 结论 。 

森林 是 一 个 图 ， 其 所 有 连通 分 量 都 是 树 。 特 别 地 ， 树 是 森林 。 证 明 : 一 个 图 是 森林 当 且 仅 当 它 不 包含 

任何 圈 。 

证 明 ， 从 一 棵 树 中 去 掉 一 条 边 ， 得 到 一 个 有 两 棵 树 的 森林 。 

设 G 是 有 & 棵 树 的 木林， 最 少 需要 向 G 中 加 入 多 少 条 边 ， 才 能 得 到 一 棵 树 ? 

求 GraphBuster 图 的 一 棵 生成 树 。 

证 明 : 如 果树 中 有 一 个 顶点 的 度数 是 pP， 则 它 至 少 有 户 个 悬挂 项 点 。 455 

求 图 11-15、 图 11-16 和 图 11-17 的 生成 树 。 

对 任意 整数 "之 3 和 任意 整数 上 〈2 委 4A" 一 1) ， 构 造 一 个 恰 有 “A 棵 车 挂 顶点 的 ” 阶 树 。 

利用 11. 5 节 中 求生 成 树 的 算法 ， 构 造 一 个 十 二 面体 图 的 生成 树 。 

有 7 条 边 的 n 阶 连通 图 中 有 和 多少 个 圈 ? 

设 G 是 n 阶 图 ， 它 不 一 定 是 连通 的 。 森 林 的 定义 见 练习 题 58。G 的 生成 森林 是 一 个 森林 ， 它 是 由 G 的 每 一 个 

连通 分 量 的 一 个 生成 树 构 成 的 。 修 改 11. 5 节 所 给 的 求生 成 树 的 算法 ,使 其 能 构造 G 的 一 个 生成 森林 。 

确定 在 图 11-42 上 进行 的 Shannon 开关 游戏 是 正方 游戏 、 反 方 游戏 还 是 先 方 游戏 。 
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设 G 是 连通 多 重 图 。G 的 一 个 边 割 集 是 边 的 集合 下 ， 去 掉 这 些 边 时 会 使 G 变 成 非 连通 图 。 边 割 集 下 是 
极 小 边 割 集 ， 如 果 除 了 下 本 身 外 ，F 的 子 集 都 不 是 边 割 集 。 证明: 桥 总 是 一 个 极 小 边 割 集 ， 并 推断 ， 
树 仅 有 的 极 小 边 割 集 是 由 一 条 边 所 构成 的 集合 。 

设 G 是 有 一 个 上 度 顶 点 的 连通 多 重 图 ， 证明: G 有 极 小 边 割 集 ， 其 中 | 下 | 入 kt。 | 

设 下 是 连通 多 重 图 G 二 (VY，E) 的 一 个 极 小 边 割 集 ， 证明， 存在 V 的 子 集 U, 使 得 下 怡 好 是 这 样 一 些 
边 的 集合 : 这 些 边 连 接 U 中 的 顶点 和 1 的 补 集 避 中 的 顶点 。 

( 续 71 题 ) 证 明 : 连通 多 重 图 的 生成 树 包含 每 个 边 割 集中 至 少 一 条 边 。 

利用 11. 7 节 中 构造 生成 树 的 算法 ， 构 造 GraphBuster 图 的 一 棵 生成 树 (注意 ，GraphBuster 是 一 般 图 ， 
它 有 环 和 重 数 大 于 1 的 边 ， 环 可 以 忽略 ， 重 边 只 计 一 条 ) 。 

利用 构造 生成 树 的 算法 ， 构 造 正 十 二 面体 图 的 一 棵 生成 树 。 

应 用 11.7 节 中 的 BF 算法 ， 求 下 列 图 的 BFS 树 ， 

(a) 正 十 二 面体 图 〈 根 任意 )。 

(b) GraphBuster 图 〈 根 任意 ) 。 

(c) 边 排 成 一 个 圈 的 nn 阶 图 ( 根 任意 )。 

(d) 完全 图 K,，( 根 任意 )。 

(e) 完全 二 分 图 Kn (一 个 以 左 顶 点 为 根 ， 另 一 个 以 右 顶 点 为 根 )。 

在 上 述 各 题 中 ， 求 广度 优先 数 及 每 一 个 顶点 到 所 选 根 的 距离 。 

应 用 11.7 节 中 的 DF 算法 求 练习 题 7 5 中 (a)、(b)、(c)、(d) 和 (e) 的 DFS 树 ， 并 求 上 述 各 题 的 深 
度 优先 数 。 

设 G 是 简单 图 ， 图 中 有 一 个 连接 顶点 和 wv 的 哈密 顿 路 径 ， 该 哈密 顿 路 径 是 关于 G 以 w 为 根 的 DFS 树 
吗 ? 是 否 可 能 有 其 他 DFS 树 ? 

(关于 树 的 中 国 邮递 员 问 题 的 解 ) 设 G 是 2” 阶 树 , 证 明 : 包含 G 的 每 条 边 至 少 一 次 的 最 短途 径 的 长 度 是 
2(n 一 1)， 说 明 用 深度 优先 算法 如 何 找到 一 个 长 度 为 2(n 一 1) 的 途径 ， 该 途径 包含 每 条 边 怡 好 两 次 。 
在 图 11-43 所 示 的 带 权 图 中 ， 利 用 Dijkstra 算法 构造 一 个 关于 的 距 3 2 


u 


离 树 ， 指 定 的 顶点 w 如 图 所 示 。 

考虑 完全 图 K, ， 其 顶点 标号 分 别 为 1，2，…，n， 其 中 ， 对 所 有 N 入 / 
的 i 过 j， 连 接 两 顶点 i 和 j 的 边 的 权 为 cti, 刘 ==i 十 j。 对 下 面 各 ， 3 
阶 完全 图 ， 利 用 Dijkstra 算法 构造 以 u 一 1 为 根 的 距离 树 : 

(a) Kis。 

(b) Kes 

Ce) Ks. 2 2 
考虑 完全 图 K, ， 其 顶点 标号 分 别 为 1，2，…，n， 其 中 ， 对 所 有 图 11-43 

的 i 关 j， 权 函数 c{i, 让 二 |i 一 ;7 | 。 对 下 面 各 阶 完全 图 ， 利 用 Dijkstra 算法 构造 以 一 1 为 根 的 距离 树 : 
(a) 天 。 

(b) Ke。 

(c) Kg, 

考虑 完全 图 K, ， 其 边 的 权 与 练习 题 80 相同 。 对 下 面 各 阶 完全 图 ， 应 用 贪心 算法 求 最 小 权 生 成 树 : 

(a) 天 4 。 

(b) 天, 。 

(c) Ks 

考虑 完全 图 K, ， 其 边 的 权 与 练习 题 81 相同 。 对 下 面 各 阶 完全 图 ， 应 用 贪心 算法 求 其 最 小 权 生 成 树 : 

(a) Ks 

(b) Ks, 

《c) Ks, 

与 练习 题 82 相同 ， 将 贪心 算法 改 为 Prim 算法 。 
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与 练习 题 83 相同 ， 将 贪心 算法 改 为 Prim 算法 。 
设 G 是 带 权 连通 图 ， 其 所 有 边 的 权 均 不 相同 ， 证 明 : 图 中 只 存在 一 棵 最 小 权 生 成 树 。 
定义 一 棵 毛虫 树 (caterpillar) 为 有 一 条 路 径 7 的 树 T， 使 得 工 的 每 一 条 边 或 者 是 7y 的 一 条 边 或 者 有 一 
个 顶点 在 7 上 。 
(a) 证 明 所 有 有 6 个 或 更 少 顶 点 的 树 都 是 毛虫 树 。 
(b) 设 TI 是 有 7 个 顶点 和 3 条 长 度 为 2 且 相 交 于 中 心 顶点 c 的 路 径 的 树 。 证 明 Ti 是 7 个 顶点 的 树 中 唯 
一 一 棵 不 是 毛虫 树 的 树 。 
(c) 证 明 一 棵 树 是 毛虫 树 当 且 仅 当 它 不 以 Ti 为 生成 子 树 。 
设 di， ds，…，d，, 是 正 整 数 。 证 明 存 在 以 di，d; ，…，d,) 为 度 序列 的 毛虫 树 当 且 仅 当 友 十 
十 … 十 di 一 2(n 一 1)。 与 练习 题 57 进行 比较 。 
顶点 集合 是 V 且 有 m 条 边 的 图 G 的 优美 标号 (graceful labeling) 是 一 个 单 射 函数 g: V 一 (10，1， 
2，*…，m)， 使 得 与 G 的 m 条 边 {zx，y} 对 应 的 标号 | g(z) 一 g(y) | 是 某 一 顺序 之 下 的 1，2,…,，m。 
Kotzig 和 Ringel (1964) 推测 每 一 棵 树 都 有 优美 标号 。 求 上 一 个 练习 题 中 的 五 的 一 个 优美 标号 ， 以 及 
任意 路 径 和 图 Ki,; 的 优美 标号 。 
证 明 长 度 为 5 和 6 的 圈 没 有 优美 标号 。 求 长 度 为 7 和 8 的 圈 的 优美 标号 。 
设 G 是 有 个 顶点 zz，zz，…，z 的 图 。 设 x 是 过 到 G 中 其 余 各 顶点 的 最 大 距离 。 于 是 分 别 把 
d(G) = max{ni yra ye sry} 和 r(G) = min{n sre ss rn ) 
称 为 C 的 直径 和 半径 。G 的 中 心 (center) 是 由 满足 rx; 二 rx(G〉 的 那些 顶点 x; 的 集合 导出 的 子 图 ， 完 成 
下 列 工作 : 
(a) 确定 完全 二 分 图 K,,; 的 半径 、 直 径 和 中 心 。 
(b) 确定 循环 图 C 的 半径 、 直 径 和 中 心 。 
(c) 确定 有 个 顶点 的 路 径 的 半径 、 直 径 和 中 心 。 
(d) 确定 对 应 于 维 立方 体 的 顶点 和 边 的 图 Q, 的 半径 、 直 径 和 中 心 。 
证 明 下 面 的 论断 : 
(a) 一 棵 树 的 中 心 或 者 是 单一 顶点 ,或 者 是 由 一 条 边 连 接 的 两 个 顶点 (提示: 对 顶点 数 n 施 归纳 法 )。 
(b) 设 G 是 图 ，C 是 通过 下 面 的 方法 由 G 得 到 的 补 图 〈complement graph) : 如 果 G 中 的 两 个 顶点 之 间 没 有 
边 ， 则 在 这 两 个 顶点 之 间 加 一 条 边 ， 然 后 去 掉 G 的 所 有 边 。 证 明 : 如 果 d(G) 宇 3， 则 d(G)<3。 
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本 章 我 们 学 习 与 图 有 关 的 一 些 基 本 的 数值 ， 其 中 最 为 著名 的 是 与 四 色 问 题 有 关 的 色 数 。100 
多 年 来 ， 如 下 问题 曾经 一 直 未 得 到 解决 : 考虑 画 在 平面 或 球面 上 使 其 中 的 各 国 是 连通 区 域 的 一 
张 地 图 。 我 们 想 要 用 一 种 颜色 着 色 一 个 区 域 ， 使 得 相 邻 区 域 的 颜色 不 同 ， 那 么 以 这 种 方式 用 4 种 
颜色 是 否 足 以 对 任何 地 图 进行 着 色 呢 ?简短 的 回答 是 肯定 的 , 但 详细 的 回答 需要 严格 的 论证 。 
实质 上 ， 要 借助 计算 机 来 进行 计算 。 四 色 问 题 可 按照 图 论 的 方式 重新 描述 : 在 每 个 国家 内 部 各 选 
一 个 项 点点， 每 当 两 个 国家 享有 一 条 公共 边界 ? 时， 就 用 一 条 边 连 接 这 两 个 项 点点。 这 样 ， 我 们 
就 得 到 一 个 平面 图 (因此 也 是 一 个 平面 的 图 )， 称 这 个 平面 图 为 该 地 图 的 对 偶 图 (dual graph) 。 
着 色 一 张 地 图 上 的 各 个 区 域 使 得 相 邻 区域 的 颜色 不 同等 价 于 着 色 它 的 对 偶 图 的 各 个 顶点 8 使 得 两 
个 相 邻 顶点 的 颜色 不 同 。 因 此 ， 四 色 问 题 也 可 陈述 为 : 每 一 个 平面 图 是 4 可 着 色 的 。 在 这 一 章 
中 我 们 将 证 明 每 一 个 平面 图 是 5 可 着 色 的 ， 并 更 广泛 地 探讨 图 的 着 色 问 题 以 及 有 关 的 其 他 图 
参数 。 


12. 1 色 数 


本 节 只 考虑 简单 图 ， 因 为 连接 一 对 不 同 的 顶点， 无 论 出 现 一 条 以 上 的 边 还 是 圈 ， 对 所 考虑 的 
这 类 问题 都 没有 实质 性 的 影响 。 

设 G=(V，FE) 是 一 个 图 ，G 的 顶点 着 色 就 是 对 G 的 每 个 顶点 指定 一 种 颜色 ， 使 得 相 邻 项 点 
有 不 同 的 颜色 。 如 果 这 些 颜色 选 自 于 一 个 有 上 种 颜色 的 集合 ， 那 么 这 样 的 顶点 着 色 称 为 上 顶点 着 
色 ， 或 简称 为 & 着色， 而 不 管 & 种 颜色 是 否 都 用 到 。 如 果 G 有 一 个 上 着色， 那么 称 G 是 & 可 着 色 
的 。 使 得 G 是 k 可 着 色 的 最 小 的 上 称 为 G 的 色 数 ， 用 X(G) 表示 。 这 些 颜 色 本 身 的 性 质 @ 并 不 重 
要 ， 因 此 ， 有 时 将 这 些 颜 色 描 述 为 红 、 蓝 、 绿 、…， 而 有 时 又 简单 地 用 整数 1，2，3，… 来 指定 
颜色 。 同 构图 具有 相同 的 色 数 。 

将 没有 任何 边 的 图 定义 为 零 图 (null graph)®% 。n 阶 的 零 图 用 N, 表示。 

定理 12.1.1 设 G 是 n 阶 图 ， 其 中 nn 宇 1， 则 

1X(G)En 

而 且 ，X(G) 一 n 当 且 仅 当 GG 为 完全 图 ，X(G) 二 1 当 且 仅 当 G 为 零 图 。 

证 明 因为 至 少 有 一 个 项 点 的 图 至 少 需要 一 种 颜色 ， 并 且 ， 将 种 不 同 颜 色 任意 分 派 到 G 





100 多 年 未 得 到 解决 的 问题 不 是 自动 就 会 出 名 。 四 色 问 题 如 此 著名 的 原因 在 于 该 问题 叙述 简单 并 且 岂 乎 所 有 人 
都 能 理解 。 除 此 之 外 ， 这 个 问题 还 非常 具有 吸引 力 ! 

至 少 当前 所 知 的 证 明 如 此 。 但 是 ， 证 明 4 种 颜色 足够 超出 了 非 专业 人 员 的 能 力 。 人 们 曾经 党 试 过 一 些 初等 方法 
但 都 以 失败 告终 ! 关于 四 色 问 题 的 简明 历史 见 1.4 节 。 

只 有 一 个 〈 一 般 是 有 限 多 个 ) 公共 点 的 两 个 国家 不 能 认为 具有 公共 的 边界 。 

更 准确 地 说 ， 看 成 是 对 顶点 指定 颜色 。 

我 们 是 不 是 应 该 说 闫 色 ? 

零 图 未 必 就 是 空 图 ， 因 为 它 可 能 有 顶点 。 空 图 是 没有 顶点 的 图 。 因 此 ， 图 G 二 (V，FE) 是 零 图 当 且 仅 当天 一 分， 
而 如 是 空 图 当 且 仅 当 V= 各 (从 而 E 一 好 )。 空 图 是 非常 特殊 的 零 图 ， 即 0 阶 零 图 。 感 觉 混 乱 吗 ? 别 担 心 ， 只 需 
记 住 零 图 没有 边 。 
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的 顶点 上 是 一 个 顶点 着 色 ， 所 以 定理 中 的 不 等 式 显 然 成 立 。 在 开 , 的 任何 顶点 着 色 中 ， 没 有 任何 
两 个 顶点 能 指定 为 相同 的 颜色 ， 因 此 ，X(K,) 二 x。 假设 G 不 是 完全 图 ， 那 么 存在 两 个 不 相 邻接 
的 顶点 xz 与 y， 将 x 与 y 指 定 为 相同 的 颜色 ， 而 将 剩余 的 n 一 2 个 顶点 指定 为 不 同 的 颜色 ， 得 到 GG 
的 一 个 (n 一 1) 着 色 ， 所 以 ，X(G) 委 na 一 1。 将 N, 的 所 有 顶点 指定 为 相同 的 颜色 是 一 个 顶点 着 
色 ， 因 此 ，X(N,) 二 1。 假设 G 不 是 零 图 ， 那么 存在 邻接 的 顶点 x 与 y， 并且， 对 于 G 的 任何 项 
点 着 色 ，x 与 y 都 不 能 被 指定 为 同一 种 颜色 。 所 以 ，X(G) 之 2。 口 

推论 12.1.2 设 G 是 图 ， 及 是 G 的 子 图 ， 那 么 X(G) 之 XC(H)。 如 果 G 有 等 于 记 阶 完全 图 K。 
的 子 图 3 ， 则 











X(G) 之 刀 462 

证 明 按照 色 数 的 定义 ， 如 果 五 为 G 的 子 图 ， 那么 xX(G) 宇 X(H)， 利用 定理 12.1.1， 则 有 
XOFXK,)=p, 口 

例子 设 G 为 图 12-1 所 示 的 图 。 因 为 G 有 一 个 等 同 于 K; 的 x u 
子 图 ， 故 G 的 色 数 至 少 为 3。 现 将 顶点 和 vv 着 红色 ， 将 顶点 z 和 
y 着 蓝 色 ,将 顶点 z 着 绿色 ， 我 们 得 到 G 的 一 个 3 着 色 ， 所 以 y 
X(G) 一 3。 口 

设 G=(V,，E) 是 使 用 颜色 为 1，2，3，-…, 上 的 & 着色 图 。 = v 
令 V, 表示 被 指定 为 颜色 :一 1，2，…，A) 的 所 有 顶点 的 子 集 ， 12-1 
于 是 ，Vi，V。，…，Vi 是 V 的 一 个 划分 ， 称 作 G 的 一 个 色 划 分 
(color partition)， 而 且 所 导出 的 子 图 Gy ，Gw ，…，Gv, 都 为 零 图 。 反 之 ， 如 果 我 们 把 这 些 顶点 
划分 为 个 部 分 ， 每 一 部 分 导出 一 个 零 图 ， 那么 色 数 最 多 为 &。 因 此 ， 描 述 G 的 色 数 的 另 一 个 方 
式 是 色 数 X(G) 是 使 得 G 的 顶点 可 划分 为 k 个 子 集 且 每 个 子 集 导 出 一 个 零 图 的 最 小 整数 在 
图 12-1 所 描述 的 图 的 着 色 中 ， 色 划分 为 ，{z，v} (红色 顶点 );，{ux，y}) 〈 蓝 色 顶 点 );，{z} (绿色 
顶点 )。 运 用 这 些 概 念 ， 我 们 可 以 得 到 关于 图 的 色 数 的 另 一 个 下 界 。 

推论 12.1.3 设 G=(V,E) 是 nn 阶 图 ,9g 是 G 的 等 于 零 图 NN, 的 导出 子 图 的 最 大 阶 数 ， 则 

~ n 
XO =| | 

证 明 设 X(G)==k, 邻 Vi， Vi，…， Vi 为 G 的 一 个 色 划 分 ， 则 对 于 每 一 个 i 有 |V.| 志 gq， 而 

且 有 
n= |V| = > lv | < 2 kXa 
因此 
X(G) = 4 过 了 463 

因为 X(G) 为 一 整数 ， 故 推论 成 立 。 口 


例子 ”继续 考虑 图 12-1， 对 该 图 验证 可 得 导出 零 子 图 的 最 大 阶 数 为 9 一 2 〈 即 每 三 个 顶点 中 ， 

至 少 有 两 个 为 相 邻 顶点 ) ， 因 此 ， 根 据 推论 12. 1. 3， 再 次 得 到 
XCG) > 六 |=3 

根据 定理 12. 1. 1， 色 数 为 1 的 图 是 零 图 。 于 是 很 自然 要 对 色 数 为 2 的 图 的 特性 进行 探索 。 色 

















加 这 个 子 图 必然 是 导出 子 图 。 
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数 为 2 的 图 有 一 个 含有 两 个 集合 的 色 划 分 ， 这 使 我 们 想起 了 二 分 图 。 

定理 12. 1.4 设 图 G 至 少 有 一 条 边 ， 那 么 X(G) 一 2 当 且 仅 当 G 为 二 分 图 。 

证 明 至 少 有 一 条 边 的 图 的 色 数 至 少 为 2。 如 果 G 是 一 个 二 分 图 ， 那 么 将 左边 顶点 着 红色 ， 
右边 顶点 着 蓝 色 S ， 我 们 便 得 到 图 G 的 一 个 2 着 色 。 反 之 ， 由 2 着 色 而 得 到 的 色 划 分 即 为 G 的 一 
个 二 分 划 ， 于 是 ，G 是 二 分 图 。 口 

根据 定理 11. 4. 1 和 定理 12. 1. 4 得到: 非 零 图 的 色 数 为 2 当 且 仅 当 每 个 图 有 偶数 长 度 。 色 数 
为 3 的 图 可 能 有 非常 复杂 的 结构 并 且 不 具有 简单 的 特性 。 

例子 (调度 问题 〉 许多 调度 问题 可 用 公式 化 为 求解 图 的 色 数 问题 (但 经 常 满足 于 一 个 不 比 
色 数 大 很 多 的 数 ) 。 其 基本 思想 是 : 我 们 给 一 个 调度 问题 关联 一 个 图 ， 这 个 图 的 顶点 是 要 调度 的 
“任务 ”， 每 当 两 个 任务 间 发 生 冲 突 时 就 在 它们 中 间 画 一 条 边 ， 这 样 两 个 任务 就 不 会 被 安排 在 同一 
时 间 进 行 。G 的 一 个 色 划 分 提供 了 一 个 没有 任何 冲突 的 调度 表 ， 这 样 ， 图 的 色 数 就 等 于 在 不 产生 
冲突 的 情况 下 调度 表 中 时 间 闻 隙 的 最 小 数 。 

例如 ， 假 设 我 们 要 调度 9 项 任务 a, 6,c，d，e，f，g，h，i， 这 里 每 项 任务 与 任务 清单 中 
紧 随 其 后 的 任务 发 生 冲 突 ， 而 且 i 与 a 相 冲 突 。 在 这 种 情况 下 ， 冲 突 图 G 是 一 个 阶 数 为 9 的 图 ， 
其 边 被 安排 在 长 度 为 9 的 一 个 圈 中 。 这 个 图 的 任意 5 个 顶点 中 ， 至 少 有 2 个 是 相 邻 接 的 。 因 此 ， 
在 推论 12. 1. 3 中 的 9 值 最 大 为 4， 从 而 ，X(G) 之 3。 容易 找 到 一 个 3 着 色 ， 因 此 XCG) 王 3， 所 以 
这 个 调度 问题 需要 3 个 时 间 间 际 。 口 

求 出 一 个 图 的 色 数 是 一 个 难题 ， 对 此 至 今 没有 一 个 已 知 的 好 算法 。 因 此 ， 对 图 的 色 数 进行 
估计 以 及 寻找 在 使 用 的 颜色 数 “ 不 太 大 ”的 情形 下 的 某 些 顶点 着 色 方 法 还 是 非常 有 意义 的 。 在 推 
论 12. 1.2 和 推论 12. 1 3 中 ， 我 们 已 给 出 了 色 数 的 两 个 下 界 。 定 理 12. 1. 1 包含 一 个 上 界 ， 即 对 
于 阶 非 完全 图 其 上 界 为 n 一 1， 不 过 该 界 值 没有 多 大 的 意义 。 人 们 希望 做 得 更 好 。 实 际 上 ， 我 
们 将 证 明 从 顶点 的 度 中 会 得 到 更 好 的 界 值 ， 而 且 还 存在 一 个 不 超过 这 种 界 值 的 求 顶 点 着 色 的 简 
单 算法 。 这 个 算法 是 贪心 算法 9 的 另 一 个 实例 。 贪 心算 法 是 按 顺 序 取 第 一 个 可 用 的 颜色 而 忽略 对 
以 后 的 选择 可 能 产生 的 后 果 。 我 们 使 用 正 整 数 对 顶点 着 色 ， 因 此 ， 可 以 说 一 种 颜色 小 于 另 一 种 颜 
色 了 。 


项 点 着 色 的 贪心 算法 


设 G 是 图 ， 它 的 顶点 按 某 一 顺序 记 为 zi ，zs，…*，ZX,。 

(1) 对 顶点 x 指定 颜色 1。 

(2) 对 每 个 i 二 2，3，"…，n, 令 bp 是 与 x; 邻接 的 顶点 xz;，x;，…，x;-1 中 任何 顶点 都 不 被 
着 色 成 p 的 最 小 颜色 ， 并 对 x; 指定 颜色 p，。 

定理 12.1.5 设 G 是 图 其 顶点 的 最 大 度 为 A。 于 是 ,贪心 算法 产生 G 的 顶点 的 一 个 《A 十 
1) 着 色 @， 因 此 

X(G) 委 4A+1 
证 明 用 语言 描述 贪心 算法 就 是 依次 考虑 每 一 个 项 点， 并 将 尚未 指定 给 与 其 邻接 的 顶点 的 





当然 ， 把 左 和 右 用 作 两 种 颜色 ， 我 们 可 以 说 “给 左 顶 点 着 色 左 而 给 右 顶 点 着 色 右 ”。 

这 里 的 好 算法 是 指 其 所 需 的 步 数 与 图 的 阶 数 的 某 个 多 项 式 成 正比 。 大 多 数 专家 认为 不 存在 好 算法 。 

最 小 权 生 成 树 的 贪心 算法 在 11. 7 节 给 出 。 不 同 于 构造 最 小 权 生 成 树 的 贪心 算法 ， 这 里 的 算法 只 给 出 色 数 的 一 个 
上 界 。 

要 注意 ，(4+1) 着 色 并 不 意味 着 所 有 4 二 1 种 颜色 都 真 的 用 到 。 


®@ 00 
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最 小 颜色 指定 给 这 个 项 点。 特别 地 ， 从 不 给 两 个 邻接 项 点 指定 相同 的 颜色 ， 因 此 贪心 算法 确实 产 
生 一 个 顶点 着 色 。 最 多 存在 A 个 顶点 与 顶点 x; 邻接 ， 于 是 ，z ，xs，*…，Zi-! 中 最 多 有 A 个 与 x 
邻接 。 所 以 ， 当 我 们 考虑 算法 第 〈2) 步 中 的 顶点 xz; 时 ， 在 颜色 1，2，…，A4 十 1 中 至 少 有 一 种 
颜色 尚未 指定 给 予 zx; 邻接 的 顶点 ， 而 且 算 法 将 这 些 颜 色 中 最 小 的 指定 给 zx 。 因 此 ， 贪 心算 法 产 
生 图 C 的 顶点 的 一 个 〈A 十 1) 着 色 。 口 

贪心 算法 可 能 只 是 用 最 少 的 即 X(G) 种 颜色 对 G 的 顶点 着 色 。 其 好 坏 取决 于 使 用 贪心 算法 之 
前 各 顶点 的 顺序 。 令 VV，V:，…，Vxw 是 用 XC(G) 种 颜色 9 给 顶点 着 色 产 生 的 一 个 色 划 分 。 假 设 
我 们 首先 列 出 Vi 的 顶点 ， 随 后 列 出 V 的 顶点 ，…… ， 最 后 是 Vxo 的 顶点 > 。 容 易 看 到 贪心 算法 
用 颜色 1 给 Vi 中 的 顶点 着 色 ， 用 颜色 1 或 2 给 V: 中 的 顶点 着 色 ，……- ， 用 颜色 1，2，…， 
X(G) 中 之 一 给 Vxe 中 的 顶点 着 色 。 因 此 ， 在 这 样 列 出 顶点 的 情况 下 ， 贪 心算 法 用 最 少 的 颜色 给 
所 有 的 顶点 着 色 。 

例子 ”考虑 完全 二 分 图 Ki,,， 其 顶点 的 最 大 度 为 A 二 n。 于 是 ， 根 据 定理 12. 1. 5， 贪 心算 法 
产生 一 个 (n 十 1) 着 色 。 事 实 上 ， 贪 心算 法 会 做 得 更 好 。 不 管 各 顶点 怎样 列 出 的 ， 贪 心算 法 仅 用 
两 种 颜色 即 最 少 可 能 的 颜色 给 各 顶点 着 色 。 因 此 ， 贪 心算 法 有 时 能 给 出 比 定理 12. 1. 5 好 得 多 的 
着 色 。 

现在 ， 考 虑 图 12-2 所 示 的 二 分 图 ， 并 按 x, a, b, y, z,c (I)x a (2) 
的 顺序 列 出 顶点。 用 贪心 算法 对 这 些 顶 点 指定 的 颜色 分 别 为 1， 
2，1，3，2，4。 于 是 贪心 算法 产生 一 个 4 着 色 ， 然 而 ， 该 图 的 
着 色 数 却 为 2。 口 

除 两 类 图 外 ， 由 定理 12. 1. 5 给 出 的 色 数 的 上 界 是 可 以 改进 
的 。 这 两 类 图 为 完全 图 K，( 对 它 而 言 ， A 一 n 一 1 且 X(G) 二 nn) 以 
及 边 被 排 在 一 个 (奇数 长 度 的 ) 圈 中 且 阶 数 为 奇数 的 图 CC， 
(对 它 而 言 ，4=2 且 X(G) 二 3)。 本 书 省 略 下 面 的 Brooks9 定 理 
的 证 明 。 

定理 12. 1.6 设 G 是 连通 图 ， 其 顶点 的 最 大 度 为 A。 如 果 G 既 不 是 完全 图 开 , 也 不 是 奇数 阶 
循环 图 C,， 则 X(G) 志 A。 

从 我 们 对 色 数 的 讨论 中 得 到 的 结论 之 一 是 : 要 用 最 少 的 颜色 数 对 图 的 顶点 进行 着 色 〈 使 邻 
接 项 点 的 颜色 不 同 ) 是 很 困难 的 。 现 在 我 们 放弃 颜色 数目 为 最 少 的 限制 ， 而 考虑 一 个 更 为 困难 的 
问题 : 已 知 一 个 图 G 和 上 种 颜色 的 集合 (1，2，…，A 人 + ， 那 么 图 G 有 多 少 & 着 色 呢 ? 如 果 已 知 
X(G)>A， 那 么 问题 很 简单 ， 答 案 为 0 。 

对 于 每 个 非 负 整数 A， 图 G 顶点 的 & 着 色 数 用 

pe Ck) 
表示 。 如 果 X(C)>A， 那 么 pe (8) 二 0。 例 如， 对 于 完全 图 有 
pk (k) 一 ACE 一 1)…(R 一 (一 1)) = [kJ, 


(3) y bp (1) 


(2) 2 c (4) 





当然 ， 知 道 这 些 表 明 我 们 已 经 知道 了 X(G) 。 我 们 的 观点 是 ， 如 果 我 们 很 幸运 地 这 样 列 出 了 这 个 图 的 顶点 ， 那 么 
贪心 算法 就 能 够 用 最 少数 量 的 颜色 产生 一 种 着 色 。 

我 们 要 做 的 只 不 过 是 将 相同 颜色 的 顶点 分 在 一 起 。 

R. IL. Brooks, On Coloring the Nodes of a Network, Proc. Cambridge Philos. Soc., 37 (1941)，194-197。 

如 果 X(G)>&、 但 我 们 没有 这 一 信息 ,那么 这 一 问题 要 困难 得 多 。 这 是 因为 回答 它 时 我 们 隐 含 着 要 确定 是 否 确 
有 XCC)<A: X(G) < 上 当 且 仅 当 用 有 种 颜色 给 G 着 色 的 方法 数 不 为 0。 
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这 是 因为 每 一 个 顶点 具有 不 同 的 颜色 S 。 对 于 零 图 而 言 ， 有 
Py (k) 一 外 

这 是 因为 我 们 可 以 对 每 个 顶点 任意 指定 颜色 2 。 

例子 ”我 们 来 确定 图 12-1 中 图 G 的 pc(k)。 首 先 对 x，y，z 进行 着 色 。 因 为 每 个 顶点 必须 
接受 不 同 的 颜色 ， 所 以 对 这 些 顶点 共有 

kC(k— 1)C(k— 2) 
种 着 色 方 案 。 然 后 对 4 着色 ， 并 保证 它 必 须 接受 与 x 和 zz 不 同 的 颜色 ， 因 此 有 & 一 2 种 方法 对 zx 
着 色 。 最 后 v 可 接受 w 和 xz 的 颜色 之 外 的 任意 颜色 ， 因 此 有 一 2 种 方法 对 着 色 ， 所 以 
Pe(R) 一 RE 一 1)(R 一 2) Xk—2) Xk—2) = kk— 1 Rk— 2) 

不 难 计算 出 关于 树 的 顶点 的 着 色 方 法 数 。 令 人 惊奇 的 是 ， 对 于 每 个 k， 树 的 上 着 色 数 只 取决 
于 树 的 顶点 个 数 ， 而 与 所 考虑 的 是 哪 棵 树 无 关 ! 

定理 12.1.7 设 工 是 ? 阶 树 。 则 

pr(k) = k(k— 1)™! 

证 明 像 11.5 节 所 描述 的 那样 生成 TT， 并 对 各 顶点 进行 着 色 。 开 始 的 顶点 可 以 用 上 种 颜色 
中 的 任意 一 种 着 色 。 添 加 的 每 一 个 新 顶点 y 仅 与 前 面 唯 一 一 个 顶点 x 相 邻 。 于 是 ，y 可 用 与 x 不 
同 的 一 1 种 颜色 中 的 任意 一 种 着 色 。 所 以 ， 除 了 第 一 个 顶点 外 ， 其 余 mn 一 1 个 顶点 的 每 一 个 可 有 
一 1 种 方法 着 色 ， 因 此 公式 成 立 。 口 

细心 的 读者 将 会 注意 到 ， 至 今 为 止 ， 所 得 到 的 每 一 个 计算 图 的 顶点 着 色 方 法 数 的 公式 都 是 
颜色 数 上 的 多 项 式 也 数 。 事 实 上 ， 这 并 非 偶然 ， 而 是 一 种 普遍 现象 ，pc(k) 总 是 上 的 多 项 式 函 
数 。 现 在 我 们 证 明 这 一 事实 。 根 据 这 一 性 质 ， 把 p(k》 岂 做 图 G 的 色 多 项 式 。 求 G 的 色 多 项 式 
在 & 的 值 就 是 给 出 G 的 &A 着 色 数 。G 的 色 数 为 不 是 色 多 项 式 根 的 最 小 非 负 整数 。 

通过 简单 的 观察 可 知 pi (8) 是 一 个 多 项 式 。 设 z+，y 为 图 G 的 两 个 邻接 顶点 ，G 为 从 G 中 
去 掉 连 接 z 和 yy 的 边 {7，y)》 后 而 得 到 的 图 。G, 的 着 色 可 划分 为 两 个 部 分 C(k) 和 DA) 。 第 
一 个 部 分 C(k) 是 x 和 y 着 色相 同 的 Gi 的 & 上 着色 ， 第 二 个 部 分 D(k) 是 + 和 yy 着 色 不 同 的 G, 的 
着色， 因此 ， 














po (k) = | COE) | + [DOE)| 
因为 在 G 中 z 和 y 是 邻接 的 ， 所 以 x 和 y 被 指定 不 同 颜 色 的 G 的 上 着 色 与 G 的 & 着 色 之 间 存 在 
一 一 对 应 。 因 此 有 


polk) = | Dk)| 
设 G 是 在 G 中 把 顶点 z 和 y 看 成 同一 顶点 后 得 到 的 图 。 这 意味 着 我 们 删除 了 边 {x，y)， 用 一 
个 新 顶点 zy 替换 zx 和 y， 并 且 连 接 z5 到 G 中 与 x 或 y 相连 的 所 有 顶点 9 。G; 的 & 着 色 与 + 和 y 被 
指定 相同 颜色 的 G 的 着色 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 因 此 ， 

pe (k) = |CCE) | 


结合 前 面 的 三 个 方程 得 
po (Ek) 一 六 (AR) + po, (k) 
因此 ， 
pe (k) = pe (&) 一 pe, (k) (12. 1) 





中 


[kj], 是 8. 2 节 引 和 人 的 计数 & 个 不 同 对 象 的 集合 的 ” 排列 数 的 函数 。 在 这 里 ，& 个 对 象 是 & 种 颜色 ，n 排列 是 每 一 

种 颜色 指定 给 KK, 中 个 顶点 中 的 一 个 ， 因 为 每 对 顶点 在 K, 中 都 是 邻接 的 ， 所 有 的 顶点 有 不 同 的 着 色 。 

后 回顾 第 2 章 ， 怠 是 对 象 可 以 无 限制 重复 时 4 个 对 象 ( 这 里 是 种 颜色 ) 集合 中 的 排列 数 。 因 为 N, 中 没有 任何 
顶点 是 邻接 的 ， 所 以 我 们 可 以 自由 地 重复 使 用 颜色 。 

是 ”我们 可 以 想 成 把 x 和 y 移 到 一 起 ， 直 到 它们 恰好 重合 。 这 可 能 产生 多 重 边 ， 此 时 我 们 删除 其 中 一 个 拷贝 。 
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换 句 话说 ，G 的 & 着 色 数 等 于 Ci 的 & 着色 数 〈 删 除 边 {《z，y} 使 得 x 和 y 被 指定 相同 的 颜色 成 
为 可 能 ) 减 去 Gz 的 & 着 色 数 〈 视 顶点 工 和 y 为 同一 项 点， 使 得 它们 必然 着 成 相同 颜色 ) 。 这 是 一 
个 十 分 有 用 的 观察 ， 为 什么 ? 
G 与 G 的 阶 相同 且 比 G 少 一 条 边 。G@ 比 G 少 一 阶 且 至 少 少 一 条 边 。 换 名 话说，G 和 G 比 
G 更 接近 零 图 (按照 边 的 数量 说 )。 这 就 向 我 们 提供 了 一 种 求 G 的 & 着 色 数 的 算法 : 不 断 地 删除 
边 并 合并 顶点 直到 得 到 零 图 为 止 。 根据 (12. 1) 知 ，G 的 & 着 色 数 可 以 用 每 个 零 图 的 & 着 色 数 来 
表示 。 而 我 们 又 知道 p 阶 零 图 的 & 着 色 数 等 于 k*。 因 此 ， 我 们 可 以 通过 加 减 这 些 零 图 的 & 着 色 数 
而 得 到 G 的 & 着 色 数 9 。 此 外 ， 因 为 妈 是 外 的 多 项 式 〈 实 际 上 是 一 个 单项 式 )， 所 以 ，G 的 & 着 
色 数 就 是 这 样 一 些 单项 式 或 多 项 式 之 和 ， 从 而 它 是 上 的 多 项 式 ， 即 G 的 色 多 项 式 确实 是 一 个 多 项 
式 ! 在 正式 描述 上 面 这 一 讨论 之 前 ， 我 们 考虑 一 个 例子 。 
例子 设 C 是 5 阶 循环 图 Cs， 它 的 边 排列 成 一 个 圈 。 任 选 G 的 一 条 边 ， 并 运用 〈12. 1)， 我 们 看 到 
Pelk) = pe (k) — polk) 469 
其 中 ，G, 是 一 棵 5 阶 树 ， 它 的 边 被 排列 成 一 条 路 径 ，G: 是 一 个 4 阶 循环 图 G, 。 根 据 定理 12. 1. 7 
得 pe (CD) 一 AGE 一 1D) 2 。 对 Gz 继续 使 用 上 述 方法 得 
Polk) = k(k— 1): — po(k) 
其 中 ，G; 是 3 阶 循环 图 C;。 因 为 Gs 是 完全 图 K;:， 有 po, (CA) 一 AGE 一 1) (一 2)， 所 以 我 们 得 到 
Pelk) 一 有 (一 1)1 一 (RCR 一 1)3 一 AGE 一 1)(R 一 2)) 





把 上 式 化 简 得 





pelk) 一 (RE 一 1)(E 一 2)( 色 一 28 十 2) 
注意 ，pc 0) 二 0，pe(1) 一 0，pe(2) 一 0 且 总 (3) 盖 0。 因 此 ，X(G) 王 3， 这 是 一 个 可 以 直接 得 到 的 
显然 结果 。 
设 G 是 图 ， a 一 {r+，y} 是 图 G 的 一 条 边 。 我 们 将 边 从 图 C 中 删除 后 得 到 的 图 记 作 Go。。 而 
把 (如 上 面 定 义 所 述 ) 合并 顶点 zx 和 yy 后 得 到 的 图 记 作 Ge.。 我 们 说 Ge, 是 G 合并 边 a 后 得 到 的 
图 。 因 此 ，(12. 1) 可 重 写 为 














po (k) = Pie Ck) — pu, (k) (12.2) 
正如 前 面 提 到 的 那样 ， 通 过 反复 使 用 删除 和 合并 我 们 得 到 一 个 求 p(k) 的 算法 。 在 下 面 的 算法 
中 ， 我 们 考虑 对 象 ( 士 ， 妃 ) ， 其 中 五 是 一 个 图 。 就 这 个 算法 的 目的 而 言 ， 我 们 称 这 样 的 对 象 为 
带 符号 图 〈signed graph)， 这 是 一 个 带 有 “十 ”号 或 “一 ”号 的 图 。 


求 一 个 图 的 色 多 项 式 的 算法 

设 G=(V，E) 是 一 个 图 。 
(1) 取 9 一 (( 十 ，G) ) 。 
(2) 当 9 中 含有 不 是 零 图 的 带 符号 图 时 ， 执 行 下 面 操作 : 

(1 ) 在 6 中 选择 一 个 非 零 带 符号 图 (es， 互 ) 和 瓦 的 一 条 边 u。 

Ci) 将 (es， 互 ) 从 9 中 删除 ， 然 后 加 入 另外 两 个 带 符号 图 (e，Ho。) 和 (一 s, He,)。 
(3) 取 pe(k) = 》)ek* ， 其 中 求 和 对 9 中 的 所 有 带 符号 图 (e， 日 ) 进行 , 户 是 互 的 阶 数 。 470 
换 名 话说， 首先 ， 我 们 从 G 开 始 ， 并 在 它 的 前 面 加 一 个 “十 ”号 。 不 断 对 图 作 删 除 和 合并 处 

理 以 减 小 图 G， 直 到 最 终 所 有 图 都 是 零 图 为 止 ， 并 在 这 一 过 程 中 跟踪 反复 运用 (12. 2》 而 确定 的 关 





日 ” 零 图 也 许 是 无 用 的 ， 但 正 像 我 们 刚才 所 看 到 的 那样 ， 它 们 在 图 着 色 中 起 着 重要 的 作用 。 
加 ”这 一 过 程 展 示 了 一 个 关键 点 ， 即 如 果 我 们 得 到 了 一 个 色 多 项 式 已 知 的 图 ， 那么 就 想法 利用 这 一 信息 。 我 们 不 一 
定 要 把 所 有 图 都 归 约 到 零 图 。 
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联 符号 。 当 所 有 图 都 没有 边 时 ， 我 们 计算 如 此 获得 的 每 个 零 图 的 阶 户 ， 形 成 单项 式 士 刀 ， 即 它 的 
(经 过 符号 调整 的 ) 色 多 项 式 。 重复 使 用 (12. 2)， 对 所 有 这 些 多 项 式 求 和 便 得 到 G 的 色 和 多项式 。 
特别 地 ， 因 为 单项 式 的 和 是 多 项 式 ， 所 以 我 们 得 到 的 是 一 个 多 项 式 。 经 过 删除 和 合并 的 处 理 过 
程 ， 只 有 一 个 图 是 与 G 有 相同 阶 的 零 图 。 该 图 是 通过 把 G 中 所 有 的 边 一 个 一 个 删除 ， 不 做 任何 
合并 而 得 到 的 结果 ， 且 对 色 多 项 式 贡 献 一 个 带 “ 十 ”号 的 单项 式 包 。 所 有 其 他 图 的 顶点 数 都 小 
于 n， 因 此 所 确定 的 单项 式 的 次 数 严格 小 于 n。 因 此 ， 我 们 证 明了 下 面 的 定理 。 

定理 12.1.8 设 G 是 阶 为 n 写 1 的 图 。 则 GG 的 k 阔 色 数 是 的 一 个 n 阶 多 项 式 ( 首 项 系数 
1)， 并 且 该 多 项 式 即 GG 的 色 多 项 式 可 通过 上 面 的 算法 正确 计算 。 

显而易见 ， 如 果 图 G 是 非 连 通 的 ， 那么 图 G 的 色 多 项 式 是 它 的 连通 分 量 的 色 多 项 式 的 积 ， 
特别 地 ， 它 的 色 数 是 它 的 连通 分 量 的 色 数 中 的 最 大 值 。 下 一 个 定理 扩展 这 一 结论 。 最 终 得 到 的 公 
式 有 时 用 来 减少 计算 图 的 色 多 项 式 的 计算 量 。 

设 图 G==(V，E) 是 连通 图 ,，U 是 G 的 顶点 的 子 集 。 如 果 由 不 在 U 中 的 顶点 导出 9 的 子 图 
Gv-u 是 非 连 通 的 ， 那 么 称 U 为 G 的 一 个 关节 集 《articulation set) 。 如 果 G 不 是 完全 图 ， 那么 G 
含有 两 个 非 邻接 的 顶点 a 和 5， 因 此 U=V 一 {a,b)} 是 一 个 关节 集 。 完 全 图 没有 关节 和 集 。 所 以 ， 连 
通 图 有 关节 集 当 且 仅 当 它 是 非 完 全 图 。 

引 理 12. 1.9 设 G 是 图 并 且 假设 G 含有 等 于 完全 图 K, 的 子 图 媚 ， 那 么 G 的 色 多 项 式 可 以 
被 KK, 的 色 多 项 式 [kj, 整除 。 

证 明 在 G 的 任何 & 着 色 中 ,日 的 所 有 项 点 都 着 不 同 的 颜色 ， 而 且 ， 对 于 日 中 顶点 的 每 一 
种 颜色 的 选择 都 可 以 扩展 到 对 G 的 剩余 顶点 的 g(&) 种 着 色 ， 这 些 着 色 数 是 相同 的 。 因 此 ， 
pe (k)=Lkl,g Ck) 

定理 12.1.10 设 U 是 G 的 一 个 关节 集 ， 且 假设 导出 子 图 GU 是 完全 图 KK,。 设 Gv wu 的 连通 

















分 量 是 导出 子 图 Gu ，…，Gu,。 令 Hi; 二 Guuu, (i 三 1，…， 1) 是 由 UUU; 导出 的 G 的 子 图 ， 则 
Pau, (k) XX pr Ck) 
pelk) 一 CT 
特别 地 ，G 的 色 数 是 五 ;，…， 瑟 ,的 色 数 中 的 最 大 值 。 
证 明 刀 ，…， 瓦 都 包含 U 中 的 所 有 顶点 ,但 除 此 之 外 彼此 两 两 不 相交 。G 的 每 种 & 着 
色 能 通过 如 下 方法 获得 : 首先 选择 Hi 的 一 种 着 色 〔 这 种 着 色 有 py (k) x 


个 ， 并且 对 UU 的 所 有 项 点 都 进行 了 着 色 )， 然 后 完成 每 一 个 H; (i 一 2,…， 
) 的 着 色 (由 引 理 12. 1. 9 可 知 ， 每 一 个 可 用 pn,(k)/[L&j, 种 方法 着 色 )， , 
口 a 

例子 设 G 是 图 12-3 所 示 的 图 。U= (ae，2，c} ， 应 用 定理 12. 1. 10， 
我 们 得 到 

(gq(k))? 
(RCE— 1) CR— 2)) 图 12-3 
ql(k) 是 比 4 阶 完全 图 少 一 条 边 的 G 的 色 多 项 式 ， 通 过 简单 计算 〈 事 实 上 ， 再 使 用 定理 12. 1. 10) 
g(k) 二 kGk 一 1) (一 2)2 ， 所 以 





pe Ck) 一 





pe: Ck) 一 RCR 一 1)(R 一 2)4 











12.2 平面 和 平面 图 
设 G 二 (V,G) 是 一 般 平 面 图 ，G' 是 G 的 一 个 平面 表示 。 因 此 ，G 是 一 个 平面 图 ， 并 且 ，CG 是 





日 ”回顾 一 下 ， 该 子 图 的 顶点 是 V 一 U 中 的 那些 顶点 ， 且 在 Cv-u 中 两 顶点 邻接 当 且 仅 当 在 G 中 它们 邻接 。 
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由 平面 上 的 点 的 集合 和 曲线 的 集合 组 成 的 。G 的 点 称 为 顶点 点 (vertex-point)， 因 为 它们 对 应 于 
G 的 顶点 ， 曲 线 称 为 边 曲 线 (edge-curve)， 因 为 它们 对 应 于 G 的 边 。 同 样 ， 一 条 边 曲线 a 是 通过 
顶点 点 的 一 条 简单 曲线 当 且 仅 当 G 的 顶点 x 与 G 的 边 a 关联 。 边 曲线 只 能 共用 端点 。 

平面 图 G 把 平面 分 为 若干 个 由 一 条 或 多 条 边 曲线 围 成 的 区 域 5 。 其 中 只 有 一 个 区 域 可 以 扩展 
到 无 穷 远 。 

例子 ”图 12-4 所 示 的 平面 图 有 10 个 顶点 点 、14 条 边 曲 线 和 6 个 区 域 ， 每 个 区 域 是 由 某 些 边 
曲线 所 围 成 的 ， 但 是 我 们 应 该 十 分 小 心 如 何 计数 边 曲 线 。 区 域 R ，R;，KRs 和 Rs 分 别 是 由 1 条 、 
2 条 、6 条 和 2 条 边 曲 线 所 围 成 的 。 区 域 R, 是 由 10 条 边 曲线 〈 而 不 是 4 条 或 7 条 ) 所 围 成 的 ， 
这 是 因为 当 我 们 沿 着 R, 的 边界 行进 时 ， 其 中 有 3 条 边 曲线 经 过 了 两 次 〈 见 图 12-4 的 虚线 部 分 ) 。 
区 域 R 是 由 7 条 边 曲线 所 围 成 的 8 。 总 之 ， 当 我 们 在 计数 所 围 区 域 的 边 曲线 时 ， 每 条 边 曲线 被 
计数 两 次 ， 或 者 是 因为 它 是 两 个 不 同 区 域 的 公共 边界 ， 或 者 是 因为 它 两 次 作为 同一 区 域 的 边界 。 





口 
图 12-4 
设 G 是 有 nn 个 顶点 点 、e 条 边 曲 线 ,r 个 区 域 的 平面 图 。 设 围 成 各 区 域 的 边 曲线 数 分 别 是 : 
fr for 473 
则 根据 上 面 的 例子 的 规定 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 关系 : 
万 十 户 十 十 乒 三 2e (12.3) 


现在 ， 我 们 导出 zw，e 和 vr 之 间 的 一 种 关系 ， 这 一 关系 指出 ，”，e 和 三 个 数 中 任意 两 个 决定 第 
三 个 数 。 这 种 关系 称 为 欧 拉 公 式 。 

定理 12.2.1 设 G 是 有 e 条 边 曲 线 的 n 阶 平面 图 且 是 连通 的 。 那 么 G 把 平面 分 割 成 的 区 域 
数 r 满足 

r+ 二 e—n 二 2 (12. 4) 

证 明 首先 假设 G 是 树 。 则 e==n 一 1 且 r= 二 1 (这 唯一 的 区 域 就 是 无 穷 区域 ， 它 被 每 条 边 曲 
线 围绕 两 次 )， 因 此 (12. 4) 成 立 。 现 在 ,假设 G 不 是 树 ， 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 G 有 生成 树 
工 , 工 的 顶点 数 为 n 二 n， 边 数 为 e 二 n 一 1， 区 域 数 为 r' 二 1 且 满 足 r 二 e' 一 n 十 2。 我 们 可 以 设 
想 ， 从 工 的 一 条 边 曲线 开始 ， 然 后 每 次 添加 一 条 新 的 边 曲线 ， 直 到 得 到 G。 我 们 每 次 插入 一 条 新 
的 边 曲线 ， 就 把 已 经 存在 的 区 域 分 割 成 两 个 区 域 。 因 此 ， 我 们 每 次 播 入 一 条 边 曲 线 时 ，e 增加 1、 
增加 1,，z' 不 变 (nw 总 是 n)。 所 以 ， 生 成 树 从 二 e 一 n 十 2 开始 ， 在 我 们 添加 所 有 余下 的 边 曲 
线 过 程 中 ， 该 关系 始终 成 立 。 定 理 证 毕 。 口 

欧 拉 公式 对 (没有 环 和 多 重 边 的 ) 平面 图 有 一 个 重要 的 推论 。 








回顾 一 下 ， 我 们 用 相同 的 标签 标记 顶点 和 与 它 对 应 的 顶点 点 ， 且 用 相同 的 标签 标记 边 和 与 它 对 应 的 边 曲线 。 
因此 ， 一 个 平面 图 有 点 和 曲线 ， 现 在 又 有 了 区 域 。 

R1 也 许 看 起 来 没有 被 任何 边 曲线 所 围 ， 因 为 它 可 以 在 所 有 方向 扩展 到 无 穷 远 。 然 而 ， 画 在 平面 上 的 几何 图 形 也 可 
以 看 成 是 画 在 一 个 球 上 ， 粗 略 地 讲 ， 我 们 把 一 个 巨大 的 球 放 在 图 形 的 上 面 ， 然 后 用 平面 “ 包 ” 住 球 ， 那 么 无 穷 区 
域 班 在 就 是 球面 上 北极 附近 的 某 个 有 限 区 域 。 还 要 注意 ， 一 个 区 域 还 可 能 有 “内 ”边界 曲线 ， 例 如 Rs 就 是 如 此 ， 


Oo 
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定理 12.2.2 设 G 是 连通 的 平面 图 。 那 么 G 有 一 个 度 至 多 为 5 的 顶点 。 

证 明 设 G 是 G 的 一 个 平面 表示 。 因 为 图 没有 环 ， 所 以 G' 中 任何 区 域 都 不 能 只 以 一 条 边 曲 
线 为 边界 。 类 似 地 ， 既 然 图 中 没有 多 重 边 ， 所 以 任何 区 域 都 不 可 能 只 以 两 条 边 曲线 为 边界 〈 除 非 
G 只 有 一 条 边 ) 。 因 此 (12. 3) 中 的 每 个 广 满 足 f; 宇 3, 是 


ar 入 2e; 或 等 价 地 ， 党 之 r 


通过 该 不 等 式 ， 欧 拉 公 式 可 以 化 为 
2e 





守之 r= e 一 ?2 十 2, 或 等 价 地 ,e 魏 32 一 6 (12. 5) 
设 d，qd;，…，4qd; 为 G 中 项 点 的 度 。 根 据 定理 11.1. 1， 我 们 得 到 
dd 二 +d, = 2e 
因此 ，G 中 顶点 的 平均 度 满足 
di 二 ds 十 十 d，_ 2e 6n—12 6 
n n n 
既然 顶点 的 平均 度 小 于 6， 所 以 必然 有 些 顶 点 的 度 不 大 于 5。 口 





如 果 图 G 中 有 不 是 平面 图 的 子 图 ,那么 C 就 不 是 平面 图 。 因 此 ， 在 尝试 描述 平面 图 时 ， 令 
人 感 兴趣 的 是 寻找 这 样 的 非 平面 图 G: 除 它 本 身 外 ， 每 个 子 图 都 是 平面 图 。 

例子 ”完全 图 K, 是 平面 图 当 且 仅 当 ”入 4。 

如 果 ms4， 那 么 K, 是 平面 的 。 现 在 考虑 KK; 。 如 定理 12. 2.2 证 明 中 所 表明 的 那样 ， 平 面 图 
的 顶点 数 ”和 边 数 e 满足 e 委 3z 一 6。 因 为 K 有 "一 5 个 顶点 和 e 一 10 条 边 ， 所 以 K: 不 是 平面 图 。 
既然 Ks 不 是 平面 图 ， 所 有 对 于 "之 5， 开 , 不 是 平面 图 。 口 

例子 “完全 二 分 图 Ks 是 平面 图 当 且 仅 当 p 专 ? 或 4 委 2。 

当 p 志 2 或 gq? 时， 很 容易 画 出 K,., 的 平面 图 表示 。 现 在 考虑 K;.s 。 因 为 二 分 图 没有 任何 长 
度 为 3 的 圈 ， 所 以 在 平面 二 分 图 的 平面 图 表示 中 ， 每 个 区 域 至 少 被 4 条 边 曲线 所 围 。 按 证 明定 理 
12. 2. 2 那样 进行 论证 ， 可 以 得 到 r<e/2。 应 用 欧 拉 公式 得 


吝 宇 e 一 n 十 2; ”或 等 价 地 ，2n 一 4 之 e 


因为 Ks, 中 有 二 6 个 顶点 和 e 二 9 条 边 ， 所 以 K;.; 不 是 平面 图 ， 从 而 当 p 之 3 和 9 之 3 时 ， 开 ov 不 
是 平面 图 。 口 

设 G=(V,E) 是 非 平面 图 ，(x，y} 为 G 中 的 任意 一 条 边 。 设 C 可 从 G 中 按 下 述 方法 得 到 : 
选择 一 个 不 属于 V 的 新 顶点 xz， 用 两 条 边 (z，z}j 和 {z，y?} 取代 {z，y}。 那 么 我 们 说 G 是 从 
G 中 通过 细 分 边 {z，?)} 而 得 到 的 。 如 果 G 不 是 平面 的 ， 则 G 显然 也 不 是 平面 的 9 。 如 果 图 殖 








图 12-5 





四 ”如果 存在 G 的 一 个 平面 表示 ， 则 通过 “ 删 去 ”顶点 =， 我 们 得 到 G 的 一 个 平面 表示 。 
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能 从 G 中 通过 连续 地 细 分 边 而 获得 ， 那 么 称 五 是 图 G 的 一 个 细 分 〈subdivision) 。 如 果 互 是 G 的 
一 个 细 分 ， 那么 可 以 把 五 看 成 是 通过 在 C 中 的 每 条 边 上 插入 若干 个 新 顶点 〈 也 可 能 没有 ) 而 得 
到 的 。 例 如 ， 图 12-5 中 的 图 分 别 是 KK 和 K; 的 细 分 。 可 以 看 出 ， 这 些 图 都 不 是 平面 图 。 

平面 图 不 可 能 包含 K; 或 K;.; 的 细 分 。Kuratowski 的 一 个 著名 定理 就 是 该 结论 的 道 也 成 立 ， 
下 面 我 们 不 加 证 明 地 陈述 该 定理 。 

定理 12.2.3 图 G 是 平面 的 当 且 仅 当 G 不 含 民 ;或 Ks 的 细 分 的 子 图 。 

粗略 地 说 ， 定 理 12. 2. 3 说 的 是 非 平面 图 一 定 包 含 像 K;.; 或 K; 那样 的 子 图 。 因 此 ， 图 K;.; 和 
Ks 是 唯一 两 个 可 平面 化 的 障碍 。Wagners 、Harary 和 TutteS 提 出 平面 图 也 可 以 用 边 的 收缩 的 概 
念 代 替 边 的 细 分 来 刻画 。 如 果 图 互 可 以 从 G 出 发 通过 连续 收缩 边 而 获得 ， 那 么 日 是 图 G 的 一 个 
收缩 。 

定理 12.2.4 图 G 是 平面 的 当 且 仅 当 G 不 含 收 缩 到 民 :.: 或 Ks 的 子 图 。 


12.3 五色 定理 


本 节 证 明 平 面 图 的 色 数 至 多 是 5。1890 年 P.J. Heawood 发 现 了 A. Kempe 在 1879 年 发 表 的 
一 个 “证 明 ”( 在 这 篇 文章 里 ， 他 提出 平面 图 的 色 数 至 多 是 4) 中 存在 的 错误 之 后 ， 第 一 个 证 明 
了 这 一 结论 。 尽 管 A. Kempe 的 证 明 是 错误 的 ， 但 是 其 证 明 中 却 有 一 个 很 好 的 想法 ，Heawood 利 
用 这 个 想法 证 明了 他 的 五 色 定 理 。 正 如 本 节 和 1.4 节 所 介绍 的 那样 ,今天 人 们 已 经 完成 了 平面 图 
的 色 数 不 超过 4 的 证 明 ， 但 是 这 一 证 明 依赖 于 计算 机 的 大 量 检验 。 

利用 定理 12. 2. 2， 我 们 很 容易 证 明 一 个 平面 图 G 的 色 数 至 多 是 6。 事实 上 ， 假 设 存 在 一 个 平 
面 图 C， 它 的 色 数 不 小 于 6 且 是 这 种 平面 图 中 顶点 数 最 少 的 图 。 根 据 定 理 12. 2.2， 我 们 知道 G 
有 一 个 顶点 z 的 度 至 多 是 5。 从 图 G 中 去 掉 x (以 及 与 其 关联 的 边 ) 得 到 少 一 个 顶点 的 平面 图 
G ， 由 G 中 顶点 数 是 最 少 的 假设 可 知 图 G 有 一 个 6 着 色 。 因 为 G 中 与 顶点 x 邻接 的 顶点 数 不 超 
过 5， 所 以 我 们 可 以 取 G 的 一 个 6 着色， 并且 给 z 指定 一 种 颜色 ， 使 得 产生 G 的 一 个 6 着 色 ， 于 
是 推出 一 个 矛盾 。 从 而 得 到 每 个 平面 图 的 色 数 不 超过 6。 要 证 明 一 个 平面 图 可 用 5 色 着 色 就 更 难 
了 ， 但 是 还 是 可 以 做 到 的 。 然 而 ， 从 5 色 进 至 4 色 则 变 得 相当 困难 。 

在 证 明 5 种 颜色 足以 对 任何 平面 图 的 顶点 进行 着 色 之 前 ， 我 们 先 做 一 些 分 析 。 上 一 节 已 经 证 
明了 5 阶 完全 图 K; 不 是 平面 的 ， 因 此 ， 平 面 图 不 能 包含 每 对 顶点 都 邻接 的 5 个 项 点。 由 此 并 不 
能 得 出 每 一 个 平面 图 有 5 着 色 的 结论 。 例如， 用 3 代替 5，5 阶 循环 图 C; 没有 K; 作为 子 图 ， 然 
而 它 的 色 数 是 3 且 没 有 2 着 色 。 所 以 ， 这 样 说 是 不 充分 的 : 不 存在 5 个 顶点 使 得 每 个 顶点 被 指定 
不 同 的 颜色 ， 由 此 ，5 着 色 是 可 能 的 。 

下 面 的 定理 在 五 色 定理 的 证 明 中 是 非常 重要 的 一 步 ， 它 可 应 用 于 非 平面 图 及 平面 图 中 。 

定理 12.3.1 设 图 五 =(U,F) 的 顶点 存在 给 定 的 上 着 色 。 设 其 中 两 种 颜色 是 红色 和 蓝 色 ， 凡 
是 U 中 被 指定 为 红色 或 蓝 色 的 顶点 组 成 的 子 集 。 设 日 ,是 由 W 中 顶点 导出 的 刁 的 子 图 Cs 是 
五 .的 一 个 连通 分 量 。 把 C. 中 给 顶点 指定 的 红色 和 蓝 色 互 换 ， 我 们 得 到 日 的 另 一 个 上 着 色 。 

证 明 假设 在 Co 中 交换 红色 和 蓝 色 之 后 互 中 存在 两 个 有 相同 着 色 的 邻接 项 点。 那么 这 一 颜 
色 一 定 是 红色 或 蓝 色 ， 比 如 说 是 红色 。 如 果 工 和 yy 是 C,s 中 的 两 个 顶点 ， 那 么 在 我 们 交换 颜色 之 
前 ，z 和 yy 都 被 着 上 蓝 色 ， 这 是 不 可 能 的 。 如 果 xz 和 y 都 不 是 Cs 中 的 顶点 ， 那 么 它们 的 颜色 没 
有 改变 ， 于 是 它们 开始 时 就 是 红色 ， 这 又 是 不 可 能 的 。 因 此 ，x 和 y 中 有 一 个 是 C,, 中 的 顶点 而 





© K. Kuratowski, Sur le probleme des courbes gauches en topologie, Fund. Math.15 (1930)，271-283。 
© K. Wagner, Uber eine Eigenschaft der ebenen Komplexe, Math. Ann., 114 (1937), 570-590。 
© F.Harary and W.T. Tutte, A Dual Form of Kuratowski's Theorem, Canadian Math. Bull., 8 (1965)，17-20。 
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另 一 个 不 是 ， 比 如 说 > 属于 C..* 而 y 不 属于 C,,。 所 以 开始 时 x 是 蓝 色 ,而 y 是 红色 。 因 为 z 和 yy 
是 邻接 的 ， 一 个 被 指定 为 红色 ， 另 一 个 被 指定 为 蓝 色 ， 所 以 它们 一 定 是 在 昌 ,,, 的 同一 个 连通 分 量 
中 ,这 与 + 属于 晶 ,, 的 C,, 而 y 不 属于 矛盾 。 口 

定理 12. 3.2 平面 图 的 色 数 至 多 是 5。 

证 明 设 G 是 n 阶 平面 图 。 如果 nn 和 5， 那么 XC(G) 记 5。 现 在 设 mn 二 5， 并 且 对 n 施 归 纳 法 证 - 
明定 理 结论 。 我 们 假设 把 G 作为 一 个 平面 图 画 在 平面 上 ， 根 据 定理 12. 2. 2 知 ， 存 在 一 个 顶点 rz， 
它 的 度 至 多 是 5。 设 互 是 G 的 不 同 于 xz 的 顶点 导出 的 2 一 1 阶 子 图 。 根 据 归纳 假设 互 有 一 个 5 着 
色 。 如 果 zx 的 度 等 于 或 小 于 4， 那 么 我 们 能 够 给 z 指定 一 种 颜色 ， 这 一 颜色 不 同 于 与 x 邻接 的 顶 
点 颜色 ， 并 得 到 G 的 一 个 5 着 色 S。 现 在 假设 z 的 度 为 5， 那么 有 5 个 顶点 与 z 邻接 。 如 果 这 些 
顶点 中 有 两 个 被 指定 为 相同 色 ， 那么 如 前 面 一 样 ， 存 在 一 种 指定 给 x 的 颜色 ， 使 得 我 们 获得 G 
的 一 个 5 着 色 。 因此 ， 我 们 可 以 进一步 假设 与 x 邻接 的 每 个 顶点 yi ? Vz? Y3s ya? Ys 被 指定 为 不 
同 颜色 。 设 像 图 12-6 所 示 的 那样 ， 围 绕 顶 点 x 按 顺 序 标号 顶点 为 y/，»%9。，y3，%，， 而 颜色 
分 别 是 1，2，3，4，5， 且 y 的 着 色 为 j(j 二 1,2,3,4,5)。 

我 们 考虑 由 颜色 为 1 和 3 的 顶点 导出 的 互 的 子 图 互 ,: 。 如 果 w 和 ys 属于 也,; 的 不 同 连通 分 
量 ， 那 么 在 巨 上 运用 定理 12. 3.1， 我 们 得 到 一 个 y, 和 有 相间 着 色 的 5 着色。 这样 我 们 就 为 x 
留 出 了 一 种 颜色 并 因此 获得 G 的 5 着 色 。 现 在 假设 ”和 ys 属于 Hi.; 的 同一 个 连通 分 量 。 那 么 在 
电 中 存在 一 条 连接 y, 和 > 的 路 径 ， 使 得 这 条 路 径 上 的 顶点 的 颜色 是 1 和 3 交替 出 现 的 。 沿 着 连 
接 z 与 y 和 x 与 y; 边 曲线 的 路 径 确定 一 条 闭 曲 线 7Y。 与 z 邻接 的 其 余 三 个 顶点 y2，y，ys 当 
中 , 一 个 在 7 之 内 另外 两 个 在 y 之 外 ,或 者 反之 两 个 在 7 之 内 ,一 个 在 7 之 外 )。 参 见 图 12-7， 
在 这 个 图 中 ，y, 和 六 在 外 面 。 现 在 ， 我 们 考虑 由 颜色 2 和 4 的 顶点 导出 的 互 的 子 图 昌 ., 。 顶 点 
y% 和 y( 见 图 12-7) 不 可 能 属于 互 ,., 的 同一 连通 分 量 ， 因 为 y% 在 一 条 简单 闭 曲线 的 内 部 ， 而 yy 
却 在 这 条 曲线 的 外 部 。 在 Hz., 中 含有 y: 的 连通 分 量 中 ， 交 换 顶 点 颜色 2 和 4， 根 据 引 理 12. 1. 1， 
我 们 得 到 互 的 一 个 5 着 色 ， 在 这 一 着 色 中 与 zx 邻接 的 项 点 都 不 被 指定 为 颜色 2。 现 在 我 们 指定 z 
为 颜色 2 而 得 到 G 的 一 个 5 着 色 。 口 





图 12-6 图 12-7 
1943 年 ，Hadwigere 提 出 了 一 个 关于 图 的 色 数 的 猜想 ， 除 少数 几 种 情况 外 ， 这 一 猜想 至 今 没 
有 得 到 解决 。 这 不 是 为 奇 ， 因 为 这 一 猜想 的 一 个 实例 的 真实 性 等 价 于 平面 图 4 着 色 的 存在 性 。 这 
一 猜想 断言 ， 色 数 满足 X(G) 之 p 的 连通 图 GG 能 收缩 到 KK,。 等 价 地 ， 如 果 G 不 能 收缩 到 KK,， 那 么 


龟 这 正如 我 们 证 明 6 种 颜色 足以 给 平面 图 的 顶点 着 色 一 样 。 但 对 于 5 着 色 ， 我 们 还 没有 完成 证 明 ， 因 为 现在 必须 


讨论 z 的 度 为 5 的 情况 。 
© H.Hadwiger, Uber eine Klassifikation der Streckenkomplexe, Vierteljschr. Naturforsch. Ges., Zurich, 88 (1943), 
133-142。 
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X(G) 二 p。 该 猜想 的 逆 命 题 为 假 ， 即 存在 可 以 收缩 到 K, 且 色 数 小 于 p 的 平面 图 。 例如， 把 其 边 
排 成 一 个 圈 的 4 阶 图 有 色 数 2， 然 而 这 个 图 本 身 通 过 收缩 一 条 边 能 收缩 到 K: 。 

定理 12.3.3 Hadwiger 猜想 对 于 p 一 5 成 立 当 且 仅 当 每 个 平面 图 有 4 着 色 。 

部 分 证 明 ”我 们 只 证 明 ， 如 果 Hadwiger 猜想 对 p= 二 5 成立， 那么 每 个 平面 图 G 有 4 着色。 
设 G 是 平面 图 并 且 假 设 G 能 收缩 到 KK;， 因 为 平面 图 的 收缩 还 是 平面 图 ， 这 就 推出 K; 是 平面 图 ， 
从 而 得 到 一 条 假 命题 ， 因 此 G 不 能 收缩 到 K;， 所 以 Hadwiger 猜想 对 于 p= 二 5 为 真 推出 X(G) 志 4。 

口 

我 们 已 经 知道 ，Hadwiger 猜想 对 于 p 志 4 和 p==6 为 真 。 下 面 的 定理 证 明 Hadwiger 猜想 对 于 
p= 二 2，3 的 情形 ， 至 于 p 二 4 的 情形 留 作 练习 。 

定理 12.3.4 设 p 和 3。 如 果 G 是 色 数 满足 X(G) 之 p 的 连通 图 ,那么 G 能 收缩 到 KK，。 

证 明 如 果 p 二 1， 那么 通过 每 条 边 的 收缩 ,我 们 得 到 K, 。 如 果 p= 二 2， 那 么 G 至 少 有 一 条 边 
a， 除 a 外 收缩 所 有 边 ， 我 们 得 到 K;。 现 在 假设 p 二 3，X(G) 宇 3。 因 为 XC(G) 宇 3， 所 以 G 不 是 二 
分 图 ， 根 据 定理 11. 4. 1 可 知 ，G 有 一 条 长 度 为 奇数 的 图 。 设 7 是 G 中 一 条 长 度 最 小 的 奇数 圈 。 
则 只 有 连接 y 中 顶点 的 边 才 是 y 的 边 ， 否 则 我 们 能 找 一 条 长 度 比 y 更 短 的 奇数 圈 ， 除 y 中 的 边 
外 ,收缩 G 中 所 有 的 边 而 得 到 yx。 我 们 可 以 进一步 收缩 边 ， 直 到 获得 K;，。 口 


12.4 独立 数 和 团 数 

设 G=(V,，E) 是 w 阶 图 。 称 G 中 的 顶点 集合 U 是 独立 集 ?>， 如 果品 中 的 任意 两 点 都 不 邻 
接 。 这 等 价 于 由 U 中 的 顶点 导出 的 G 的 子 集 Gu 是 一 个 零 图 。 因 此 ， 色 数 X(G) 等 于 使 得 G 的 项 
点 能 被 分 成 上 个 独立 集 的 最 小 整数 上 。 独 立 集 的 子 集 也 是 独立 集 ， 因 而 我 们 寻求 大 的 独立 集 。 独 
立 集中 顶点 的 最 大 个 数 称 为 图 G 的 独立 数 ， 用 a(G) 表示 。 独 立 数 是 在 G 的 顶点 着 色 之 下 ， 有 相 
同 着 色 的 顶点 的 最 大 个 数 。 推 论 12. 1. 3 可 以 重新 表示 为 


XO) >| 坷 | 
对 于 零 图 N,、 完 全 图 K, 和 完全 二 分 图 K,.,， 我 们 分 别 有 
ol(N,)=n, al(K,)= 1, al(K,.,) = max(m,n} 
一 般 来 说 ， 求 一 个 图 的 独立 数 是 一 个 非常 难 的 计算 问题 。 


例子 ” 设 图 G 是 如 图 12-8 所 示 的 图 。 对 此 ，{a，e}) 是 一 个 独立 集 , 它 不 。 pb 
是 任何 一 个 更 大 的 独立 集 的 子 集 。 同样 ，{5，c，d}) 是 具有 相同 性 质 的 独立 
集 。 任 意 4 个 顶点 中 有 两 个 是 邻接 的 ， 因 此 ，a(G)==3。 口 

例子 ” 某 动 物 园 希望 把 各 种 动物 放 在 同一 个 围栏 里 ， 显 然 ， 如 果 一 种 动物 
捕食 另 一 种 动物 ， 那 么 两 者 不 应 该 放 在 同一 个 围栏 里 。 问 能 放 在 一 个 围栏 里 的 4 
最 大 的 动物 种 数 是 多 少 ? 图 12-8 


我 们 建 一 个 动物 国 图 C， 它 的 顶点 是 动物 园 里 的 不 同 种 类 的 动物 ， 在 两 种 
动物 之 间 放 一 条 边 当 且 仅 当 它们 当中 一 种 捕食 另 一 种 。 能 放 在 同一 个 围栏 里 的 动物 最 大 种 数 等 
于 G 的 独立 数 x(G) 。 为 了 容纳 所 有 种 类 的 动物 ， 需 要 多 少 围栏 ?” 答案 是 G 的 色 数 X(G) 。 口 
例子 (8 王后 问题 ) ”考虑 8X8 棋盘 和 作为 王后 的 棋子 。 在 下 棋 时 ， 王 后 能 攻击 位 于 它 所 
在 行 和 所 在 列 ， 以 及 包含 它 的 两 条 对 角 线 之 一 上 的 任何 一 个 棋子 。 如 果 9 个 王后 放 在 这 张 棋 盘 
上 ， 则 必然 有 两 个 王后 位 于 同一 行 上 并 因此 而 互相 攻击 。 问 有 可 能 把 8 个 王后 放 在 棋盘 上 使 得 没 





加 有 时 也 称 稳定 的 。 
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有 王后 之 间 相 互 攻击 吗 ? 

设 G 是 棋盘 的 王后 图 ，G 的 顶点 就 是 棋盘 上 的 方 格 ， 两 个 方 格 邻 接 当 上 且 仅 当 放 在 这 两 个 方 格 
之 一 处 的 王后 可 以 攻击 放 在 另外 一 个 方 格 处 的 王后 。 因 此 ， 我 们 的 问题 是 问 王后 图 的 独立 数 是 
和 否 等 于 8。 事 实 上 ，a(G) 一 8 并 且 存 在 92 种 把 8 个 非 攻 击 王后 放 在 棋盘 上 的 不 同方 案 。 方 案 之 一 
如 图 12-9 所 示 。 口 

设 G=(V，E) 是 图 , U 是 顶点 的 独立 集 ， 并 且 不 是 任何 更 大 独立 集 的 子 集 。 因 此 , U 中 任 
何 两 个 项 点 都 不 邻接 。 不 在 U 中 的 每 个 顶点 至 少 与 U 中 一 个 顶点 邻接 S 。 具 有 后 面 这 种 性 质 的 顶 
点 集合 称 为 控制 集 。 严 格 地 说 , 设 W 是 G 的 一 个 项 点 集 ， 如 果 不 在 W 中 的 每 个 顶点 至 少 与 W 
中 的 一 个 项 点 邻接 ， 则 称 W 为 一 个 控制 集 。W 中 的 顶点 可 以 邻接 也 可 以 不 邻接 。 显 然 ， 如 果 三 
是 控制 集 ， 则 包含 W 的 任何 顶点 集 也 是 控制 集 。 现 在 的 问题 是 找 控制 集中 最 小 的 顶点 数 。 控 制 
集中 最 小 的 顶点 数 称 为 G 的 控制 数 ， 用 dom(G) 表示 。 

例子 ”考虑 一 栋 建 筑 物 ， 它 也 许 是 收藏 艺术 品 的 美术 馆 ， 由 许多 复杂 的 走廊 构成 。 我 们 希望 
在 整个 建筑 物 安排 若干 保安 ， 使 得 建筑 物 的 每 个 部 分 都 在 保安 的 可 视 范围 内 ， 从 而 至 少 得 到 一 
名 保安 的 监视 。 问 需要 雇用 多 少 保安 来 监视 这 个 建筑 物 ? 

我 们 构造 一 个 图 G， 它 的 顶点 是 两 个 或 两 个 以 上 走廊 的 结合 处 或 者 一 个 走廊 的 端点 ， 而 这 个 
图 G 的 边 对 应 走廊 。 例 如 ， 我 们 也 许 有 如 图 12-10 所 示 的 走廊 图 。 能 监视 这 座 建筑 物 的 最 少 看 守 
人 数 等 于 G 的 控制 数 dom(G)。 对 于 图 12-10 中 的 图 G， 不 难 验证 dom(G) 二 2，{a,， 5b} 是 2 个 项 
点 的 控制 集 。 口 





















































a 
图 ”12-9 图 12-10 
对 于 零 图 、 完 全 图 和 完全 二 分 图 ， 我 们 分 别 有 
dom(N,) 二 ndom(K,) 一 1， dom(K,,,) 一 2， 如 果 六 之 2 
在 一 般 情 况 下 ， 计 算 一 个 图 的 控制 数 是 非常 困难 的 。 非 连通 图 的 控制 数 显然 是 它 的 连通 分 量 的 
控制 数 的 和 。 对 于 连通 图 ， 我 们 有 一 个 简单 的 不 等 式 。 
定理 12.4.1 设 G 是 阶 为 ?2 之 2 的 连通 图 。 则 


dom(G) 去 | 至 | 





证 明 设 了 是 G 的 一 棵 生成 树 。 则 
dom(G) < dom(7T) 
因此 ， 对 x 宇 2 阶 树 证明 不 等 式 就 足够 了 。 我 们 对 n 施 归 纳 法 证 明 。 如 果 w= 二 2， 则 工 的 每 个 顶点 
都 是 一 个 控制 集 ， 因 此 ，dom(T) 二 1=| 2/2 ]。 现 在 假设 "之 3， 令 > 是 与 一 个 悬挂 项 点 zx 邻接 的 
顶点 。T’* 是 从 工 中 删除 顶点 y 和 所 有 与 y 关联 的 边 而 获得 的 图 。T' 的 连通 分 量 是 树 且 在 这 些 树 
中 至 少 有 一 棵 树 的 阶 为 1。 设 TT，…，T 是 阶 至 少 为 2 的 树 ， 它 们 的 阶 分 别 为 mw 宇 2，… 


合 ”否则 可 以 扩大 U， 所 以 它 不 是 最 大 的 。 
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4 宇 2， 此 时 nj 十 … ee 2。 由 归纳 假设 ,每 个 T, 有 一 个 大 小 至 多 间 | n;/2 | 的 控制 集 ， 这 些 
控制 集 与 y 的 并 给 出 了 一 个 工 的 大 小 至 多 为 


see 人 - 国 





的 控制 集 。 
G 中 的 一 个 团 是 顶点 的 子 集 U， 其 中 的 每 一 对 顶点 邻接 ， 这 等 价 于 由 UU 导出 的 子 图 是 完全 图 。 

团 中 项 点 的 最 大 数目 称 为 G 的 团 数 ， 记 为 w(C) 。 对 于 零 图 、 完 全 图 和 完全 二 分 图 ， 我 们 分 别 有 

wN)=1, wlK,)=n, w(K,)= 2 

在 一 个 图 中 ， 团 的 概念 在 下 述 意 义 下 与 独立 集 是 “互补 的 ”。 设 G 一 (VY，E) 是 G 的 补 图 。 回顾 

一 下 ，G 的 补 图 与 G 有 相同 的 顶点 集 并 且 G 中 两 个 顶点 邻接 当 且 仅 当 它们 在 G 中 不 邻接 。 从 定 

义 可 知 ， 对 于 的 子 集 U, U 是 G 的 独立 集 当 且 仅 当 U 是 G 的 团 , 7 是 G 的 团 当 且 仅 当 U 是 G 

的 独立 集 。 特 别 地 ， 我 们 有 


口 


aCG) = o(G)， w(G) = a(O) 
色 数 和 团 数 的 关系 由 下 述 不 等 式 给 出 (参见 定理 12. 1. 2) : 
XG) > w(G) (12. 6) 


至 少 有 一 条 边 的 二 分 图 满足 X(G)=w(G) 一 2。 阶 为 zx>>3 的 奇数 且 在 一 条 圈 里 有 ”条 边 的 循环 图 
C, 满足 X(G,) 二 3 之 2 二 w(C,)。 

因为 独立 集 与 团 是 互补 的 概念 ， 又 因为 一 个 顶点 着 色 是 把 图 的 顶点 划分 成 独立 集 的 一 个 划 
分 ， 所 以 很 自然 要 考虑 与 顶点 着 色 互 补 的 概念 。 在 顶点 着 色 的 定义 中 用 团 取 代 独 立 集 ， 则 得 到 如 
下 概念 。 图 G 的 一 个 团 划 分 就 是 它 的 顶点 被 划分 成 团 的 一 个 划分 。G 的 团 划分 中 最 小 的 团 数 定 义 
为 G 的 团 划 分 数 ， 用 UG〉 表 示 。 因 此 ， 我 们 有 

XG) = 0G), KG) = Xx(G) 
式 〈12.6) 的 不 等 式 的 “ 补 式 ”是 
0(G) > a(O) (12. 7) 
该 不 等 式 成 立 是 因为 两 个 非 邻接 顶点 不 能 在 同一 个 团 里 。 

很 自然 ， 我 们 要 考察 使 (12.6) 的 等 号 (图 的 色 数 等 于 它 的 团 数 ) 成 立 的 那些 图 以 及 使 
(12. 7) 的 等 号 (图 的 团 划 分 数 等 于 它 的 独立 数 ) 成 立 的 那些 图 。 对 于 这 两 个 不 等 式 等 号 成 立 的 
图 也 不 一 定 太 特殊 。 例 如 ， 设 鼎 是 色 数 等 于 p 的 任意 图 (因此 ，w( 日 ) 所 pp)。 设 G 是 有 两 个 连通 
分 量 的 图 ， 一 个 分 量 是 态 ， 另 一 个 分 量 是 Kb。 那么 ，X(G) 一 p,w(G) 王 p, 因 此 ,不管 日 的 结构 
如 何 ，(12. 6) 的 等 号 都 成 立 。 要 求 式 〈12. 6) 不 仅 对 G 成立， 而 且 对 G 的 每 个 导出 子 图 成 立 ， 
则 可 以 强加 某 些 结构 。 

如 果 对 于 图 G 的 每 个 导出 子 图 态 有 X(H)=w(H)， 则 称 图 G 是 XX 完美 的 ,如 果 对 于 图 G 的 
每 个 导出 子 图 瓦 有 0( 万 ) 一 cx( 石 )， 则 称 图 G 是 0 完美 的 。1961 年 BergeS 提 出 了 一 个 猜想 ， 只 在 
在 一 种 完美 性 。1972 年 Lovas 怠 给 出 了 它 的 证 明 。 我 们 陈述 该 定理 而 不 加 证 明 。 

定理 12.4.2 图 G 是 X 完美 的 当 且 仅 当 它 是 0 完美 的 。 等 价 地 ，G 是 X 完美 的 当 且 仅 当 C 是 
多 完美 的 。 

作为 该 定理 的 结果 ， 我 们 现在 考察 完美 图 并 且 指 出 一 大 类 完美 图 的 存在 性 。 





© C. Berge, Farbung von Graphen, deren samtliche bzw. deren ungerade Kreise starr sind, Wiss. Z. Martinluther- 
Univ. ,Halle Wittenbergr Math. -Natur, Reihe, (1961), 114-115。 
© LLoviasz, Normal Hypergraphs and the Perfect Graph Conjecture, Discrete Math., 2 (1972), 253-267。 
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设 G 一 (V，E) 是 图 。G 中 一 个 圈 的 蓄 是 连接 这 个 圈 上 两 个 非 连 续 顶 点 的 一 条 边 。 因 此 ,一 
条 弦 是 连接 圈 的 两 个 项 点 的 一 条 边 ,但 其 自身 不 是 圈 的 边 。 长 度 为 3 的 圈 不 可 能 有 任何 弦 。 如 果 
长 度 比 3 大 的 每 个 围 都 有 一 条 弦 ， 那 么 称 该 图 为 玖 图 。 一 个 弦 图 没有 任何 无 弦 圈 。 一 个 弦 图 的 导 . 
出 子 图 也 是 弦 图 。 
例子 ”因为 完全 图 的 导出 子 图 是 完全 图 ， 而 且 二 分 图 的 导出 子 图 也 是 二 分 图 ， 所 以 完全 图 
和 所 有 二 分 图 是 完美 的 。 完 全 图 K, 是 弦 图 ， 树 也 是 。 完 全 二 分 图 K,., (m 之 2，n 宇 2) 不 是 弦 
图 ， 因 为 这 种 图 有 一 条 长 度 为 4 的 无 纺 圈 。 从 完全 图 K, 中 删除 一 条 边 而 获得 的 图 是 弦 图 ， 因 为 
K, 中 每 一 条 长 度 大 于 3 的 圈 至 少 有 两 条 弦 。 口 
考虑 由 直线 上 的 区 间 产 生 的 一 类 特殊 的 弦 图 。 实 直线 上 的 一 个 闭 区 闻 可 记 作 
La,b 一 (za 有 委 4 势 1 
设 
1 = [a,b l,l = Laz,bs ,1T, = La,,b,] (12. 8) 
是 一 个 闭 区 间 族 。 设 G 是 一 个 图 ， 它 的 顶点 集合 为 { 卫 ，I,，…，T,)， 其 中 ,两 个 区 间 工 和 了 
邻接 当 且 仅 当 J 门 ; 关 乡 ， 这 种 图 G 称 为 区 间 图 ， 并 且 与 区 间 图 同 构 的 所 有 图 也 称 为 区 间 图 。 因 
此 ， 区 间 图 的 顶点 能 看 成 是 区 间 ， 两 个 顶点 邻接 当 且 仅 当 相应 的 区 间 至 少 有 一 个 公共 点 。 
例子 ”完全 图 K, 是 区 间 图 。 我 们 如 下 选择 (12. 8〉 中 的 区 间 : 
Ui a <a bb < bh 
如 果 i 隆 j 且 i 过 j， 则 CI， 因此 ,I 几 I 隆 多。 因此， 这 一 区 间 图 是 完全 图 。 
现在 设 G 是 从 K, 中 删除 一 条 边 而 获得 的 4 阶 图 ， 如 下 选择 (12. 8) 中 的 区 间 〈z 一 4): 
Q4 < < as < a < 站 < < 
除 区 间 I 和 I 外 ， 每 一 对 区 间 有 一 个 非 空 交集 。 口 
定理 12. 4.3 每 个 区 间 图 都 是 弦 图 。 
证 明 设 G 是 有 (12. 8) 给 出 的 区 间 LT, TL,*…, 1, 的 区 间 图 。 假设 A>3， 并 设 
Bb, 
是 一 个 长 度 为 上 的 圈 。 我 们 要 证 明 这 个 圈 中 至 少 存在 一 个 区 间 与 圈 中 相隔 两 个 区 间 远 的 区 间 有 非 
空 交集 。 假 定 该 结论 不 成 立 ， 那 么 将 会 得 到 一 个 矛盾 。 假 设 1,，1,，1,，1, 是 上 述 轿 中 四 个 连续 区 
间 ， 满 足 亚 门 五 三 包 ,， 了 站 三 厅 ， 使 得 没有 连接 ,和 I 的 弦 ， 也 没有 连接 1 和 了 的 弦 。 那 么 
,NLAG, LNLAG, LNLAG, hhNL=2, bfNL=% 
如 果 a 过 a,，b, 过 6,， 则 1,C1l， 因 此 有 名 关门 I,CI (1,， 节 盾 。 因 此 有 a 委 as 或 者 5 二 b,。 
如 果 ww 委 ao， 那 么 w 委 a。 如 果 久 委 凡 ， 则 六 委 名 。 因 此 ， 对 圈 上 三 个 连续 的 区 间 ，1,， 
1,， 有 








4 志 ay 世 a 或 者 b. 声 b, 三 扩 (12. 9) 

现在 ， 设 p 王 i， 并 先 假设 ww 所 a;, 。 重 复 使 用 式 (12.9)， 我 们 得 到 

Qj aj, 委 … 委 ji 魏 CQ 

于 是 ， 我 们 得 出 所 有 的 区 间 有 相同 左 端点 的 结论 。 如果 b, 委 如 ， 那 么 用 类 似 的 方法 可 以 得 出 所 
有 区 闻 有 相同 右 端点 的 结论 。 不 论 是 哪 一 种 情况 ， 圈 中 的 所 有 区 间 都 有 一 个 公共 点 ， 这 与 圈 中 相 
隔 两 个 的 区 间 没 有 公共 点 的 假设 相 矛 盾 ， 该 矛盾 就 证 明了 定理 的 正确 性 。 口 
作为 本 节 的 结束 ， 我 们 证 明 弦 图 ， 从 而 区 间 图 是 完美 的 。 为 了 证 明 这 个 定理 我 们 需要 一 个 引 
理 。 回 想 一 下 ,图 G 一 (VY，E) 的 项 点子 集 U， 如 果 由 不 在 U 中 的 顶点 导出 的 子 图 Gv-u 是 非 连通 
的 ， 那 么 子 集 U 是 一 个 关节 集 。 下 面 的 引 理 证 明 一 个 图 的 色 数 等 于 它 的 团 数 ， 如 果 特 定 更 小 的 


加 ”如果 图 中 没有 任何 圈 ， 则 它 不 可 能 有 无 弦 圈 。 
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导出 图 具有 这 种 性 质 。 

引 理 12.4.4 设 G=(V,E) 是 连通 图 , U 是 它 的 关节 集 ， 且 由 导出 的 子 图 Gu 是 一 个 完 
全 图 。 设 导出 子 图 Gv u 中 的 连通 分 量 是 Gi 一 (Ui， 已 )，…，G, 一 (U， 杞 )。 假 设 导出 子 图 
Cu uu 满 足 

XCGu uu) 一 coCCu uu) (1 = 1,2,.…,1) 
那么 
XG) = wlG) 
证 明 设 &k=w(G)。 因 为 Guuu 的 每 一 个 困 也 是 G 的 团 ， 所 以 
wlGuyu) Ek (= 1,2,.,1) Ig6 


因为 在 不 同 的 U; 中 的 项 点 是 不 相 邻接 的 ， 对 于 G 的 每 一 个 团 ， 存 在 j， 使 得 它 也 是 Gu uu 的 团 ， 
因此 ， 至 少 存在 一 个 j 满足 
w(Gu uv) 二 上 
根据 假设 和 定理 12. 1. 10 得 
X(C) 一 max{X(Gu Lu) ,XCGu Uvu)} 一 max{w( Gu UU) sw Gu Vu)) = k= w(G) 口 

假如 对 关 市 集 忆 的 所 有 W 关 U 的 子 集 WCU，W 不 是 关节 和 集 ， 那 么 U 是 一 个 极 小 关节 集 。 
在 下 一 个 定理 中 ,我们 将 证 明 弦 图 中 的 极 小 关节 集 将 导出 一 个 完全 子 图 。 

定理 12.4.5 设 G 一 (V，E) 是 连通 的 弦 图 ,，U 是 G 的 一 个 极 小 关节 集 。 那 么 由 U 导出 的 
子 图 Gu 是 一 个 完全 图 。 

证 明 假设 该 结论 不 成 立 ， 即 Cu 不 是 完全 图 ， 那 么 我 们 将 得 到 一 个 划 盾 。 设 a 和 5 是 U 中 
两 个 不 邻接 的 顶点 。 因 为 U 是 关节 和 集 ， 所 以 图 Gv-u 至 少 有 两 个 连通 分 量 G; 二 (U,， FE) 和 Gs 一 
(Us，，E)。 如 果 a 不 与 G1 中 任何 顶点 邻接 ， 那 么 得 到 U 一 {a} 也 是 一 个 关节 集 ， 而 U 已 经 是 极 
小 关节 和 集 了 ， 所 以 ,a 必定 至 少 与 Ui 中 的 一 个 顶点 邻接 。 类 似 地 ， 我 们 可 证 明 a 至 少 与 Da: 中 的 
一 个 顶点 邻接 。 对 5 也 有 同样 的 结论 : 6 至 少 与 UU, 中 的 一 个 顶点 邻接 且 至 少 与 U 中 的 一 个 顶点 
邻接 。 因 为 G 和 人 是 连通 的 ， 所以， 存在 一 条 连接 a 到 6 的 路 径 7,， 该 路 径 中 不 同 于 a 和 ”的 
所 有 顶点 属于 U,， 同样 存在 一 条 连接 65 到 a 的 路 径 7:， 该 路 径 中 不 同 于 a 和 2 的 所 有 顶点 属于 
Uz， 我 们 可 以 选择 y; 和 和 六， 使 其 长 度 最 短 ， 由 此 ， 把 y, 接 在 Xi 后 面 ， 

Y=,Y 

它 是 G 中 的 一 个 圈 而 且 长 度 至 少 等 于 4。 此 外 ， 因 为 我 们 选择 的 六 和 7 具有 最 短 的 长 度 ， 所 以 ， 
y 的 弦 只 可 能 是 连接 和 6 的 边 ， 因 为 选择 的 a 和 8 是 非 邻 接 的 ， 所 以 ， 我 们 得 出 y 二 X，ys 没有 
弦 的 结论 ， 这 与 G 是 弦 图 矛盾 。 证 毕 。 口 

现在 我 们 来 证 明 弦 图 是 完美 的 。 

定理 12.4.6 每 个 蓄 图 都 是 完美 的 。 487 

证 明 因为 芒 图 的 导出 子 图 还 是 弦 图 ,所 以 只 需 证 明 对 于 弦 图 G 有 X(G) 王 w(C) 即 可 。 

设 G 是 ” 阶 弦 图 。 对 =” 施 归 纳 法 证 明 : 

X(G) = w(G) 
因为 完全 图 是 完美 的 ， 所 以 我 们 假设 G 不 是 完全 图 。 这 样 G 就 应 该 有 一 个 极 小 关节 集 U， 由 定 
理 12.4.5 知 Cv 是 一 个 完全 图 。 设 G=(Ui, EE), ……, G,==(U,, E,) 是 Gv_u 的 连通 分 量 。 根 据 
归纳 假设 ， 每 个 图 Cu uu 满足 
XCGuuu) 一 au ur) 和 一 1 2 

应 用 引 理 12. 4. 4， 我 们 得 到 X(C) 一 w(G) 。 口 

根据 定理 12. 4. 3 和 定理 12. 4. 6， 我 们 立即 获得 下 面 的 推论 。 
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推论 12. 4.7 每 个 区 间 图 都 是 完美 的 。 

人 们 在 试图 刻画 完美 图 的 特征 方面 已 做 了 大 量 的 尝试 工作 。 这 些 尝试 大 都 是 直接 针对 解决 
下 列 Bergee 猜想 的 : 

图 G 是 完美 的 当 且 仅 当 G 及 它 的 补 图 G 都 不 含 这 样 的 导出 子 图 : 它 是 长 度 大 于 3 的 奇数 的 圈 
并 且 没 有 任何 弦 。 

这 一 猜想 已 经 在 最 近 得 到 正面 的 答案 。 我 们 将 其 证 明 留 作 练 习题 ， 即 证 明 如 果 图 G 或 者 其 
补 图 G 有 一 个 奇数 长 度 且 大 于 3 的 无 弦 圈 的 导出 子 图 ,那么 G 不 是 完美 的 。 











12.5 ”匹配 数 


对 于 我 们 本 节 的 讨论 ， 我 们 只 考虑 简单 图 。 

设 G=(VY，E) 是 图 。 我 们 针对 边 ， 考 虑 一 个 类 似 于 顶点 的 独立 概念 。 回 想 一 下 ，Y 中 的 顶 
点 集合 U 是 独立 的 ， 指 的 是 U 中 任意 两 个 顶点 都 不 被 一 条 边 连接 。E 中 的 边 的 集合 M 是 匹配 的 
指 的 是 M 中 没有 两 条 边 有 公共 顶点 8 。 因 为 边 含有 两 个 顶点 ， 所 以 如 果 G 有 ?7 个 顶点 ， 那 么 一 个 
匹配 M 至 多 有 n/2 条 边 。 匹 配 M 与 顶点 xz 相遇 指 的 是 它 的 一 条 边 〈 从 而 唯一 一 条 边 ) 包含 这 个 
顶点 xz。G 的 一 个 匹配 M 如 果 与 G 的 每 一 个 顶点 相遇 ， 则 称 M 是 G 的 完美 匹配 。 完 美 匹配 也 称 
为 G 的 1 因子。 图 G 的 匹配 数 是 G 的 匹配 中 最 大 的 边 数 ， 记 作 pC(G)。 

例子 ”很 容易 证 明 ， 完 全 图 K, 有 完美 匹配 当 且 仅 当 n 是 偶数 。 事 实 上 ， 如 果 n 是 侦 数 ， 我 
们 可 以 通过 这 样 的 方法 得 到 一 个 完美 匹配 : 反复 地 选 出 与 前 面 的 任何 选择 都 没有 公共 顶点 的 边 。 
一 般 地 ， 我 们 有 oCK,) 二 | /2|。 个 顶点 的 圈 C, 有 完美 匹配 当 且 仅 当 是 偶数 ; 事实 上 ， 当 > 
是 偶数 时 ，C, 正好 有 两 个 完美 匹配 。 我 们 同样 有 o(C,)=L ww2。 对 于 ”个 顶点 的 路 径 卫 , 也 同样 
有 op(P,) 二 | n/2]。 完 全 二 分 图 K;,., 有 完美 匹配 当 且 仅 当 mm 二 n; 这 是 因为 完美 匹配 一 定 将 左 顶 点 
与 右 顶点 配对 。 一 般 地 ， 我 们 有 pCK,.,) 二 min{m，n}。 口 

我 们 首先 考虑 二 分 图 的 匹配 。 事 实 上， 我 们 已 经 在 第 9 章 以 另 一 种 形式 做 了 这 一 工作 。 设 
G 一 (V，E) 是 有 二 分 划 站 ,Y 的 二 分 图 。 因 此 ，G 的 每 一 条 边 都 是 在 X 中 有 一 个 顶点 ， 在 站 中 
有 一 个 顶点 。 如 下 列 出 X 和 Y 的 顶点 : 

XK: XisTa rs Ts YS: YY Ym 
图 G 是 完全 二 分 图 KK;.; 的 子 图 ， 且 有 二 分 划 关 ，Y。 对 于 这 个 二 分 图 ， 我 们 关联 一 个 Y 的 子 集 族 
Ac 二 (A1，As，…，A,) 如 下 : 
A; 二 {yj ; {Xis%) 是 G 的 一 条 边 } (i 二 1,2,"…n) 

因此 A, 是 由 与 x; 有 一 条 边 连 接着 的 所 有 顶点 组 成 的 。 显 然 ， 在 给 定 Y 的 子 集 族 A 之 后 ， 这 个 结 
构 是 可 逆 的 ， 即 我 们 可 以 构造 出 一 个 二 分 图 G， 使 得 4 二 Ac。 所 以 非 正式 地 说 ， 集 合 族 和 二 分 图 
是 同一 个 数学 思想 的 两 种 不 同 表示 方式 。 





© C. Berge, Farbung von Graphen, deren samtliche bzw. deren ungerade Kreise starr sind, Wiss. Z. Martiml,uther- 
Univ., Halle-Wittenberg Math.-Natur, Reihe, (1961), 114-115。 

日 M.Chudnovsky, N. Robertson, P. Seymour, and R. Thomas, The Strong Perfect Graph Theorem, Ann. of 
Math. (2) 164 (2006), 51-229。 

如 为 什么 这 样 设 定 边 的 “独立 性 ”? 取 图 G=(V,E)， 如 下 形成 一 个 新 图 L(G) 一 (E，S), 它 以 G 的 边 作为 新 顶点 ， 
它 的 边 是 G 中 有 公共 顶点 的 一 对 边 。 于 是 L(G) 的 顶点 集合 〈 即 .G 的 边 集合 ) 是 独立 的 ， 只 要 没有 两 个 项 点 被 
L(G》 中 的 一 条 边 连 接 ( 即 在 G 中 没有 公共 顶点 ， 所 以 形成 G 中 的 一 个 匹配 )。 图 IL(G》 称 为 G 的 线 图 。 表 出 G 
的 线 图 的 一 个 好 方法 是 取 G 的 一 个 图 形 ， 然 后 在 其 每 一 条 边 上 插入 一 个 新 顶点 ， 如 果 两 个 硕 点 所 在 边 有 公共 项 
点 则 连接 这 两 个 新 顶点 (然后 擦 掉 原 来 的 所 有 顶点 和 边 ， 或 者 使 用 不 同 的 颜色 区 分 新 旧 两 种 顶点 和 边 ， 使 得 你 
自己 不 会 忘记 你 要 从 哪个 图 开始 )。 以 你 喜欢 的 图 尝试 一 下 ， 例 如 图 Ks 的 线 图 是 什么 样 的 ?7 图 Ki.3 和 天 4 的 线 
图 是 什么 样 的 ? 
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假设 (e ，e ，…，e,) 是 族 Ac 的 相 异 代表 系 “SDR)。 那 么 对 于 每 一 个 i，e; 是 A; 的 元 素 ， 

且 元 素 e: ，e ，…，e, 互 不 相同 。 这 表明 
M= ({zxi,e1}, (x2 ,se2} ,°°, (Ts ,en)} 

是 G 的 nn 条 边 的 一 个 集合 ，M 中 的 任意 两 条 边 都 没有 公共 顶点 。 因 此 M 是 G 的 nn 条 边 的 一 个 
匹配 。 反 之 ， 从 G 的 nn 条 边 的 一 个 匹配 出 发 ,我们 可 以 得 到 Ac 的 一 个 SDR。 类 似 的 讨论 给 出 
下 面 的 结论 。 

定理 12.5.1 设 G 是 有 二 分 划 鲜 ,的 二 分 图 ， 且 有 相关 的 Y 的 子 集 族 Ac。 设 1 是 正 整 数 。 
则 从 下 面 的 子 族 


有 SDR(e， ?25 6 的 .4c 的 i 个 集合 (4A， ,A ,A ) (12. 10) 
出 发 ， 我们 可 以 得 到 一 个 匹配 
G 的 上 条 边 (Zi ses)，{Xi ye "(Ti sei 》 (12. 11) 


反之 ， 从 G 的 上 条 边 的 匹配 (12.11) 出 发 ， 我 们 可 以 得 到 有 SDR(e; ，e,，…，e; ) 的 上 个 集合 
的 Ac 的 子 族 (12. 10) 。 

因此 ， 拥 有 SDR 的 Ac 的 子 族 中 集合 的 最 大 数量 等 于 C 的 匹配 数 p(C) 。 

根据 推论 9. 2. 3， 拥 有 SDR 的 Ac 的 子 族 中 集合 的 最 大 数量 等 于 

min{ |A; U A UU A; | 二 2 一 全 (12. 12) 

上 式 中 的 min 是 对 k= 二 1， 2, n 的 所 有 选择 以 及 满足 T< < 的 个 下 标记， fas °° 
i 的 所 有 选择 取 最 小 值 。 因 此 ， 上 式 给 出 二 分 图 G 的 匹配 数 的 一 个 表达 式 〈( 最 小 值 );。 下 面 , 我 
们 用 一 种 更 简洁 的 形式 给 出 关于 图 G 的 这 个 表达 式 。 

如 果 一 个 图 的 项 点 集合 V 的 子 集 太 满足 每 一 条 边 至 少 有 一 个 顶点 在 W 中 ， 则 称 W 是 G 的 
一 个 边 履 盖 ， 简 称 为 G 的 履 盖 。 完 全 图 K, 的 一 个 覆盖 可 以 省 去 至 多 一 个 顶点 ， 因 为 在 完全 图 中 
每 两 个 顶点 之 间 都 有 一 条 边 连接 。 有 二 分 划 X，Y 的 二 分 图 G 的 两 个 自然 的 覆盖 是 X 和 Y。G 的 
覆盖 中 顶点 的 最 小 数量 记 作 c(C) 。 

引 理 12.5. 2 设 G 一 (V, 无) 是 图 。 那 么 顶点 集合 V 的 子 集 WW 是 覆盖 当 且 仅 当 顶 点 的 补 集 
V\W 是 独立 集 。 

证 明 首先 ,我们 假设 W 是 一 个 覆盖 。 于 是 每 一 条 边 至 少 有 一 个 顶点 在 殉 中 ， 所 以 任意 一 
条 边 都 不 可 能 两 个 顶点 都 在 V\ W 中 。 因 此 , V\ W 是 一 个 独立 集 。 反 之 , 假设 U 是 V 的 顶点 
集合 的 独立 集 。 于 是 ， 任 意 一 条 边 都 不 可 能 两 个 顶点 都 在 U 中 ， 所 以 每 一 条 边 至 少 有 一 个 顶点 
在 了 AU 之 中 。 口 

下 面 的 定理 是 所 谓 的 Konig-EgervaryS 定 理 。 

定理 12.5.3 设 G= 二 (V， EF) 是 二 分 图 。 则 

po(G) 一 c(G) (12. 13) 
即 匹配 中 边 的 最 大 数量 等 于 覆盖 中 顶点 的 最 小 数量 。 

证 明 设 X, Y 是 G 的 二 分 划 , 设 Ac 是 相关 联 的 Y 的 子 集 族 。 首 先 设 M 是 满足 1M | 二 p(G) 
的 匹配 。 因 为 M 中 任意 两 条 边 都 没有 公共 项 点 ， 所 以 覆盖 M 中 的 边 恰好 需要 |M | 个 顶点 。 因 此 
我 们 至 少 需要 这 么 多 个 顶点 来 覆盖 G 的 所 有 边 ， 因 此 有 c(G) 之 | MI 二 pCG)。 

现在 我 们 证 明 c(C) 委 o(C) 。 根 据 定 理 12. 5. 1 和 式 (12. 12) ， 我 们 有 

pO = min(|A，U AU … U A | 十 一生 (12. 14) 
从 1， 2, +" A 中 选 出 i 和 满足 li in 的 下 标 zz 使 得 它们 给 出 





OO D.Konig: Graphen und Matrizen, Mat. Lapok, 38 (1931), 116-119; E. Egervary: On Combinatorial Proper- 
ties of Matrices (Hungarian with German summary), Mat. lapok, 38 (1931), 16-28。 
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〈12. 14) 中 的 最 小 值 : 
pC(G) = | A， UA, UB Us | 十 ?2 一/ 
设 {ni 12 一 {1 2 AN 人 ? 这 是 不 同 于 yy ta oy 的 下 标的 集合 。 设 
X 一 (zi 是 对 应 于 下 标 (ji5jo，… jn) 的 XX 的 顶点 的 子 集 , 而 Y 一 Y\ CA U A, U… 
U A ) 是 不 在 A; ,A, ,…,A 的 任意 集合 中 的 那些 Y 的 顶点 的 子 集 。 于 是 W= 二 X'UY' 是 G 的 一 个 
覆盖 。 这 是 因为 不 存在 从 任意 的 x; 到 Y\Y 中 任意 顶点 的 边 ， 因 为 如 果 存 在 这 样 的 一 条 边 ， 则 
与 了 的 定义 矛盾 。 因 此 ，X' UY 是 大 小 为 
[IX I+ |lY =a 一 上 4 U A, U…U4| = pO) 

的 一 个 覆盖 。 因 为 我 们 有 一 个 满足 | 丈 |=p(G) 的 GG 的 覆盖 W， 所 以 得 出 c(G) 记 pC(G)。 把 不 等 
式 c(G) 坊 p(G) 和 plG) 志 cl(G) 结合 起 来 ， 得 c(G) 一 o(G) 。 口 

例子 ”考虑 ?个 顶点 的 完全 图 开 .。 于 是 “( 开 ,一 2 一 1， 因 为 每 一 对 顶点 都 有 一 条 边 连 接 。 
但 是 我 们 已 经 提 过 pCK,) 二 Ln/2j。 所 以 如 果 n 宇 3， 则 c(G) 之 p(G); 事实 上 ,cK,) 与 op(K,) 之 
间 的 差 是 L(x 一 1)/2J， 当 nn 增 大 时 ， 这 个 值 会 无 穷 增 大 。 因 此 ， 定 理 12. 5. 3 并 非 对 于 所 有 图 都 
成 立 。 另 一 方面 ， 通 过 向 K; 添加 三 条 新 边 ， 即 由 K; 的 每 一 个 顶点 到 新 顶点 的 边 而 形成 的 有 六 
个 顶点 的 非 二 分 图 C 满足 o(G) 王 3 (这 三 条 新 边 形成 一 个 匹配 )， 且 c(G) 二 3 (原来 三 个 顶点 形 
成 一 个 覆盖 ) 。 口 

正如 前 面 的 例子 所 说 的 那样 ， 图 G 可 能 满足 <(G) 三 2(G)， 也 可 能 不 满足 。 然 而 ， 有 一 个 关 
于 po(G) 的 公式 ， 它 与 定理 12. 5. 3 在 下 面 意义 下 有 相同 的 性 质 ， 即 p(G) 〈 匹 配 中 边 的 最 大 数量 ) 
等 于 另 一 个 表达 式 的 最 小 值 〈 对 于 二 分 图 来 说 ， 它 是 覆盖 中 顶点 的 最 小 数量 )。 下 面 ， 我 们 不 加 
证 明 地 描述 一 个 定理 ; 对 于 任意 图 G， 把 p(G) 表示 成 特定 表达 式 的 最 小 值 。 在 此 之 前 ， 我 们 需 
要 一 些 新 的 概念 。 

设 G 一 (V，PE) 是 图 , U 是 顶点 的 一 个 子 集 , 而 Gv.v= 二 (V\U, FF) 是 不 在 U 中 的 项 点 导出 
的 子 图 。 于 是 ，Gv\w 是 这 样 得 到 的 ， 从 G 中 删除 U 中 的 所 有 顶点 以 及 至 少 有 一 个 顶点 在 U 中 的 
每 -- 条 边 。 即 使 图 G 是 连通 的 ，Gv\u 也 不 可 能 是 ， 所 以 它 有 多 个 连通 分 量 。 其 中 一 些 连通 分 量 
可 能 有 奇数 个 顶点， 而 另外 一 些 连通 分 量 可 能 有 偶数 个 顶点。 实际 上 ， 我 们 需要 考虑 的 是 有 奇数 
个 顶点 的 Cv\u 的 连通 分 量 。 我 们 称 有 奇数 个 顶点 的 连通 分 量 为 奇 分 量 。 设 oc(Cv\u) 表示 Cv\u 
的 奇 连通 分 量 的 个 数 。 下 面 的 定理 刻画 了 有 完美 匹配 的 图 2 。 

定理 12.5.4 设 G=(V,，EE) 是 图 。 则 G 有 完美 匹配 当 且 仅 当 

对 于 每 一 个 UCV,oc(Gyw) 过 |IU| (12. 15) 
即 删除 一 个 顶点 集合 创造 出 的 奇 连 通 分 量 的 个 数 不 会 超过 删除 的 顶点 数 。 

注意 ,在 〈12. 15) 中 取 LU 一 和 好， 我 们 得 到 oc(G) 委 0， 即 G 没 有 奇 连通 分 量 ， 这 表明 G 的 每 
一 个 连通 分 量 的 顶点 数量 是 偶数 ， 所 以 C 本身 也 有 偶数 个 顶点 。 

我 们 只 证 明 条 件 (12. 15) 是 图 C 有 完美 匹配 的 必要 条 件 。 现 在 ， 假 设 UV 天 好， 且 设 
Cv\u 的 奇 连 通 分 量 是 Cu ? Cu 9 Gu, 。 因为 | U | 是 奇数 ， 所 以 在 G 的 一 个 完美 匹配 M 
中 ， 一 定 至 少 存在 一 条 边 ， 它 连接 UL 中 某 个 顶点 和 U 中 某 个 顶点 z;。 这 对 每 一 个 i 二 1， 
2, & 者 成立， 且 因 为 M 是 完美 匹配 ， 所 以 顶点 Zl, X29 "0". Zk 互 不 相同 。 因此 ， 
IU|2k=oc(Gy\v)。 

与 定理 12. 5. 3 类 似 ， 存 在 图 G 的 匹配 数 p(G)〉 的 公式 ， 这 个 公式 称 为 Berge-Tutte 公式 。 








昌 ”这 个 定理 是 由 WwW.T. Tutte 于 1947 年 首先 证 明 的 ; The Factorization of Linear Graphss、 J. Tondon Math. Soc.， 
22 (1947)，107-111; 还 可 以 在 数学 文献 中 找到 更 多 的 初等 证 明 ， 例 如 ，D. S West: IJntroduction to Grauph 
Theory, 2nd edition, Prentice Hall，2001，136-138。 
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定理 12.5.5 设 G(V,， EF) 是 有 nn 个 顶点 的 图 。 于 是 
0p(G) = min{n— (oc(Gyv) — |U|)} 
上 式 中 的 min 对 所 有 UCV 取 最 小 值 。 
从 定理 12. 5.4 出 发 推导 定理 12. 5. 5 不 是 很 困难 。 首 先 ， 我 们 证 明 对 于 每 一 个 顶点 子 集 U 有 
pCOG) 志 nn 一 loc(Gy\v) 一 1U|)。 接 着 ,通过 引入 一 个 有 d 二 max{oc(Gv\v) 一 1U|)}) 个 新 顶点 的 完全 
图 Ks 并 连接 每 一 个 新 顶点 到 G 的 所 有 顶点 来 证 明 这 个 上 界 是 可 以 达到 的 。 


12.6 连通 性 

图 要 么 是 连通 的 要 么 是 不 连通 的 。 但 是 ， 显 然 有 些 连通 图 比 其 他 的 连通 图 更 加 “连通 ”。 

例子 ”我 们 可 以 通过 判断 使 一 个 图 非 连通 的 难 易 程度 来 判断 它 的 连通 程度 。 但 是 ， 如 何 判 
断 使 一 个 图 非 连 通 的 难 易 程度 呢 ? 有 两 种 自然 方法 。 例如， 考虑 形成 一 个 路 径 的 n 宇 3 阶 的 树 。 
如 果 我 们 取 一 个 不 是 这 个 路 径 的 两 端的 顶点 并 且 删 除 它 〈 当 然 要 删除 两 个 关联 的 边 ) ， 结 果 得 到 
一 个 非 连通 图 。 事 实 上 ， 在 树 中 ， 这 种 情况 的 路 径 并 不 是 特殊 的 。 对 于 任何 树 ， 删 除 一 个 非 悬 挂 
顶点 都 将 得 到 一 个 非 连通 图 。 因 此 ， 树 不 是 非常 连通 的 ， 为 了 使 它 成 为 非 连通 图 只 需 删 除 它 的 一 
个 顶点 即 可 。 如 果 不 是 删除 顶点 (及 其 关联 的 边 ) 而 是 边 (不 删除 任何 顶点 )， 那 么 树 仍然 几乎 
是 非 连 通 的 ， 即 删除 任何 一 条 边 都 将 得 到 一 个 非 连 通 图 。 相 反 ， 对 n 阶 完全 图 K,， 删 除 顶 点 从 
不 能 使 它 非 连 通 ， 因 为 删除 顶点 总 是 留 下 一 个 更 小 的 完全 图 。 如 果 我 们 删除 的 是 边 而 不 是 顶点 ， 
那么 可 以 使 K, 不 连通 ， 如 果 删 除 与 一 个 特定 顶点 相关 联 的 所 有 n 一 1 条 边 ， 那 么 得 到 一 个 非 连 
通 图 8 。 经 过 简单 的 计算 便 知 删除 的 边 数 少 于 x 一 1 时 ，K, 仍 是 连通 的 。 因 此 ， 通 过 两 种 计算 方 
法 中 的 任意 一 种 方法 9 都 可 得 知 完全 图 K, 是 非常 连通 的 ， 而 树 不 是 非常 连通 的 。 本 节 的 主要 目 





的 是 正式 给 出 这 两 种 连通 性 的 概念 ， 并 讨论 它们 的 含义 。 口 
为 了 简化 我 们 的 说 明 ， 本 节余 下 部 分 都 假设 所 有 图 的 阶 为 xz 之 2。 因 此 ， 我 们 不 处 理 只 有 一 
个 顶点 的 平凡 图 。 
设 G 二 (V, E) 是 nn 阶 图 。 如果 G 是 完全 图 KK,;， 那 么 我 们 定义 它 的 顶点 连通 度 为 
x(K,)=n—1l 





否则 ， 定 义 它 的 顶点 连通 度 为 
xk(G) 一 min(1U|: Gv\w 是 非 连通 的 } 

即使 剩 下 的 图 非 连通 所 需 删除 的 最 少 顶 点 数 。 等 价 地 ， 非 完全 图 的 连通 度 等 于 关节 集 (如 12. 1 
节 定 义 ) 的 最 小 元 素 个 数 。 非 完全 图 中 存在 一 对 非 邻接 项 点 a 和 2。 将 图 中 ac 和 65 之 外 的 项 点 全 
部 删除 ， 便 得 到 一 个 非 连通 图 ， 因 此 ， 如 果 C 是 2” 阶 非 完 全 图 ， 则 <(GC) 委 ”一 2。 非 连通 图 的 连 
通 度 显然 为 0， 因 此 ， 我 们 有 如 下 基本 结论 。 

定理 12.6.1 设 G 是 n 阶 图 ， 则 

Okx(OG) nO—1 

左边 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 非 连通 ， 右 边 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 完全 图 。 

图 G 的 边 连通 度 (edge-connectivity) 定义 为 从 图 G 中 删除 边 而 使 G 非 连通 的 最 小 边 数 ， 记 
作 4(G)。 非 连通 图 G 的 边 连通 度 满足 4(G) 一 0。 连 通 图 G 的 边 连通 度 为 1 当 且 仅 当 它 有 桥 。 完 
全 图 开 , 的 边 连 通 度 为 2 一 1。 如 果 删 除 一 个 图 中 与 某 个 特定 顶点 工 相 关联 的 所 有 边 ， 显 然 我 们 得 
到 一 个 非 连通 图 。 因 此 ， 图 G 的 边 连通 度 满足 和 4(G) 志 8(G)， 其 中 ，5(G) 表示 G 中 顶点 的 最 小 





昌 ”事实 上 ， 从 它 分 离 出 一 个 K,-1+ 和 一 个 顶点。 
旬 而且， 正如 我 们 期 望 的 ， 对 于 任何 基于 图 的 连通 程度 的 合理 度量 方法 ， 完 全 图 K, 都 是 非常 连通 的 。 
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度 。 下 面 的 定理 描述 了 边 连通 度 和 顶点 连通 度 之 间 的 基本 关系 9 。 

定理 12. 6.2 对 每 个 图 G， 有 

Kk(O) ZAG) CHO) 

证 明 前面 我 们 已 经 证 明了 上 面 不 等 式 的 后 半 部 分 ， 现 在 我 们 证 明 前 半 部 分 。 设 G 为 n 阶 
图 。 如 果 G 是 完全 图 K,;， 则 x(G) 一 4(G) 二 x 一 1。 下 面 假设 G 不 是 完全 图 ， 如 果 G 是 非 连 通 的 ， 
因为 x(G) 二 A(G) 二 0， 所 以 不 等 式 成 立 。 所 以 我 们 假设 G 是 连通 的 。 设 下 为 A(G)〉 条 边 组 成 的 集 
合 ， 删 除 这 些 边 将 得 到 一 个 非 连通 图 玉 。 于 是 五 含有 两 个 连通 分 量 9 ， 分 别 有 顶 点 集 V 和 V;， 
其 中 ，| Vi | 十 |V;| = 二 n。 如 果 下 是 由 连接 Vi 中 顶点 与 w 中 顶点 的 所 有 边 构 成 的 ， 那 么 | 下 | 之 
n 一 1]， 因 此 ,4(G) 之 n 一 1， 这 意味 着 4(G) 二 n 一 1， 得 到 G 是 完全 图 ,与 假设 逆 盾 。 所 以 在 Vi 中 
存在 顶点 a，V: 中 存在 顶点 6， 使 得 a 和 5 在 G 中 不 邻接 。 对 下 中 每 条 边 a， 我 们 这 样 选择 一 个 
顶点 : 如 果 a 是 a 的 一 个 顶点 ， 那 么 选择 a 的 另 一 个 顶点 (在 V; 中 的 那 一 个 ) ， 否 则 选择 在 W， 
中 的 顶点 。 这 样 得 到 的 顶点 集 口 满足 |U| 志 |F|。 另 外 ， 从 G 中 删除 顶点 集 口 将 得 到 一 个 非 连 
通 图 ， 因 为 不 可 能 存在 从 “到 2 的 路 径 。 因 此 

k(G) < IU|< IF|= (0) 
证 毕 。 口 

例子 ”假设 某 通 信 系 统 内 有 ”个 工作 站 2 ， 某 些 工作 站 是 通过 直接 通信 线路 相连 的 。 我 们 假 
设 该 系统 是 连通 的 、 即 每 个 工作 站 能 通过 中 间 的 通信 和 链 路 与 其 他 每 个 工作 站 通信 。 因 此 ， 我 们 很 
自然 就 得 到 一 个 nn 阶 连通 图 G (顶点 对 应 工作 站 ， 边 对 应 直接 连接 ;， 其 中 连接 可 能 出 现 错误 而 
失败 ， 工作 站 也 有 可 能 关闭 ， 这 都 将 影响 通信 。G 的 顶点 连通 度 和 边 连通 度 与 系统 的 可 靠 性 密切 
相关 。 事 实 上， 多 达 x(G) 一 1 个 工作 站 可 以 被 关闭 ， 而 剩 下 的 工作 站 仍然 可 以 正常 通信 。 多 达 
4(G) 一 1 个 链接 可 能 出 现 错 误 而 所 有 的 工作 站 仍然 能 够 互相 通信 。 口 

设 G 是 图 ， 那么 G 是 连通 的 当 和 旦 仅 当 它 的 顶点 连通 度 满足 x(G) 宇 1。 如 果 上 是 一 个 整数 且 
Kk(G) 之 k, 则 称 G 为 k 连 通 的 。 因 此 ，1 连通 图 是 连通 图 。 注 意 ， 如 果 图 是 连通 的 ， 那 么 它 也 是 
(一 1) 连通 的 。 图 的 顶点 连通 度 等 于 使 图 为 连通 的 最 大 整数 &。 在 本 节 的 剩 下 部 分 我 们 将 研 
究 2 连通 图 的 结构 ， 特 别 是 证 明 图 的 边 〈 一 般 不 是 顶点 ) 将 被 自然 分 成 “2 连通 分 量 ”%。 我 们 定 
义 图 G 的 关节 顶点 (articulation vertex) 为 这 样 的 顶点 a， 删除 它 使 得 图 G 不 连通 ， 即 它 是 使 
{a} 是 关节 集 的 项 点 。 

定理 12.6.3 设 G 是 n 之 3 阶 图 。 则 下 面 三 个 论断 等 价 : 

(1) G 是 2 连通 的 。 

(2) G 是 连通 的 且 没 有 关节 顶点 。 

(3) 对 每 三 个 顶点 a, bc， 都 存在 一 条 连接 a 和 6 且 不 含 c 的 路 径 。 

证 明 ”如果 x(G) 宇 2， 则 G 是 连通 的 且 没 有 关节 顶点 。 反 之 ， 因 为 x 宇 3， 如 果 G 是 连通 的 
且 没 有 关节 顶点 ， 那 么 kx(G) 之 2， 因此 断言 (1) 和 (2) 是 等 价 的 。 

现在 假设 〈2) 成立。 设 a, bp, cc 为 三 个 顶点 。 因 为 G 没 有 关节 顶点 ， 那 么 删除 c 不 会 使 G 
不 连通 ， 所 以 存在 连接 a 和 6 而 不 含 c 的 路 径 ， 从 而 断言 (3) 成 立 。 反 之， 假设 (3) 成 立 ， 显 





日 ”该 定理 首先 由 H. Whitney 证 明 :， Congruent Graphs and the Connectivity of Graphs,，American J .Meath. ，54 
(1932)，150-168. 下 面 给 出 的 证 明 源 自 R. A. Brualdi and J. Csima，A note on Vertex-and Edge-Connectivity， 
Bulletin of the Institute of Combinatorics and Its Applications, 2 (1991), 67-70。 

马 假如 有 多 于 两 个 的 分 量 ， 那么 就 能 通过 移 去 更 少 的 边 而 使 G 不 连通 。 

合 或 者 ， 我们 可 以 在 一 台 计 算 机 中 有 个 总 片 。 

@ 由 于 1 连通 的 含义 就 是 连通 ， 因 此 我 们 知道 ， 一 个 图 的 顶点 及 它 的 边 自然 被 划分 成 1 连通 部 分 ， 即 连通 分 量 。 
当 考 虑 2 连通 部 分 时 ， 我 们 只 得 到 边 的 一 个 自然 划分 。 
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然 G 是 连通 的 。 假 设 < 是 G 的 关节 顶点 ， 删 除 c 将 导致 G 不 连通 ， 于 是 ， 可 以 从 不 同 的 连通 分 量 
中 选择 a 和 5， 这 与 (3) 矛盾 。 因 此 G 没有 关节 顶点 ， 即 (2) 成立， 从 而 证 明了 (2) 和 (3) 
是 等 价 的 。 口 

定理 12. 6. 3 之 所 以 假设 wn 宇 3 是 因为 完全 图 K, 是 连通 的 ， 它 没有 关节 顶点 ， 即 满足 (2)， 
但 不 满足 (1) ， 因 为 我 们 有 x(K;)=1。 

设 G=={V，E} 是 x 之 2 阶 连 通 图 。 我 们 定义 G 的 块 为 连通 的 且 没 有 任何 关节 顶点 的 G 的 极 
大 导出 子 图 。 更 精确 地 讲 ， 令 U 为 G 的 顶点 集 的 一 个 子 集 。 如 果 Gu 是 连通 的 且 没 有 任何 关节 项 
点 ， 并 且 对 G 的 所 有 满足 USW，W 关 U 的 顶点 子 集 
W， 导 出 子 图 Gw 非 连通 或 者 有 关节 顶点 ， 那 么 导出 
子 图 Gu 就 是 G 的 一 个 块 。 从 定理 12. 6. 3 得 到 G 的 块 
要 么 是 完全 图 K; 要 么 是 2 连通 的 。 

例子 设 G 是 如 图 12-11 所 示 的 图 ， 则 块 是 由 下 
面 的 U 








{a,b}, {b,cd,e}, (cs fg sh}, (hi}, {ij}, {i,k} 
导出 的 子 图 Gu。 四 个 块 是 K,， 另 外 两 个 块 是 2 连通 
的 。 注 意 ， 茶 些 块 可 能 含有 公共 顶点 , 但 G 的 每 条 边 只 属于 某 一 个 块 。 口 [496] 
定理 12.6.4 设 G 二 {V，E) 是 nn 之 2 阶 连通 图 ， 并 令 
Cu = Ui,E),Gu, = (Uz,E), Gu, = (U,,E,) 
是 G 的 块 。 则 巨 ， FF ，…，E, 是 G 的 边 集合 巨 的 一 个 划分 S ， 并 且 每 一 对 块 至 多 有 一 个 公共 
顶点 。 


证 明 ”因为 一 个 块 可 以 是 KK,， 所 以 G 的 每 条 边 都 属于 某 个 块 。 一 个 是 K, 的 块 不 可 能 与 其 
他 块 有 公共 边 ， 所 以 与 其 他 块 至 多 有 一 个 公共 顶点 。 因 此 ， 我 们 只 需 考 虑 阶 至 少 为 3 且 2 连通 的 
块 G 和 Gu (i 关 7) 。 如 果 我 们 能 证 明 这 些 块 最 多 有 一 个 公共 顶点 ,那么 就 推出 一 条 边 不 可 能 属于 
两 个 不 同 的 块 。 

假设 UfU, 至 少 含 有 2 个 项 点。 因为 U; 和 U; 的 交集 非 空 ， 那么 导出 图 Gu,uv 是 连通 的 。 
令 工 是 U;UU; 的 任意 一 个 顶点 。 因 为 Gu, ，Gu 是 2 连通 的 ， 所 以 Gu -= 和 Cu -是 连通 图 。 此 
外 ， 因 为 U; 和 U; 有 2 个 公共 项 点 ， 所 以 ，Guuu,-(w 是 连通 的 于是， 导出 图 Cuuu 是 2 连通 
的 ， 从 而 我 们 得 到 了 一 个 更 大 的 2 连通 的 导出 子 图 ， 这 与 Cu ，Gu 是 块 《 最 大 的 2 连通 导出 子 
图 ) 的 假设 了 矛盾。 所 以 两 个 不 同 的 块 最 多 只 能 有 一 个 公共 顶点 。 口 

最 后 我 们 给 出 2 连通 图 的 另 一 个 特征 。 

定理 12.6.5 设 G 是 n 之 3 阶 图 。 那 么 G 是 2 连通 的 当 且 仅 当 对 于 每 两 个 不 同 顶 点 对 a 和 及 
都 存在 一 个 包含 a 和 bb 的 圈 。 

证 明 ”如 果 G 的 每 两 个 不 同 的 项 点 对 都 在 一 个 圈 中 ， 那 么 G 肯定 是 连通 的 而 且 没 有 任何 关 

顶点 。 根 据 定理 12. 6. 3 可 知 G 是 2 连通 的 。 

现在 假设 G 是 2 连通 的 。 设 a 和 和 5 是 G 中 的 不 同 顶 点 。 设 U 是 所 有 不 同 于 a 的 顶点 z 的 集 
合 ， 使 得 对 顶点 x 存在 一 个 包含 顶点 a 和 zz 的 圈 。 我 们 先 证 明 U 和 好， 即 至 少 有 一 个 圈 含 有 顶点 [457 
a。 设 {a，y) 是 包含 a 的 任意 一 条 边 。 由 定理 12. 6. 1，X(G) 志 kx(G)2， 因 此 ， 删 除 边 {4oe，y) ， 
G 还 是 连通 的 。 于 是 有 一 条 连接 a 和 y 的 路 径 ， 但 它 并 没有 使 用 边 {a，y} ， 从 而 存在 一 个 包含 a 
和 yy 的 圈 , 故 U 了 2。 





虽 因此 ，G 的 每 边 恰好 属于 一 个 块 。 


306 ， 第 12 章 再 论 图 论 








498 








如 果 我 们 要 证 明 的 结论 不 成 立 ， 假 设 5 不 属于 U。 设 z 是 UU 中 离 顶 点 5 距离 为 p 的 最 近 的 项 
点 ， 而 Y 是 一 条 从 zz 到 5 长 度 为 p 的 路 径 。 因 为 z 属 于 U， 所 以 存在 一 个 含有 a 和 zz 的 圈 7Y。 圈 % 
含有 连接 a 和 z 的 两 条 路 径 Y, 入 。 因 为 G 是 2 连通 的 ， 根 据 定理 12. 6. 2 可 知 存在 连接 4k 和 #65 
但 不 包含 顶点 = 的 路 径 为 。 令 是 y 中 第 一 个 属于 的 顶点 9 。 令 v 是 属于 的 同时 也 属于 的 
最 后 一 个 顶点 > 。 顶 点 要么 属于 六 要 么 属于 i。 假 设 它 属于 yi。 那么 a 沿 X 到 vv 沿 % 到 ， 
u 沿 7Y 到 z，z 沿 7 回 到 a， 这 样 我 们 构造 了 一 个 含有 a 和 4 的 圈 。 因 此 ,uu 属 于 U。 但 是 w 比 zx 更 
加 接近 5， 这 与 我 们 对 z 的 选择 相 矛 盾 。 从 而 推出 5 属于 UU， 所 以 存在 一 个 包含 a 和 2 的 圈 。 口 

下 面 的 推论 给 出 了 定理 12. 6,5 中 2 连通 图 特征 的 另 一 种 表述 。 

推论 12.6.6 设 G 是 nn 之 3 阶 图 ， 那么 G 是 2 连通 的 当 且 仅 当 对 每 两 个 不 同 顶 点 对 a 和 4b 都 
存在 两 条 连接 a 和 的 路 径 ， 并 且 这 两 条 路 径 只 有 a 和 4b 两 个 公共 点 。 

这 一 推论 是 Mengere 定 理 的 一 个 特例 。Menger 定理 对 任意 的 &， 描 述 & 连 通 图 的 特征 。 我 们 
给 出 这 个 定理 但 不 给 出 其 证 明 ， 它 是 13. 2 节 给 出 的 有 向 图 的 Menger 定理 的 “无 向 图 版 本 ”。 

定理 12.6.7 设 k 是 正 整 数 ，G 是 阶 为 n 宇 k 十 1 的 图 。 则 GG 是 上 连通 的 当 且 仅 当 对 于 每 两 个 
不 同 顶 点 对 a 和 b 都 存在 连接 a 和 6 的 上 条 路 径 ， 使 得 每 对 路 径 只 有 a 和 45 两 个 公共 点 。 

如 果 &=1， 那 么 定理 简化 为 : 一 个 图 是 1 连通 的 〈 即 是 连通 的 ) 当 且 仅 当 每 对 顶点 都 有 一 
条 路 径 连 接 。 


12.7 练习 题 


1. 证 明 同 构图 有 相同 的 色 数 和 色 多 项 式 。 

2. 证 明 非 连通 图 的 色 数 是 它 的 连通 分 量 的 最 大 色 数 。 

3. 证 明 非 连通 图 的 色 多 项 式 等 于 它 的 连通 分 量 的 色 多 项 式 的 积 。 
4. 证 明 长 度 为 奇数 的 循环 图 C, 的 色 数 等 于 3。 

5. 求 下 列 各 图 的 色 数 : 


k 
6. 证 明 色 数 为 的 图 至 少 有 (> ) 条 边 。 


7. 证 明 贪 心算 法 对 于 K.,(m，n 宇 1) 总 是 产生 两 种 颜色 的 顶点 着 色 。 
8. 设 G 是 具有 人 色 多 项 式 pc(k) 的 n 之 1 阶 图 。 
(a) 证 明 pc (k)〉 的 常数 项 等 于 0。 
(b) 证 明 在 pr; Ck) 中 大 的 系数 是 非 零 的 当 且 仅 当 C 是 连通 的 。 
(c) 证 明 在 pc (&k) 中 ，k"' 的 系数 等 于 一 m， 其 中 m 是 G 的 边 数 。 
9. 设 G 是 色 多 项 式 为 pc (k) 一 k(k 一 1)”!' 的 n 阶 图 〈( 即 G 的 色 和 多项式 与 n 阶 树 的 一 样 )， 证 明 G 是 树 。 
10. 从 K, 中 删除 一 条 边 而 获得 的 图 的 色 数 是 多 少 ? 
11. 证 明 从 K 中 删除 一 条 边 而 获得 的 图 的 色 多 项 式 为 





昌 这样 的 顶点 存在 ， 因 为 6 是 7 的 顶点 ， 也 是 ys 的 顶点 。 
加 ”这样 的 顶点 存在 ， 因 为 a 是 yz 的 顶点 ， 也 是 为 的 项 点。 
全 K. Menger, Zur allgemeinen Kurventheorie, Fund. Maih., 10 (1927), 95-115。 
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[多 ,十 [人 


. 从 K, 中 删除 有 一 个 公共 顶点 的 两 条 边 而 获得 的 图 的 色 数 是 多 少 ? 
. 从 K, 中 删除 没有 公共 顶点 的 两 条 边 而 获得 的 图 的 色 数 是 多 少 ? 
. 证 明 循 环 图 C, 的 色 多 项 式 为 


(R 一 1]7 十 (一 1 一 ]) 


. 某 图 恰好 有 一 个 长 度 为 奇数 的 圈 ， 证 明 该 图 的 色 数 等 于 3。 
. 证 明 多 项 式 如 一 4 如 十 3&? 不 是 任意 图 的 色 多 项 式 。 
. 利用 定理 12. 1. 10 求 下 面 图 的 色 数 。 


利用 计算 图 的 色 多 项 式 的 算法 ， 求 三 维 立方 体 项 点 和 边 的 图 Q 的 色 多 项 式 。 

找 出 具有 两 个 不 同 平面 表示 的 一 个 平面 图 ， 使 得 对 某 个 整数 f/， 一 个 表示 由 了 条 边 曲线 所 围 的 区 域 ， 
而 另 一 个 则 没有 这 样 的 区 域 。 

给 出 一 个 色 数 为 4 且 不 包含 导出 子 图 Ks 的 平面 图 例子 。 

一 个 平面 被 有 限 条 直线 分 成 若干 区 域 。 证 明 这 些 区 域 能 用 两 种 颜色 着 色 ， 使 得 有 公共 边界 的 区 域 着 不 
同 的 颜色 。 

用 圆 取 代 直 线 ， 重 复 练习 题 21 。 

设 和 如 是 有 e 一 3 一 6 条 边 的 ” 阶 连通 平面 图 。 证 明 在 G 的 任意 平面 表示 中 ， 每 个 区 域 恰好 由 3 条 边 曲线 
围 成 。 

证 明 连 通 图 总 能 收缩 到 单一 顶点 。 

证 明 平 面 图 的 收缩 还 是 平面 的 。 

设 CG 是 每 个 顶点 有 相同 度 & 的 阶 平面 图 ,证明 A 委 5。 

设 G 是 n 宇 2 阶 平面 图 。 证 明 G 至 少 有 两 个 顶点 ， 其 度数 最 多 是 5。 

如 果 一 个 图 通过 删除 一 个 项 点 而 获得 的 每 个 子 图 都 有 更 少 的 色 数 ， 那 么 称 该 图 为 色 临 界 图 。 设 C=(V， 
E) 是 色 临 界 图 ， 证 明 : 

(a) 对 每 一 个 顶点 x，X(Gv-1;) 二 X(G) 一 1。 

(b) G 是 连通 的 。 

(c) G 的 每 个 顶点 的 度数 至 少 等 于 X(G) 一 1。 

(d) G 没 有 使 Gu 是 完全 图 的 关节 和 集 U。 

Ce) 每 个 图 及 有 一 个 导出 子 图 G， 使 得 xXx(G) 一 XC(H》 且 G 是 色 临 界 图 。 

设 p 之 3 是 整数 。 证 明 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 p 一 1 的 图 包含 一 个 长 度 大 于 或 为 p 的 图 
题 28 证 明 色 数 为 p 的 图 包含 一 个 长 度 至 少 为 p 的 图 。 

设 G 是 没有 任何 关节 顶点 且 每 个 顶点 的 度 至 少 为 3 的 图 。 证 明 ; G 包含 一 个 能 收缩 到 K4 的 子 图 。( 提 
示 : 从 一 个 最 大 长 度 p 的 圈 开 始 ， 由 练习 题 29 得 p 之 4。 再 利用 练习 题 28 得 到 Hadwiger 猜想 对 于 /一 
4 的 一 个 证 明 。) 

设 G 是 连通 图 ，T 是 G 的 生成 树 。 证 明代 包含 生成 子 树 T'， 使 得 对 于 每 一 个 顶点 v，v 在 G 中 的 度数 
和 wv 在 T' 中 的 度数 模 2 相等 。 

对 于 8 王后 问题 ， 找 出 一 种 不 同 于 图 12-9 中 给 出 的 解答 。 

证 明 ” 阶 树 的 独立 数 至 少 是 | /2 |。 

证 明 非 连通 图 的 补 是 连通 图 。 





。 然 后 利用 练习 


308 


502 





35. 
36. 
37. 
38. 
39. 


40. 
*41. 
42， 
43， 
44. 
45. 
46. 


47. 


48. 


49. 
50. 


51. 


52. 
53. 
54. 
55, 
56., 
57. 


58. 


59. 
60. 


第 12 章 再 论 图 论 


设 五 是 图 G 的 一 个 生成 子 图 ， 证 明 dom(G) 委 dom( 厂 ) 。 

对 每 个 整数 nx 宇 2， 求 一 个 控制 数 等 于 | n/2 的 二 阶 树 。 

求 三 维 立 方 体 边 和 顶点 的 图 Q 的 控制 数 。 

求 循环 图 C, 的 控制 数 。 

对 于 "一 5 和 6， 通 过 找 3 个 方 格 ， 把 王后 放 在 这 些 方 格 上 ,使 得 其 他 每 个 方 格 至 少 受到 一 个 王后 的 攻 

击 ， 证明 nXn 棋盘 的 王后 图 的 控制 数 最 多 是 3。 

证 明 7X7 棋盘 的 王后 图 的 控制 数 最 多 是 4。 

证 明 8X8 棋盘 的 王后 图 的 控制 数 最 多 是 5。 

证 明 区 间 图 的 导出 子 图 是 区 间 图 。 

证 明 弦 图 的 导出 子 图 是 弱 图 。 

证 明 是 弦 图 的 连通 二 分 图 只 有 树 。 

证 明 所 有 的 二 分 图 都 是 完美 的 。 

设 G 是 图 ， 使 得 或 者 G 或 者 它 的 补 G 有 一 个 导出 子 图 ， 该 子 图 有 一 个 长 度 大 于 3 的 奇数 的 无 弦 圈 ,证 

明 G 不 是 完美 的 。 

设 & 是 正 整数 ， 且 C 是 每 个 顶点 的 度数 等 于 k 的 二 分 图 。 

(a) 证 明 C 有 完美 匹配 。 

(b) 证 明 G 的 边 可 以 划分 成 & 个 完美 匹配 。 

考虑 nn 维 体 的 顶点 和 边 的 图 Q,.。 使 用 归纳 法 证 明 ， 

(a) 对 每 一 个 n 宇 1，Q& 有 完美 匹配 。 

(b) Q, 至 少 有 2 个 完美 匹配 。 

证 明 : 如 果树 有 完美 匹配 ， 则 它 恰 好 有 一 个 完美 匹配 。 

利用 定理 12. 5. 4 证 明 Petersen (1891) 定理 : 每 一 个 顶点 的 度数 是 3 且 边 连通 度 至 少 是 2 的 图 有 完美 

匹配 。 

Petersen 图 也是 一 个 图 ， 其 顶点 是 集合 {1，2，3，4，5} 的 10 个 2 子 集 ， 而 两 个 顶点 被 一 条 边 连接 当 

且 仅 当 这 两 个 顶点 的 2 子 集 不 相交 。 

(a) 画 出 这 个 Petersen 图 的 图 示 。( 它 可 以 被 画 成 一 个 五 角形 ， 其 内 部 是 一 个 分 离 的 五 角 星 形 ， 有 
10 个 顶点 和 10 条 边 ， 还 有 额外 五 条 边 把 五 角形 的 每 一 个 顶点 与 对 应 的 五 角 星 形 的 顶点 连接 
起 来 。) 

(b) 证 明 对 于 PP 的 每 一 对 没有 边 连接 起 来 的 顶点 ， 总 是 存在 通过 一 条 边 与 它们 二 者 相连 的 顶点 。 

(c) 证 明 PP 的 一 个 圈 的 最 小 长 度 是 5。 

证 明 K, 的 边 连 通 度 等 于 n 一 1。 

给 出 一 个 满足 <(G) =M(G) 的 不 同 于 完全 图 的 图 G 的 例子 。 

给 出 一 个 满足 <(G)< 2X(G) 的 图 G 的 例子 。 

给 出 一 个 满足 x(G) < 过 4(G)< 过 8(G) 的 图 G 的 例子 。 

求 完 全 二 分 图 K,,, 的 边 连通 度 。 

设 G 是 n 阶 图 且 其 顶点 的 度 为 d1，ds; ，…，d,。 假 设 经 过 调整 ， 

这 些 度 满足 di 这 中 声 … 志 4d,。 证 明 : 如 果 对 于 所 有 的 

kn 一 dd, 一 1 有 dt 之 2， 那么 G 是 连通 图 。 

设 G 是 n 阶 图 ， 每 个 顶点 的 度 均 为 d。 

(a) 为 了 保证 G 是 连通 的 ，d 必须 多 大 ? 

(b) 为 了 保证 G 是 2 连通 的 ，d 必须 多 大 ? 

确定 图 12-12 给 出 的 图 的 块 。 

证 明 树 的 块 都 是 K。 图 12-12 
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设 G 是 连通 图 。 证 明 G 的 一 条 边 是 一 个 桥 当 且 仅 当 它 是 等 于 K; 的 块 的 边 。 

设 G 是 图 。 证明 G 是 2 连通 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 顶点 x+ 和 每 条 边 a。， 都 存在 既 包 含 顶点 x 又 包含 边 
a 的 圈 。 

设 G 是 图 ， 它 的 每 个 顶点 都 有 正 度数 。 证 明 CG 是 2 连通 的 当 上 且 仅 当 对 于 每 对 边 mw 和 ce ， 总 存在 包含 a 
和 cz 的 图。 

证 明 阶 为 x 之 2 的 连通 图 至 少 有 两 个 非 关节 顶点 (提示 : 取 一 条 最 长 路 径 的 两 个 端 顶点 ) 。 
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有 向 图 和 网 络 





本 章 简要 讨论 有 方向 的 图 (简称 有 向 图 )。 正 如 我 们 在 第 11 章 一 开始 所 指出 的 那样 ， 有 向 图 
类 似 于 无 向 图 ， 它 们 的 区 别 是 : 在 有 向 图 中 ， 边 是 有 方向 的 ， 并 叫做 弧 。 因 此 ， 有 向 图 用 来 模拟 
非 对 称 的 关系 ， 同 理 ， 无 向 图 用 来 模拟 对 称 的 关系 。 我 们 将 要 证 明 的 许多 结论 都 是 在 无 向 图 中 已 
证 明 过 的 结论 的 有 向 图 版 本 。 

网 络 是 带 有 两 个 不 同 项 点 ;和 zt 的 有 向 图 其中， 每 条 弧 都 带 有 一 个 非 负 的 权 ， 叫 做 这 条 边 
的 容量 。 如 果 把 每 条 弧 都 想象 成 一 个 管道 ， 其 中 流动 着 某 种 物质 ， 而 把 弧 的 容量 (比方 说 ) 看 成 
是 单位 时 间 内 流 过 该 管道 的 流量 ， 这 里 , 一 个 重要 的 问题 就 是 : 在 所 给 容量 的 限制 下 ， 找 出 从 
“ 源 ”s 到 “目标 ”i 的 最 大 可 能 的 流量 。 对 此 问题 的 回答 以 及 随 之 产生 的 构造 最 大 流量 的 算法 ， 
是 由 所 谓 的 最 大 流 最 小 分 割 〈max-flow min-cut) 定理 给 出 的 。 然 后 ,我 们 利用 最 大 流 最 小 分 割 
定理 给 出 基本 结果 〈 即 定理 12. 5. 3) 的 男 外 一 个 证 明 ， 定理 12. 5. 3 是 关于 二 分 图 匹配 问题 的 。 


13. 1 有 向 图 


有 向 图 D=(V，A) 有 一 个 叫做 顶点 的 元 素 的 集合 V 和 一 个 叫做 狐 的 有 序 顶 点 对 【两 项 点 可 

以 相同 ) 的 集合 4A， 其 中 ， 弧 的 形式 为 
a = (a,b) (13. 1) 

其 中 a 和 4 是 顶点 ,我 们 把 弧 a 看 作 是 离开 a 并 进入 5 的， , 
即 从 a 指向 5b。 

与 无 向 图 不 同 ，(a, 5b) 和 (5，a) 是 不 同 的 。 今后 我 
们 将 使 用 与 无 向 图 类 似 的 术语 ， 但 这 是 有 区 别 的 ， 这 些 术 
语 只 用 于 有 向 图 ， 而 不 用 于 无 向 图 。 比 如 ，(13. 1) 中 的 颖 4b e 
a 有 起 始 顶 点 (initial vertex)e(a) 一 a 和 终止 顶点 (terminal 
vertex) t(a) 一 5b, 在 有 向 图 中 ， 距 可 能 同时 包含 弧 (a,， 05) 
和 强 (5，a)， 也 可 能 包含 形 如 (4a，a) 的 环 , 环 (a，a) 
进入 和 离开 的 是 同一 个 顶点 a。 我 们 可 以 将 有 向 图 一 般 化 ， 
使 其 成 为 允许 有 多 重 驱 的 一 般 有 向 图 9 。 画 一 般 有 向 图 的 
图 形 与 画 无 向 图 的 图 形 一 样 ， 但 对 有 向 图 ， 必 须 在 每 条 边 
上 夯 个 箭头 ， 以 表示 它 的 方向 。 

例子 ”图 13-1 给 出 的 是 一 个 一 般 有 向 图 ， 而 不 是 一 个 
简单 有 向 图 ， 因 为 其 中 某 些 弧 的 重 数 大 于 1。 D 图 131 

一 般 有 向 图 D 一 (V，A) 的 一 个 顶点 zx 有 两 种 度数 。z 的 出 度 (outdegree) 是 起 始 于 项 点 工 
的 弧 的 个 数 : 





| {alilo) = x}| 
工 的 入 度 (indegree) 是 终止 于 顶点 z 的 弧 的 个 数 ， 





加 弧 的 个 数 ， 即 使 包括 重 数 在 内 ， 也 应 该 是 有 限 的 。 
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| {alrla) = x) | 
环 (z，z) 对 工 的 人 度 和 出 度 的 贡献 均 为 1。 与 定理 11. 1. 1 的 证 明 非 常 类 似 ， 我 们 建立 下 面 的 
基本 结论 。 
定理 13. 1.1 在 一 般 有 向 图 中 ， 顶 点 的 入 度 之 和 等 于 出 度 之 和 ， 且 都 等 于 图 中 弧 的 个 数 。 
例子 ”在 图 13-1 给 出 的 一 般 有 向 图 中 ， 顶 点 a，5，c，d，e 的 人 度 分 别 是 


4,3,2,2,1 
它们 的 出 度 分 别 是 
3,0,3,2,4 
在 两 种 情况 下 ， 和 都 是 12， 都 等 于 弧 的 个 数 。 口 


对 于 任意 一 般 图 G 二 (VV，E)， 可 以 通过 对 的 每 条 边 {a，6b} 指定 一 个 方向 ， 即 通过 用 
Ca, 0) 或 (6，a) 来 代替 {4a，P}S ,得 到 一 个 一 般 有 向 图 D 一 (V，A)， 这 样 的 有 向 图 马 叫 做 G 
的 一 个 定向 (orientation) ,一 个 一 般 图 具有 很 多 不 同 的 定向 。 反 之 ， 对 给 定 的 一 般 有 问 图 D= 
(V，A)， 我 们 可 以 通过 去 掉 驱 的 方向 ， 而 得 到 一 个 一 般 图 
G 二 (V，E)， 这 样 的 图 叫做 G 的 基础 一 般 图 ， 一 个 一 般 有 
向 图 只 有 一 个 基础 一 般 图 。 

例子 图 13-2 给 出 了 图 13-l 中 一 般 有 向 图 的 基础 一 
般 图 。 中 6 e 

7 阶 完全 图 K， 的 定向 叫做 竞赛 图 。 它 是 有 向 图 且 每 一 
个 不 同 顶 点 对 之 间 只 有 一 条 弧 连 接 。 这 条 弧 有 两 个 可 能 的 
方向 。 竞 赛 图 可 以 被 看 作 是 选手 们 的 比赛 记录 ， 它 记录 每 
个 选手 在 一 次 循环 赛 中 战胜 过 哪些 对 手 ， 其 中 ,在 一 次 循 
环 赛 中 每 两 个 选手 只 比赛 一 次 ， 且 没有 平局 。 最 好 的 竞赛 
图 是 这 样 的 一 种 图 2 ， 即 它 能 把 选手 按 一 种 次 序 

Pi pz ,ph, 
排列 ， 使 得 每 一 位 选手 都 可 打败 这 一 排列 中 排 在 他 后 面 的 
所 有 选手 ， 这 样 的 竞赛 图 叫做 可 传递 竞赛 图 (transitive 图 13-2 
tournament) ， 在 可 传递 竞赛 图 中 ,存在 着 选手 的 相 容 排名 。 

我 们 对 一 般 图 中 的 途径 、 路 径 和 图 的 定义 进行 修改 ， 以 获得 一 般 有 向 图 的 类 似 概 念 。 设 D= 
(V，A) 是 一 般 有 向 图 ， 形 如 


dq 


(zol) CTs Ta) ,CT yn) (13. 2) 
的 m 个 弧 的 序列 称 为 从 顶点 Xx。 到 zw 的 长 度 为 m 的 一 条 有 向 途径 ， 途 径 〈13.2) 的 起 始 顶 点 是 
Xo， 终 止 顶 点 是 Xx,。 当 zo 一 x 时， 有 向 途径 是 闭 的 ， 否 则 有 向 途径 是 开 的 。 我 们 也 可 以 把 途径 
(13. 2) 表示 为 





To 全 TI 全 TO 
如 果 途 径 中 的 弧 都 是 不 同 的 ， 则 称 该 途径 是 有 向 迹 ; 如 果 有 向 迹 中 的 顶点 也 都 不 相同 〈zo 一 mm 
的 情况 除外 )， 则 称 它 为 路 径 S ; 封闭 的 路 径 叫 做 有 向 圈 。 

例子 ”考虑 图 13-1 中 给 出 的 5 阶 一 般 有 向 图 。 则 

(1) d->e>c->d->e 是 一 条 有 向 途径 ; 


加 如 果 {a,， Pp) 的 重 数 大 于 1， 则 {a, 5) 中 的 一 些 重 边 可 以 用 (a，0) 来 代替 ， 其 他 重 边 可 以 用 (0，2) 来 
代替 。 
加 ”这 是 从 选手 们 比赛 完 之 后 的 排名 的 角度 看 的 。 
四 “与 途径 和 圈 不 同 ， 我 们 用 路 径 而 不 用 有 向 路 经。 
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(2) c>d->e>c->b 是 一 条 有 癌 迹 ; 

(3) cd 一 ed- 是 一 条 路 径 ; 

(4) c->d->e>c，c>d->c，a->a 都 是 有 向 圈 。 口 

一 般 有 向 图 是 连通 的 ， 如 果 它 的 基础 一 般 图 是 连通 的 。 一 般 有 向 图 是 强 连通 的 ， 如 果 对 于 每 
一 对 不 同 的 顶点 a 和 8， 都 存在 从 < 到 5b 和 从 5 到 a 的 有 向 途径 S 。 如 果 把 一 般 有 向 图 想象 为 市 区 
中 连接 不 同 区 域 的 单 向 行驶 的 公路 网 ， 我 们 看 到 强 连通 性 意味 着 : 你 可 以 沿 着 街道 指定 的 方向 ， 
从 市 区 的 任何 一 个 地 方 到 达 其 他 任何 地 方 。 

例子 图 13-1 中 给 出 的 有 向 图 是 连通 的 ， 但 它 不 是 强 连 通 的 。 仅 从 顶点 5 的 出 度 为 0 这 一 
点 ， 就 能 很 容易 发 现 它 不 是 强 连通 的 。 因 此 ， 无 法 从 5 离开 。 | 口 

在 一 般 有 向 图 已 中 ， 有 向 迹 叫 做 欧 拉 迹 ， 如 果 它 包含 了 了 的 全 部 弧 。 哈 密 顿 路 径 是 包含 了 
全 部 顶点 的 路 径 。 有 向 哈密 顿 图 是 包含 了 全 部 顶点 的 有 向 圈 。 

下 面 两 个 定理 是 定理 11. 2. 2 和 定理 11. 2. 3 的 有 向 图 版 本 。 因 为 其 证 明 也 类 似 ， 因 此 ， 我 们 
省 去 它们 的 证 明 。 

定理 13. 1.2 设 刀 是 有 向 连通 图 。 则 忆 中 存在 有 向 欧 拉 闭 迹 当 且 仅 当 其 每 个 顶点 的 入 度 都 
等 于 它 的 出 度 。 

定理 13.1.3 设 刀 是 有 向 连通 图 . zx 和 y 是 姜 的 不 同 顶点 。 则 了 中 存在 从 工 到 y 的 有 向 欧 

(i) 工 的 出 度 比 其 入 度 大 1; 

(ii) > 的 入 度 比 其 出 度 大 1; 

(和 前) 对 每 一 个 顶点 z 天 rz，y，z 的 入 度 与 出 度 相 等 。 

Ghouila Houri9 给 出 了 定理 11. 3. 2 的 一 个 有 向 图 版 本 的 结果 ， 它 给 出 了 有 向 哈密 顿 圈 存 在 
的 充分 条 件 ， 但 是 其 证 明 却 相当 困难 。 下 面 我 们 只 简单 地 陈述 定理 的 内 容 。 在 这 个 定理 中 ，D 是 
一 个 没有 环 的 有 向 图 (不 是 一 般 有 向 图 )S。 

定理 13. 1.4 设 品 是 没有 任何 环 的 有 向 强 连 通 图 。 如 果 对 任意 顶点 TT， 都 有 

(xz 的 入 度 ) 十 (zz 的 出 度 ) 之 7 








则 DD 中 存在 有 向 哈密 顿 圈 。 
下 面 证 明 竞 赛 图 中 总 存在 哈密 顿 路 径 。 这 表明 总 能 使 选手 按 下 面 的 顺序 排列 : 
Pirp2s"* sp, (13. 3) 
使 得 p, 胜 p,。，ps 胜 ps，…，p。,! 胜 p,。 因 为 我 们 并 没有 强调 每 个 选手 必须 胜 他 后 面 的 所 有 选 
手 ， 所 以 这 个 排列 并 不 意味 着 我 们 有 选手 之 间 的 相 容 排名 。 实 际 上 ， 竞 赛 图 中 甚至 可 能 存在 有 
向 哈密 顿 图， 这 意味 着 : 对 于 每 一 位 选手 ， 都 可 能 存在 一 个 〈13.3) 的 排列 ,他 在 其 中 是 第 
一 名 ! 
定理 13. 1.5 每 一 个 竞赛 图 中 都 存在 哈密 顿 路 径 。 
证 明 设 忆 是 ” 阶 竞赛 图 。 令 
7 :Ti 一 T2 全 p (13.4) 
是 口中 一 条 最 长 的 路 径 。 我 们 通过 证 明 如 果 p 二 n， 那 么 就 能 找到 一 条 更 长 的 路 径 ， 来 证 明 最 长 
的 路 径 〈13. 4) 就 是 一 条 哈密 顿 路 径 。 假 如 p< 二 nx， 使 得 不 在 路 径 〈13.4) 中 的 顶点 集 口 非 空 。 


昌 因此 ， 是 一 条 路 径 。 
© A.Ghouila-Houri, Une condition suffisante d'existence 中 un circuit hamiltonien, C. R. Acad. Sci. , 25] (1960), 494。 
四 ”从 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 有 多 于 一 条 的 弧 ， 不 仅 对 寻找 有 向 哈密 顿 圈 没有 任何 帮助 ， 对 寻找 任何 环 也 没有 帮助 。 
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设 “是 口中 的 任意 一 个 顶点， 如果 存在 一 条 从 v 到 或 从 ,到 的 弧 ， 那 我 们 就 找到 了 一 条 更 长 
的 路 径 。 因 此 ， 假设 z, 和 4 之 间 的 弧 以 为 终止 顶点 ， 类 似 地 ， 假 设 zx, 和 zx 之 间 的 弧 以 x 为 起 始 
顶点 。 我 们 如 此 考察 顶点 “与 序列 xz,，x: ，…，Zs 中 各 顶点 之 间 的 弧 ， 路 径 > 一 定 存在 连续 的 顶 
点 怒 和 zi， 使 得 二 和 zx 之 间 的 弧 以 “为 终止 顶点 ，z+ 与 之 间 的 弧 以 x 为 起 始 顶点 ， 但 这 时 ， 
是 一 条 比 y 还 长 的 路 径 。 我 们 现在 留 一 个 练习 题 ， 利用 这 个 证 明 设 计 一 个 在 竞赛 图 中 求 哈密 顿 路 
径 的 算法 。 | 口 

下 面 通过 两 个 具有 某 种 实际 意义 的 定理 来 结束 这 段 简短 的 引言 。 第 一 个 定理 是 由 Robbinse 
给 出 的 ， 这 个 定理 给 出 了 具有 强 连通 定向 的 一 般 图 的 特性 。 比 如 ， 此 定理 可 以 告诉 没有 单行 线 的 
城市 的 交通 工程 师 是 否 能 够 〈 及 如 何 ) 把 所 有 街道 改 成 单行 道 ， 从 而 使 人 们 能 从 市 区 中 任何 一 个 
地 方 到 达 另 外 任何 一 个 地 方 = 。 

定理 13. 1.6 设 G=(V,，E) 是 连通 图 ， 则 G 有 强 连通 定向 当 且 仅 当 G 中 没有 桥 。 

证 明 首先 , 假设 G 有 桥 a。 从 G 中 去 掉 a 后 ,得 到 一 个 具有 两 个 连通 分 量 G=(V,, FE) 
和 G, 一 (V，E。) 的 非 连 通 图 。 如 果 规 定 a 从 Gi 指向 Cs ， 那 么 就 不 存在 从 Gz 的 顶点 到 达 Gi 的 
顶点 的 有 向 途径 。 如 果 规 定 a 从 G, 指向 G, ， 那 么 就 不 存在 从 G 的 顶点 到 达 G, 的 顶点 的 有 向 途 
径 。 因 此 ，G 不 存在 强 连通 定向 。 

现在 假设 G 中 没有 桥 。 根 据 引 理 11. 5. 3，G 的 每 一 条 边 都 包含 在 某 个 圈 中 。 下 面 的 算法 确 
定 G 的 一 个 强 连 通 定向 。 


求 无 桥 连 通 图 的 强 连 通 定向 的 算法 


设 G=(V，E) 是 没有 桥 的 连通 图 。 
(1) 邻 U 一 条 。 
(2) 找 出 G 的 一 个 圈 7y。 
(ji ) 指定 y 中 边 的 方向 ， 使 其 成 为 一 个 有 向 圈 。 
Ci ) 将 > 中 的 顶点 放 人 1。 
(3) 当 UV 时 ， 执 行 下 面 操作 : 
《| ) 找 出 连接 U 中 一 个 顶点 x 和 非 上 中 顶点 y 的 边 a=={zr，y)。 
(Ci ) 找 出 一 个 包含 边 的 圈 y。 
(并 ) 指定 边 vc 的 方向 从 xz 到 >， 并 继续 指定 y 中 边 的 方向 ， 就 好 像 要 使 它 成 为 一 个 有 向 
圈 一 样 ， 直 到 到 达 U 中 的 一 个 顶点 为 止 。 
Civ) 将 7 中 从 到 z 的 顶点 全 部 放 人 U。 
(4) 对 还 没有 指定 方向 的 每 一 条 边 指定 任意 一 个 方向 。 
我 们 注意 到 在 〈3)(i 〉 步 中 ,包含 边 a 一 {r+，y) 的 轿 可 以 通过 在 去 掉 边 a 后 得 到 的 图 中 找 
到 一 个 连接 x+ 和 y 的 路 径 比如， 一 条 最 短 的 路 径 ) 而 得到。 我 们 还 应 该 明确 : 假如 步骤 (3) 
结束 ， 即 假如 集合 U 确实 获得 了 值 V， 则 由 上 述 算法 得 到 的 有 向 图 就 是 G 的 一 个 强 连 通 定向 。 
但 如 果 UV， 则 由 G 的 连通 性 ， 必 存在 一 条 边 <， 连 接 U 中 的 一 个 顶点 和 非 U 中 的 一 个 顶点 。 
又 因为 G 的 每 一 条 边 都 在 一 个 圈 中 ， 所 以 顶点 y 被 放 入 U 中 。 因 此 , 0 的 终 值 是 V。 口 


O H.E Robbins, A Theorem on Graphs，with an Application to a Problem in Traffic Control, Amer. Math. Monthly, 46 
(1939)，281-283。 
加 ”如果 该 交通 工程 师 没 能 获得 成 功 ， 其 后 果 是 可 想 而 知 的 ! 
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例子 (交易 问题 )” 设 有 个 交易 商 t1，t，…，i,， 他 们 每 人 都 带 着 不 可 分 割 的 商品 ?到 


[511] 市 场 来 进行 交易 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 假定 对 每 个 交易 商 来 说 ， 他 只 能 交易 到 一 种 商品 ， 除 了 这 


个 假定 之 外 ， 商 品 可 以 自由 地 在 交易 商 之 间 交 换 。 每 个 交易 商都 把 大 家 带 到 市 场 的 件 商品 ( 包 
括 他 自己 的 商品 〉 按 照 他 对 商品 的 偏爱 程度 进行 排列 。 排 列 顺序 不 能 有 并 列 ， 因 此 ， 每 个 人 对 次 
品 的 排列 都 是 从 1 到 n。 市 场 活动 的 作用 就 是 要 在 这 个 交易 商 之 间 重 新 分 配 (或 交换 ) 商品 的 
所 有 权 。 这 样 的 一 个 交换 叫做 分 配 。 我 们 把 分 配 看 作 是 一 个 一 对 一 的 函数 
o: 人 

其 中 ，p(#)==5 的 意思 是 :在 分 配 中 ， 交易 商 #4 接受 了 交易 商 i; 的 商品 。 分 配 o 叫做 核心 分 配 
(core allocation) ， 如 果 它 满足 下 面 的 性 质 : 不 存在 少 于 ”个 交易 商 的 子 集 S， 使 得 他 们 在 这 个 子 
集中 交易 时 ， 每 个 人 都 能 获得 比 他 在 分 配 o 中 排 位 还 高 的 商品 S。 例 如 ， 假 设 "一 5， 交 易 商 的 偏 
爱 顺 序 由 下 表 给 定 : 








如 to ts i ts 
t) 4 3 1 2 5 
大 4 3 1 2 5 
13.5 
ts 4 3 5 1 2 (13, 5) 
如 1 4 3 5 2 
t 4 5 2 1 3 





上 面 表格 的 第 一 行 是 给 出 的 商品 排列 。 因 此 ， 认为 ss 的 商品 最 有 价值 ， 其 余 的 商品 顺序 依 
次 是 li», ta» tl, tso 表 中 其 他 行 的 意思 类 似 。 一 种 可 能 的 分 配 p 是 
p(t1)=ts, pt)=t, pl)=h, pu)=ts, plts) = 
这 一 分 配 不 是 核心 分 配 ， 因 为 
pH)=u, PR) 一 三 
对 交易 商 tt ，& 定义 了 一 个 分 配 ， 在 这 一 分 配 中 ， 他 们 每 人 都 得 到 了 比 他 们 在 分 配 p 中 得 到 的 价 
值 还 高 的 商品 。 在 这 个 例子 中 ， 一 个 核心 分 配 是 o* : 
Pp (HD) =t, p(t)=t, p(t)=ud, pu)=h, p(t)=6 

是 否 每 一 个 交易 问题 都 存在 核心 分 配 ? 在 本 节 剩 下 的 内 容 中 ， 我 们 将 回答 这 个 问题 9。 口 

有 向 图 为 交易 问题 提供 了 一 个 方便 的 数学 模型 。 我 们 考虑 有 向 图 D 一 (YY，4)， 其 中 的 顶点 
代表 nn 个 交易 商 。 从 每 一 个 顶点 向 其 他 顶点 画 一 个 弧 ， 包括 向 它 自身 也 画 一 个 弧 S。 因 此 ， 每 个 
顶点 的 入 度 为 x*， 且 出 度 也 为 *， 这 样 的 有 向 图 DD 叫 做 nn 阶 完全 有 向 图 。 对 每 个 顶点 4， 把 1， 
2，…， 7 标记 在 或 赋 权 给 ) 离开 它 的 每 条 弧 上 ， 以 与 点 的 偏爱 相 一 致 。 一 个 分 配 相当 于 把 项 
点 划分 成 多 个 有 向 圈 。 这 一 结论 是 下 面 引 理 的 一 个 推论 ， 该 引 理 的 意思 是 ， 从 一 个 集合 到 它 自 身 
的 一 对 一 的 函数 可 以 被 看 作 是 由 一 个 或 多 个 没有 公共 顶点 的 有 向 圈 组 成 的 有 向 图 。 

引 理 13. 1.7 设 刀 是 有 向 图 ， 其 中 每 个 顶点 的 出 度 至 少 是 1， 则 DD 中 存在 有 向 图 。 

证 明 构造 有 向 圈 的 算法 如 下 : 


求 有 向 图 的 算法 
设 是 任意 顶点 。 


昌 ”这 个 例子 及 其 随后 的 分 析 中 ， 有 一 部 分 内 容 基于 文章 “On Cores and Indivisibility”， 由 I. Shapely 和 H. Scarf 发 


表 于 Studies in Optimization (MAA Studies in Mathematics, vol. 10), 1974, Mathematical Association of 
America, Washington, D.C. ，104-123。 

例如 一 辆 车 或 一 座 房 子 。 

换 句 话说， 不 存在 少 于 ”个 交易 商 的 子 集 S 和 他 们 之 亲 的 一 个 分 配 p ， 使 得 对 于 S 中 的 每 一 位 交易 商 t,，z; 把 
2 (6) 的 商品 置 于 高 于 o() 的 位 置 上 。 

给 出 肯定 的 答案 。 

国 因此, 在 每 个 顶点 处 都 形成 一 个 环 。 


@ 00 
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(1) 邻 i1=1 和 xz! 二 nu。 
(2) 如 果 xz; 与 已 经 选 过 的 某 个 顶点 x;(j 达 i) 相同 ， 则 转 到 (4)， 否 则 转 到 〈3) 。 
(3) 执行 如 下 操作 : 

(| ) 选择 一 个 离开 zx 的 弧 (x;，z,+1)。 





(ii) 把 i 增加 1。 
(这 )》 转 到 〈2) 。 
(4) 输出 有 向 图 
Ti IH YX XX 
因为 每 个 顶点 都 是 至 少 一 条 弧 的 起 始 项 点 ， 又 由 于 我 们 一 旦 获得 了 一 个 重复 顶点 就 马上 结束 ， 
所 以 算法 输出 的 确实 是 一 个 有 向 圈 。 口 


推论 13. 1.8 设 针 是 n 个 元 素 的 集合 ,f: X-> 导 是 一 对 一 的 函数 ，Di 一 (X，A47) 是 有 向 

图 ， 其 缴 的 集合 Aj 为 
A 二 {(x,f(z)):z 在 X 中} 

则 Dj 的 颖 可 以 被 划分 为 有 向 图 ， 且 每 个 顶点 恰好 属于 一 个 有 向 圈 。 

证 明 因为 函数 了 是 一 一 对 应 的 ， 由 铝 梨 原理 的 推论 ， 也 是 到 上 的 映射 。 现 在 由 弧 集 合 
47 的 定义 可 知 ，PDy 的 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 均 为 1。 根据 引 理 13. 1.7，Dy 中 存在 有 向 圈 y。 如 
果 每 个 顶点 都 是 7 中 的 顶点 ， 则 在 这 种 情况 下 ， 我 们 的 划分 只 包含 一 个 y; 否则 去 掉 y〈 包 括 它 
的 顶点 和 弧 )， 在 剩 下 的 图 中 ， 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 仍 为 1。 继续 去 掉 有 向 圈 ， 直 到 用 完 所 有 





的 顶点 为 止 ， 这 就 得 到 了 我 们 所 需要 的 划分 。 口 
例子 ”对 应 于 “交易 问题 ”的 例子 中 所 定义 的 分 配 p 和 p' ， 有 向 图 D, 和 Dj 所 给 出 的 有 向 
圈 划 分 分 别 如 图 13-3 和 图 13-4 所 示 。 口 
1 , 
图 13-3 图 13-4 


核心 分 配 的 存在 性 问题 可 以 被 看 作 是 9. 3 节 中 所 描述 的 稳定 婚姻 问题 (stable marriage prob- 
lem) 的 有 向 图 版 本 。 下 面 ， 我 们 利用 有 向 图 模型 来 回答 核心 分 配 的 存在 性 问题 。 

.定理 13. 1.9 每 一 个 交易 问题 都 存在 核心 分 配 。 

证 明 本 定理 的 证 明说 明 如 何 连续 使 用 引 理 13. 1.7 的 证 明 中 所 给 出 的 求 有 向 圈 的 算法 ， 产 
生 一 个 核心 分 配 。 

设 交 易 商 的 集合 为 V 二 {tz ，t ，…，i,}。 考 虑 偏爱 有 向 图 户 一 (V，A)， 其 中 ， 从 翅 到 误 
存在 统 (t;，t)， 当 且 仅 当 z 在 所 有 的 商品 中 最 喜欢 1; 的 商品 。 该 有 向 图 中 每 个 顶点 的 出 度 均 为 
1， 因 此 ,根据 引 理 13. 1. 7，D' 中 存在 一 个 有 向 圈 y,。 令 Vi 是 7 中 顶点 的 集合 , 设 仿 二 (V 一 
V'，A) 是 具有 顶点 集 V 一 V' 的 偏爱 有 向 图 ? ， 其 中 ， 从 i 到 z 存在 统 (i;，s;)， 当 上 且 仅 当 在 所 
有 YV 一 人 中 的 交易 商 的 商品 中 ，i; 最 计 欢 1; 的 商品 。 该 有 向 图 刀 : 中 每 个 顶点 的 出 度 仍然 是 1， 
再 次 根据 引 理 13, 1. 7， 我 们 可 以 求 得 一 个 有 疝 圈 7y;。 令 V 是 7 中 项 点 的 集合 ， 并 考虑 偏爱 有 
向 图 成 二 (V 一 (VUV)，A’)。 一 直 继 续 下 去 ， 我 们 得 到 k 宇 1 个 具有 顶点 集 V， Vi …,，V* 





日 充分 注意 ，D? 的 顶点 集 只 是 交易 商 的 子 集 。 
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的 有 向 圈 丁 二 (y，%，…，X}， 其 中 ,VV ，…，V* 是 交易 商 集合 V 的 一 个 划分 。 圈 集 栈 确 
定 了 一 个 分 配 p: 每 个 交易 商 恰好 是 矿 中 一 个 有 向 圈 的 顶点 ， 在 该 有 向 圈 中 ， 存 在 从 ts 到 某 个 
i 的 弧 。 定 义 plz,) 二 ,就 得 到 了 一 个 分 配 。 . 

下 面 证 明 分 配 p 是 一 个 核心 分 配 。 设 U 是 少 于 n 个 交易 商 的 任意 子 集 ，; 是 满足 UNV’ 关 名 
的 最 小 整数 ， 则 

UCViUU Vi=V—(V UU U Vi) 

且 品 是 有 向 图 D’ 中 顶点 的 子 集 。 设 i 是 UNVi 中 的 任意 一 个 交易 商 。 则 在 分 配 。 中 ，z, 得 到 的 
商品 是 他 在 V 一 CV U…UVW ') 中 所 有 交易 商 的 商品 中 排 位 最 高 的 商品 ， 因 而 也 是 U 中 所 有 交 
易 商 的 商品 中 排 位 最 高 的 商品 。 所 以 ， 在 与 U 中 成 员 的 交易 中 ，z, 不 能 得 到 比 他 在 o 中 排 位 还 高 
的 商品 ， 因 此 ,pp 是 一 个 核心 分 配 。 

例子 ”考虑 由 表 (13. 5) 所 确定 的 交易 问题 。 其 偏爱 有 向 图 D 如 图 13-5 所 示 ， 该 有 向 图 中 
只 有 一 个 有 向 圈 ， 即 














(se 
其 偏爱 有 向 图 忆 如 图 13-6 所 示 ， 它 由 两 个 不 相交 的 有 向 圈 构 成 ， 即 


tt, 和 ti 


i {s 
L 1 fs 


图 13-5 图 13-6 


我 们 可 以 剔除 其 中 的 任意 一 个 ， 则 另外 一 个 就 是 偏 受 有 向 图 D*。 于 是 我 们 问题 的 一 个 核心 
分 配 是 : 











pt) = ppl) =, pu)=t, pb) =t, olts) = 


13.2 网 络 


网 络 是 指定 了 两 个 顶点 源 和 目标 上 的 有 向 图 (V，A)， 这 里 * 关 t， 且 在 图 中 ， 每 条 弧 u 都 
有 一 个 非 负 的 权 cla)， 叫 做 该 弧 的 容量 (capacity)。 用 N= 二 (V，A，s，t，c) 来 表示 网 络 。 

网 络 中 要 处 理 的 一 个 基本 问题 就 是 : 在 有 向 图 中 所 给 定 的 弧 及 其 所 给 定 弧 的 容量 限制 下 ， 
把 一 种 物质 从 源 移 到 目标 。 正 式 地 说 ， 网 络 N 中 的 流 〈flow) 定义 为 一 个 函数 f/， 它 为 每 条 弧 a 
赋予 一 个 实数 f(a)， 满 足下 列 条 件 限制 : 

(1) 0 委 Ao 委 ca) (通过 一 条 弧 的 流 是 非 负 的 ， 且 不 超过 弧 的 容量 )。 





(2) 对 每 个 顶点 xz 隆 s，t，2 f(a) 一 2 f(a) (对 每 个 不 同 于 源 和 上 自 标 的 顶点 x, 进入 x 的 流 
量 等 于 流出 z 的 流量 )。 
为 了 说 明 流 出 源 的 净 流 量 


DD fw 一 >)j(a) 


(oD) =x 





日 一 般 而 言 ， 如 果 一 个 偏爱 有 向 图 是 由 两 两 互 不 相交 的 有 向 圈 构 成 的 话 ， 则 由 定理 13. 1. 9 的 证 明 中 构造 的 核心 分 
配 o 也 就 确定 了 。 
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等 于 进入 目标 的 净 流 量 
ff 
(其 共同 值 为 从 源 到 目标 的 流量 )， 我 们 来 证 明 下 面 的 结论 。 对 任意 顶点 集 U, 令 


UU 二 {ga: lw) 在 U 中 ,zla) 不 在 U 中 } 
和 


二 {a : ca) 不 在 口中 ,ra) 在 U 中 )} 
引 理 13.2.1 设 f 是 网 络 N 二 (VV，A，s，1，cC) 中 的 流 , U 是 包含 源 s 但 不 包含 目标 上 的 顶 


点 集 。 则 
DFO f= Df) fl) 
o€U EU ta)=s Ha)=s 
证 明 用 两 种 方法 来 求 下 面 这 个 和 式 : 
3 (B/W Bf) (13. 6) 
一 方面 ， 根 据 流 的 定义 可 知 : 除了 与 顶点 ;有关 的 项 之 外 ,在 外 层 和 号 中 的 所 有 项 均 为 零 。 因 
此 ， 和 和 式 的 值 为 
ff 一 /0® (13.7) 
另 一 一 方面 ， 我 们 可 以 改写 (13.6) 成 为 
>),>),Fo 一 >,>)Fo 
XE€EU (0)=r z=U rl(a)=7r 
或 等 价 地 写成 
2 f(0) 一 之 ja) (13. 8) 
由 于 起 始 顶 点 与 终止 顶 点 均 在 吕 中 的 统 < 对 于 和 13.8) 的 兆 增 值 是 f(a) 一 f(a) 一 0， 因此 ， 和 


(13. 8) 等 于 
Df — fo) 


所 以 ， 引 理 中 陈述 的 等 式 成 立 。 口 


在 引 再 13. 2 中， 到 Y 人 人， 则 是 以 :为 终止 顶 点 的 所 用 的 集合 ， 忆 是 以 * 为 起 

顶点 的 所 有 弧 的 集合 
Sw- 人 LA 一 DA 一 DA (13. 9) 

在 (13.9) 中 ， 两 个 表达 式 的 共 # 同 值 叫做 流 的 值 ， 记 作 val( 万， 

给 定 网 络 N 一 (V，A，s，t，c)，NN 中 的 一 个 流 是 最 大 流 ， 如 果 在 NN 的 所 有 流 中 ， 它 的 值 最 大 。 
最 大 流 的 值 〈 流 的 最 大 值 ) 等 于 与 网 络 相 关 的 另 一 个 量 的 最 小 值 。 我 们 将 仅 在 容量 函数 为 整数 值 的 
情况 下 ， 证 明 这 一 重要 事实 。 在 证 明 该 事实 的 过 程 中 ， 我 们 得 到 了 一 个 构造 最 大 流 的 算法 。 

网 络 N= 二 (VY，A，s,t，c) 中 的 割 集 (cut) 是 弧 的 集合 C， 它 满足 : 从 源 s 到 目标 的 每 条 
路 径 至 少 包含 C 中 的 一 条 弧 。 割 集 C 的 容量 cap(C) 是 C 中 所 有 强 的 容量 之 和 。 一 个 割 集 是 最 
小 划 集 (minimum cut) ， 如 果 它 在 NN 的 所 有 割 集中 容量 最 小 。 

一 个 割 集 是 极 小 害 集 (minimal cut) ， 如 果 从 C 中 删除 任意 一 条 强 而 得 到 的 集合 都 不 是 割 集 ? 。 





名 由 此 可 知 ， 通 过 对 所 有 有 理 数 选择 一 个 共同 的 分 母 ， 对 值 均 为 有 理 数 的 容量 函数 也 是 成 立 的 。 在 容量 函数 的 值 
不 都 是 有 理 数 的 情况 下 ， 我 们 不 得 不 采取 一 个 极限 过 程 。 

所 以 不 经 过 C 中 的 强 不 可 能 从 到达。 

因此 ， 最 小 割 集 是 从 算术 量 的 角度 定义 的 ， 而 极 小 割 集 是 从 集合 论 的 角度 定义 的 ， 如 果 所 有 弧 的 容量 都 是 正 的 ， 
则 最 小 割 集 就 是 极 小 割 集 。 


Do 
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《这 表明 对 于 C 中 的 每 一 条 弧 a， 总 存在 一 条 从 ; 到 i 的 包含 a 的 路 径 ， 但 不 包含 C 中 的 其 他 弧 .) 

我 们 首先 证 明 任意 一 个 极 小 割 集 是 对 某 个 包含 但 不 包含 上 的 顶点 集合 UU 来 说 ， 形 如 的 害 
集 。 这 表明 制 集 的 最 小 容量 可 以 通过 这 种 形式 [的 割 集 而 达到 。 

引 理 13， 2.2 设 N= (V, A, S» ts, Cc) 是 以 C 为 极 小 割 集 的 网 络 ， U 是 所 有 这 样 的 顶点 工 
的 集合 ;: 存在 从 源 * 到 工 且 不 含 C 中 的 约 的 路 径 。 则 口 是 割 集 ， 且 C 一 UU，。 

证 明 ”我们 注意 到 ;在 U 中 ,这 是 因为 只 由 顶点 s 构成 的 路 径 是 一 条 平凡 的 路 径 ， 该 路 径 中 
不 含 C 中 的 弧 。 因 为 C 是 割 集 ， 所 以 目标 :不 在 口中 。 因 此 ,也是 割 集 。U 中 的 每 条 (rz，y) 必须 


都 在 C 中 ， 和 否则 将 存在 一 条 从 * 到 y 的 路 径 ， 该 路 径 不 含 U 中 的 弧 ， 且 y 会 在 辟 中 。 因 此 DEC。 

现在 设 a 二 (a，6b) 是 C 中 任意 一 条 弧 。 因 为 C 是 一 个 极 小 割 集 ， 所 以 存在 从 ;到 + 且 包 含 a 
但 不 含 C 中 的 其 他 弧 的 路 径 y。 这 意味 着 : a 的 起 始 顶点 a 在 U 中 。 假 如 存在 一 条 从 * 到 4 且 不 
合 C 中 的 弧 的 路 径 y'， 则 y 连 上 y 中 从 6 到 + 的 部 分 ， 将 是 一 条 从 * 到 上 的 路 径 ， 该 路 径 中 不 含 C 
中 的 缴 。 由 此 可 知 ，a 的 终止 顶点 6 不 在 U 中 ， 所 以 , a 属于 U， 且 CEU。 因此 , C=U。 口 

下 面 我 们 来 证 明 非 常 重要 的 最 大 流 最 小 割 集 定理 。 

定理 13.2.3 设 N=(V,，A，,，;s, 1，c) 是 网 络 ， 则 N 中 流 的 最 大 值 等 于 NN 中 割 集 的 最 小 容 
量 。 换 名 话说， 最 大 流 的 值 等 于 最 小 割 集 的 容量 。 如 果 所 有 弧 的 容量 都 是 整数 ， 则 存在 所 有 值 也 
都 是 整数 的 最 大 流 。 

证 明 我们 仅 限 在 容量 值 都 是 整数 的 假定 下 来 证 明 这 个 定理 。 整 个 定理 的 证 明 可 以 借助 极 
限 来 论证 。 

证 明 中 的 第 一 部 分 并 没有 用 到 容量 函数 的 整数 性 质 。 我 们 首先 证 明 ， 对 于 任意 的 流 f 和 任 
意 的 割 集 C， 有 

val(f) < cap( 0) (13. 10) 


根据 引 理 13. 2. 2 可 知 ， 只 要 证 明 对 形 如 的 制 集 这 个 不 等 式 成 立 就 可 以 了 ,其 中 是 s 在 口中 
且 zt 不 在 U 中 的 顶点 集 。 根 据 引 理 13. 2. 1 及 流 的 值 非 负 的 事实 ， 有 


val(f)= Df Df Df SC Dclo) = capU 


剩 下 的 就 是 要 证 明 : 存在 只 有 整数 值 的 流产 和 制 集 C， 使 得 val( 了 ) 二 cap(C)。 这 样 的 流 f 就 是 一 个 
最 大 流 ， 而 这 样 的 割 集 人 就 是 一 个 极 小 割 集 。 

我 们 从 N 上 任意 一 个 整数 值 的 流 f 开始 。 所 有 流 的 值 都 为 零 的 罕 流 满足 这 一 要 求 ， 尽 管 一 
般 来 说 ， 就 当前 的 问题 而 言 ， 通 过 反复 试验 ， 我 们 可 以 找到 一 个 合理 的 整数 值 的 流 。 下 面 我 们 氢 
述 一 个 算法 ,该 算法 将 导致 以 下 两 种 可 能 之 一 : 

突破 (breakthrough) ;找到 一 个 满足 val( 了 ) 二 val( 有 十 1 的 整数 值 的 流 f。 对 于 这 种 情况 ， 
我 们 用 f= 了 来 重复 此 算法 。 

非 突 破 (non breakthrough) : 突破 没有 发 生 。 对 于 这 种 情况 ， 我 们 给 出 一 个 割 集 ， 其 容量 等 
于 流 f 的 值 。 这 个 割 集 就 是 我 们 所 期 望 的 最 小 割 集 ， 而 该 流 f 就 是 我 们 所 期 望 的 最 大 流 。 


基本 流 算法 


从 网 络 N 二 (V，A，s，t，c) 的 任意 一 个 整数 值 的 流 f 开始 。 
(0) 令 U={s)。 
(1)〉 当 存在 满足 两 个 端 顶点 之 一 在 U 中 而 另 一 个 不 在 U 中 的 弧 c 一 (z，?) 时 9; 





晶 为 了 使 算法 更 易 理 解 ， 对 此 处 文字 做 了 较 大 修改 。 一 一 译 者 注 
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(a) 若 x 在 UU 中 而 yy 不 在 UU 中 ,上 且 Fw<c(c) ， 则 把 y 放 人 U。 
(b) 若 z 不 在 口中 而 y 在 台中 , 且 f(a)>>0, 则 把 + 放 入 U。 
(2) 输出 U。 


这 样 ， 在 这 个 算法 中 ,我 们 做 下 面 的 两 件 事 之 一 ，(a) 寻找 UU 中 的 一 条 统 (从 ;流向 :)， 其 


流量 值 小 于 其 容量 值 〈 并 通过 把 弧 的 终止 顶点 放 入 口 来 修改 U); (b) 寻找 口中 的 一 条 弧 (从 
流向 s)， 其 流量 值 是 正 的 (并 通过 把 弧 的 起 始 顶 点 放 作 口 来 修改 U)。 当 网 络 中 再 没有 这 样 的 绝 
时 ,算法 结束 ， 于 是 输出 当前 的 集合 U。 

我 们 根据 目标 是否 在 U 中 来 考虑 下 面 的 两 种 情况 。 我 们 将 会 看 到 ， 这 两 种 情况 分 别 对 应 于 
突破 和 非 突破 。 

情况 1 目标 tz 在 口中 。 

根据 算法 ， 对 某 个 整数 m， 存 在 不 同 项 点 的 序列 

To = syTiyT2 rm 一 上 

使 得 对 任意 的 j 一 0，1，2，…，m 一 1， 必 发 生 下 面 两 种 情况 之 一 : 

(a) & 二 (zx;，Zzir1) 是 网 络 的 一 条 弧 ， 满 足 Fa )<ce(a); 

(b) aj— (zr, Xj) 是 网 络 的 一 条 弧 ， 满 足 fla;)>0。 

我 们 按 如 下 方式 在 弧 的 集合 A 上 定义 一 个 整数 值 函数 了: 

f(a) 十 1 如 果 a 是 上 述 (a) 中 的 缠 mw 之 一 
f(a) = ee 如 果 a 是 上 述 (b) 中 的 绒 w 之 一 
fla) 其 他 情况 

由 六 的 定义 及 所 有 容量 和 流 f 的 值 都 是 整数 的 假设 ， 有 0 委 广 (o 委 c(Cc) 。 这 样 的 广 是 一 个 
流 ， 因 为 对 于 每 一 个 顶点 zj 二 1，2,，…，m 一 1)， 进 入 zz; 的 总 流量 等 于 流出 zi; 的 总 流量 例 
如 ， 如 果 (zi-1， Zi) 和 《zi+l1， Ij;) 都 是 弧 ， 则 流量 在 zz 的 净 变 化 为 : 十 1 一 1 一 0) 。 流 六 的 值 
val( 广 ) 等 于 val( 有 十 1， 因 为 或 者 (s，x1)= 二 (xo，xz1) 是 弧 ， 这 时 流出 s 的 流量 增加 1; 或 者 
(xz1，5s) 二 (x1，zo) 是 弧 ， 这 时 流入 * 的 流量 减少 1。 无 论 是 哪 种 情况 ， 从 s 处 流出 的 流 的 净 增 量 
为 1。 

情况 2 目标 i 不 在 U 中 。 


在 这 种 情况 下 , U 是 一 个 割 集 ， 根 据 该 算法 有 
(a) 对 口中 的 每 条 弧 a,， 有 f(a)=c(a); 
(b) 对 可 中 的 每 条 弧 ， 有 f(a)=0。 


因此 ， 
val() = > Fo 一 Fa) = yc(a) = capU 
a€U ae 已 a€EU 
所 以 ，7=f 是 一 个 最 大 流 ， 而 =U 是 一 个 最 小 割 集 。 口 


作为 本 节 的 结束 ， 我 们 利用 最 大 流 最 小 割 集 定理 推导 两 个 重要 的 组 合 学 结论 ， 包 括 第 12 章 
的 定理 12. 5. 3 。 

例子 设 D=(V，A) 是 一 个 模拟 通信 网 络 的 有 向 图 。 顶 点 代表 网 络 中 的 结 点 《中 继 点 )， 
弧 代表 有 向 〈 单 向 ) 通信 线路 。 考 虑 对 应 于 Y 中 的 顶点 s 和 的 两 个 结 点 。 通 过 铺设 有 向 线路 ， 
我 们 希望 建立 一 个 从 > 到 上 的 通信 线路 。 因 为 通信 线路 可 能 会 发 生 故 障 ， 为 了 在 发 生 某 种 故障 的 
情况 下 也 能 从 ; 向 i 发 送信 息 ， 因 此 在 有 向 图 中 存 有 富余 是 有 必要 的 ， 也 就 是 说 ， 即 使 某 些 弧 有 
总 障 也 仍 能 使 信息 从 * 到 达 上 #。 我 们 在 万 的 弧 中 定义 评分 离 集 S 为 DD 的 弧 的 集合 ,使 得 从 ;到 1 
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的 任意 一 条 路 径 至 少 使 用 S 中 的 一 条 弧 。 只 有 当 si 分 离 集 中 的 所 有 弧 都 发 生 故 障 时 ， 才 不 能 从 s 
向 上 发 送信 息 。 下面 的 Menger 定理 刻画 了 具有 最 少 弧 数 量 的 st 分 离 集 的 特性 。 口 

定理 13.2.4 设 s 和 t 是 有 向 图 DD 一 (V，A) 中 的 不 同 顶点 ， 则 从 到 上 的 逐 对 弧 不 相交 的 
路 径 的 最 多 数目 等 于 st 分 离 集 中 弧 的 最 少数 目 。 

证 明 设 N=(V，4，s*，!，c) 是 每 条 弧 的 容量 均 为 1 的 网 络 ， 则 N 中 的 割 集 是 DD 中 的 5 
分 离 集 (反之 亦 然 ;， 且 割 集 的 容量 等 于 制 集中 弧 的 个 数 。 

考虑 NN 中 的 整数 值 流 f， 令 val( 有 二 =p。 因为 所 有 容量 值 为 1， 所 以 f 的 取 值 只 能 是 0 和 1: 
对 每 条 弧 a，f 或 “选取 ”a 〈( 当 f(a) 二 1 时 ), 或 不 选取 a( 当 fla) 二 0 时 )。 通 过 对 p 施 归 纳 法 ， 
证 明 存 在 从 ;到 i 的 p 条 逐 对 强 不 相交 的 路 径 ， 这 些 路 径 由 f 所 选择 的 弧 组 成 。 当 p 一 0 时 ， 是 
一 种 平凡 情况 。 假 设 p 宇 1， 则 存在 从 s 到 z 的 路 径 Y; 否则 ， 如 果 UU 是 从 :能够 沿 一 条 路 径 到 达 


的 顶点 集 ， 则 0U= 是 N 中 容量 为 零 的 割 集 ， 与 p 宇 1 矛盾 。 设 f' 是 通过 了 对 y 的 弧 流 的 值 减 1 
而 得 到 的 值 为 p 一 1 的 整数 流 ， 则 根据 归纳 法 ， 存 在 从 ;到 1 的 p 一 1 条 逐 对 弧 不 相交 的 路 径 ， 它 
们 由 广 所 选择 的 弧 组 成 。 这 p 一 1 条 路 径 与 7y 一 起 就 是 p 条 逐 对 弧 不 相交 的 路 径 ， 它 们 由 f 所 选 
择 的 弧 组 成 。 

反之， 如 果 存 在 从 > 到 上 的 关 条 逐 对 弧 不 相交 的 路 径 ， 则 显然 N 中 存在 值 为 p 的 整数 流 。 根 
据 最 大 流 最 小 割 集 定理 13. 2. 3， 定 理 得 证 。 口 

回顾 一 下 第 11 章 和 第 12 章 的 一 些 事实 。 二 分 图 CG 是 一 个 简单 图 ， 其 顶点 可 以 被 划分 为 这 样 
的 两 个 集合 X 和 Y: 每 一 条 边 都 连接 X 中 的 一 个 顶点 和 Y 中 的 一 个 项 点。 集合 对 六 ，Y 叫做 G 
的 一 个 二 分 划 。G 中 的 匹配 是 逐 对 顶点 不 相交 的 边 的 集合 ; G 的 覆盖 是 满足 下 述 条 件 的 顶点 集合 
C: G 的 每 一 条 边 至 少 有 一 个 顶点 在 C 中 。G 的 匹配 中 边 的 最 多 数目 记 作 pC(G)， 覆 盖 中 顶点 的 最 
少数 目 记 作 c(G)。 下 面 我 们 说 明 如 何 从 Menger 定理 13. 2. 4 导出 定理 12. 5. 3。 

定理 13.2.5 设 G 是 二 分 图 ， 则 po(G) 一 c(G) 。 

证 明 设 X, Y 是 G 的 二 分 划 。 我 们 先 构 造 一 个 有 向 图 D 二 LXUYUts, 2z}，A), 其 中 和 
是 不 属于 XUY 的 不 同 元 素 。D 中 的 弧 是 如 下 得 到 的 、 

(1) 对 每 一 个 开 属 于 X，(s，z) (是 从 源 到 X 中 每 一 个 顶点 的 弧 ); 

(2) 对 G 中 的 每 一 条 边 {zx，y}， (z+，y) (因此 ，N 中 所 有 的 弧 都 是 从 XX 到 YY 的 ); 

(3) 对 每 一 个 > 属于 Y，(y， 六 (Y 中 的 每 一 个 顶点 到 目标 t 的 弧 ) 。 

设 m，…，7 是 中 从 到 :的 逐 对 弧 不 相交 的 路 径 的 集合 .每 条 路 径 y 都 形 如 
5 一 TYyr->t 其 中 忧 是 X 中 的 顶点 而 y; 是 了 中 的 顶点 ， 而 且 边 《zi， Yi} {xp yo} 构成 
G 的 大 小 为 2 的 匹配 。 反 之 ， 从 G 中 一 个 大 小 为 p 的 匹配 出 发 可 以 构造 出 DD 中 的 p 条 逐 对 绝 不 
相交 的 路 径 。 因 此 ，p(G) 等 于 DD 中 从 s 到: 逐 对 弧 不 相交 的 路 径 的 最 大 数目 。 

现在 , 设 C=X'UY' 是 G 的 覆盖 ,其 中 XX 导 XX, YCY。 因 为 DD 中 从 s 到 t 的 每 条 路 径 都 使 
用 一 条 形 如 (x，y) 的 弧 ， 其 中 {xz，y) 是 G 的 一 条 边 ， 所 以 

S 一 (5z)|z 属于 X) UL(ICGO DD1y 属于 YY} 《13. 11) 

是 卫 中 的 半分 离 集 ， 其 中 |C| =|S|。 反 之 ， 如 果 S 是 中 形 如 (13.11) 式 的 st 分离 集 ， 则 由 
C=X'UY 定义 的 集合 C 是 G 的 覆盖 。 现 在 假设 本 是 DD 中 任意 一 个 si 分 离 集 ， 则 将 工 中 形 如 
(zx，y) 的 弧 (xz 属于 X，y> 属 于 Y) 用 弧 (s，z) 代替 ， 所 得 到 的 集合 人 也 是 st 分 离 集 。 此 外 ， 
对 某 个 X'SX 及 YCY,， 人 具有 式 (13.11) 的 形式 ， 且 | 全 | 委 |1TI (这 是 因为 ， 比 如 工 中 可 能 存 
在 多 条 形 如 (x，…) 的 弧 ),， 并 且 X'UY' 是 G 的 覆盖 。 所 以 c(G)》 等 于 DD 的 st 分 离 集 中 弧 的 最 
少数 目 。 因 此 ， 由 定理 13. 2. 4， 有 po(G) 一 c(G) 。 口 

下 一 节 描 述 一 个 基本 流 算法 的 特 化 ， 用 于 求 拥有 最 大 边 数 的 二 分 图 忠 配 。 
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13.3 回顾 二 分 图 匹配 


设 G 是 有 二 分 划 X，Y 的 二 分 图 ， 且 匹配 数 为 p(G) 。 每 一 个 匹配 M 满足 |M1I 委 o(G)。 满 足 
| MI =o(G) 的 匹配 称 为 最 大 匹配 (max-matching)。 如 果 我 们 已 知 po(G)， 那 么 就 可 以 判定 任意 
一 个 匹配 M 是 否 是 最 大 匹配 ， 方 法 是 计算 M 中 的 边 数 1M| 并 查看 |M | 二 pLG〉 是 否 成 立 。 

例子 考虑 图 13-7 所 示 的 二 分 图 G。 边 {zi，yz) 和 {x:，y1} 是 大 小 为 2 的 匹配 ， 因 为 
2(G) 不 可 能 大 于 2， 所 以 我 们 有 p(G)= 二 2。 边 {x;，y}) 确定 只 有 一 条 边 的 匹配 M。 此 外 ,不 存 
在 满足 MEM' 且 |M 1=2 的 匹配 M ， 所 以 我 们 无 法 下 结论 说 : 如果 我 们 知道 不 可 能 把 一 个 匹配 
增 大 使 其 包含 更 多 的 边 ， 则 这 个 匹配 就 是 一 个 最 大 匹配 。 口 

下 面 我 们 讨论 在 事先 不 知道 pC(G〉 的 情况 下 ， 如 何 去 确 认 一 个 匹配 是 否 是 最 大 匹配 。 一 旦 我 
们 有 了 一 个 最 大 匹配 M， 则 就 可 以 通过 pC(G) 二 |M| 确 定 p(G)。 

设 M 是 二 分 图 G 的 匹配 ，M 是 M 在 G 中 的 补 ， 即 所 有 不 属于 M 的 G 的 边 的 集合 。 设 wx 和 
是 顶点 ， 它 们 中 的 一 个 属于 X， 一 个 属于 Y。 连 接 x 和 w 的 路 径 y 是 相对 于 匹配 M 的 交错 路 径 
(alternating path with respect to the matching M， 人 简称 M 交错 路 径 ) ， 如 果 下 面 的 性 质 成 立 : 

(1) 7 的 第 一 条 、 第 三 条 、 第 五 条 、… 边 不 属于 匹配 M (因此 它们 属于 M) 。 

(2) y 的 第 二 条 、 第 四 条 、 第 六 条 、… 边 属于 匹配 M。 

(3) x 和 w 都 不 与 匹配 M 的 边 相 遇 。 

注意 ，M 交错 路 径 y 的 长 度 是 奇数 2 十 1， 其 中 宇 0, 且 7Y 的 十 1 条 边 是 M 的 边 , 而 y 的 
条 边 是 M 的 边 。 下 面 我 们 引入 一 些 记 法 。 

AM, 表示 y 中 属于 M 的 那些 边 ，M, 表示 y 中 不 属于 M 的 那些 边 。 

因此 , 我 们 有 |M,| 一 |M,| 十 1。 


2 J» 
x 了 
A 1 
Xs BA 
x 小 Xs JJ 
图 13-7 13-8 


例子 考虑 图 13-8 所 示 的 二 分 图 G。 集 合 
MS= {{Z1 sy1), (Tas ya ), (Za 
是 一 个 有 三 条 边 的 匹配 。 路 径 
YU 一 TiyyyT2 VY Tr yz 一 岂 


是 一 条 M 交错 路 径 。 我 们 有 


M, 一 {{(zayy) (Xi, Yi}}, M, 一 { {es ys} Ares Yi}, (ye 
如 果 我 们 从 M 中 删除 M; 的 边 ， 并 用 MM 的 边 取代 它们 ， 就 得 到 下 面 有 四 条 边 的 匹配 : 
M = (M\ M,) UM, 一 (人 (za 人 口 


正如 前 面 的 例子 所 阐述 的 那样 ， 如 果 M 是 匹配 ， 且 有 一 条 M 交错 路 径 Y， 则 
(M\M)UM, 


523 
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是 边 数 比 M 多 1 的 匹配 ， 因 此 M 不 是 最 大 匹配 。 下 面 ， 我 们 证 明 这 一 结论 的 反面 也 成 立 ， 即 使 
M 不 是 最 大 匹配 的 唯一 方法 是 存在 M 交错 路 径 。 

定理 13.3. 1 设 M 是 二 分 图 G 中 的 匹配 ， 则 M 是 最 大 匹配 当 且 仅 当 不 存在 M 交错 路 径 。 

证 明 一 个 M 交 错 路 径 会 产生 一 个 边 数 大 于 NM 的 匹配 。 因 此 ， 如 果 MM 是 最 大 匹配 ， 则 不 可 
能 存在 M 交错 路 径 。 

为 了 证 明 充 分 性 ， 假 设 M 不 是 最 大 匹配 ， 由 此 证 明 存 在 M 交错 路 径 。 设 M 是 一 个 满足 下 
面条 件 的 匹配 ， 

IM|> |MI| 
我 们 考虑 一 个 与 G 有 相同 二 分 划 但 是 其 边 在 (MAN MU CM'\ M) 中 的 二 分 图 G* 。 于 是 G* 的 
边 或 者 在 M 中 或 者 在 M' 之 中 ， 但 不 能 同时 在 二 者 之 中 。 因 为 |M | 二 |M|， 所 以 我 们 有 
525 IM \ M|> IM\M | (13. 12) 

二 分 图 G* 具有 这 样 的 性 质 ， 即 它 的 每 一 个 顶点 的 度 至 多 等 于 2 〈 每 一 个 顶点 至 多 与 MA M 的 一 条 
边 相 遇 ， 至 多 与 M'\ M 的 一 条 边 相遇 )。 这 意味 着 G* 的 边 集合 可 以 划分 成 路 径 和 图。 在 这 个 划分 
的 每 一 条 路 径 和 图 中 ， 边 交错 地 在 MA M 和 AM \M 中 出 现 。 这 个 划分 中 的 路 径 具 有 这 样 的 性 质 ， 
即 它 的 第 一 个 顶点 和 最 后 一 个 顶点 都 只 能 与 G" 的 一 条 边 相 遇 。 这 样 的 路 径 和 图 有 下 面 四 种 类 型 : 

类 型 1 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 都 在 M'\ M 中 的 路 径 (参见 图 13-9， 本 图 及 其 他 各 图 中 粗 
线 表 示 的 是 M 的 边 ) 。 这 种 路 径 的 长 度 是 奇数 ， 且 其 在 M 中 的 边 数 比 在 M 中 的 边 数 多 1。 只 有 
一 条 M \M 的 边 组 成 的 路 径 也 属于 类 型 1。 

类 型 2 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 都 在 MA M' 中 的 路 径 (参见 图 13-10) 。 这 种 路 径 也 有 奇 长 
度 , 但 是 它们 在 M 中 的 边 数 比 在 M' 中 的 边 数 多 1。 


三 三 


图 13-9 类 型 1 的 路 径 图 13-10 类 型 2 的 路 径 
类 型 3 第 一 条 边 在 MA M 中 ， 而 最 后 一 条 边 在 M'\ M 中 (或 者 上 反 过 来 ) (参见 图 13-11) 。 
这 些 路 径 的 长 度 是 偶数 ， 而 且 在 M 和 M 中 的 边 数 相同 。 
类 型 4 圈 (参见 图 13-12)。 这 些 圈 的 长 度 是 偶数 ， 且 在 M 和 M 中 的 边 数 相同 。 


三 


图 13-11 类 型 3 的 路 径 13-12 类 型 4 的 圈 
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在 类 型 2 的 路 径 中 ，M\ M 中 的 边 数 比 MM 中 的 边 数 多 ， 而 在 类 型 3 的 路 径 和 类 型 4 的 圈 中 ， 
M\M 中 的 边 数 等 于 M \ M 中 的 边 数 。 在 类 型 1 的 路 径 中 ，M \ M 中 的 边 数 比 MA M 中 的 边 数 多 。 
因为 根据 (13. 12)，M \ M 中 的 边 数 比 M\ M 中 的 边 数 多 ， 所 以 至 少 存在 一 条 类 型 1 的 路 径 。 根 据 
定义 ， 类 型 1 的 路 径 是 M 交错 路 径 。 因 此 ， 如 果 匹 配 M 不 是 最 大 匹配 ， 那 么 存在 M 交错 路 径 。 “” 口 

定理 13. 3. 1 刻画 了 二 分 图 的 所 有 匹配 中 最 大 匹配 的 特征 。 此 定理 之 强大 在 于 对 于 给 定 的 匹 
配 M， 为 了 确定 M 是否 是 最 大 匹配 ， 我 们 只 需 寻 找 一 个 M 交错 路 径 y 即 可 。 如 果 我 们 能 够 寻找 
这 样 一 条 路 径 Y7， 那 么 从 M 中 删除 > 中 属于 iM 的 那些 边 ， 并 用 y 中 那些 不 属于 M 的 边 取 代 它 们 ， 
就 可 以 得 到 一 个 匹配 M ， 这 个 M' 比 M 的 边 多 。 如 果 我 们 不 能 找到 这 样 的 M 交错 路 径 y， 那 么 
根据 定理 13. 3. 1，M 就 是 最 大 匹配 。 

上 面 的 描述 也 暴露 了 定理 13. 3. 1 的 弱点 。 在 寻找 M 交错 路 径 且 没有 找到 之 后 ， 我 们 需要 知 
道 是 因为 根本 就 不 存在 这 样 的 路 径 才 没有 找到 ， 而 不 是 因为 没有 尽力 去 找 。 我 们 不 可 能 去 一 一 
检验 所 有 可 能 的 路 径 来 确定 其 中 是 否 存在 M 交错 路 径 。 一 般 来 说 ， 这 样 的 工作 需要 过 多 的 时 间 
和 努力 。 我 们 需要 寻找 验证 一 个 匹配 是 否 是 最 大 匹配 的 较 容易 的 方法 。 换 句 话说， 我们 需要 一 个 
较 容 易 的 验证 标准 来 验证 一 个 匹配 是 最 大 匹配 。 事 实 上 ， 履 盖 数 c(G) 给 出 了 这 样 一 个 标准 。 我 
们 称 覆 盖 S 是 最 小 覆盖 ， 如 果 有 |S| =c(CGC) 。 

假设 已 经 找到 了 二 分 图 G 的 一 个 我 们 猜测 可 能 是 最 大 匹配 的 匹配 M。 如 果 我 们 能 够 找到 一 
个 满足 1S| =|M| 的 覆盖 S， 则 M 是 最 大 匹配 ， 而 S 是 最 小 覆盖 。 这 是 因为 有 


OIsSI= |IMI< pO) < elO) (13. 13) 
上 式 表 明 | MI = 一 p(G) 〈 即 M 是 最 大 匹配 ) 且 | SI 二 ctG)〈 即 S 是 最 小 覆盖 )。 因 此 ，S 可 以 充当 
一 个 评判 标准 来 判定 不 存在 边 数 大 于 M 的 匹配 。 nn y 


例子 ”考虑 图 13-13 所 示 的 二 分 图 。 我 们 看 到 
AM 一 { {T1391} (Ta, Ya) (Ts, ys))} 


是 有 三 条 边 的 匹配 。 因 为 集合 S= {x,，zs，%%) 是 有 三 个 顶点 的 覆盖 。 因此 “ 六 
3= |M 和 po(G) =cCG 委 1S| 一 3 
我 们 得 到 一 个 等 式 ， 因 此 M 是 最 大 匹配 ， 而 S 是 最 小 覆盖 ， 且 o(G) = x 
clG)=3。 口 
下 面 ， 我 们 描述 运用 于 确定 一 个 二 分 图 的 最 大 匹配 问题 的 基本 流 算法 。 
从 任意 已 知 的 一 个 匹配 M 开始 ， 这 个 算法 系统 地 寻找 一 个 M 交错 路 径 。 其 ” 轩 


结果 是 : (1) 这 个 算法 产生 了 一 条 M 交错 路 径 ， 然 后 我 们 运用 定理 13. 3. 1 图 13-13 

的 证 明 得 到 比 M 多 一 条 边 的 匹配 ;〈2) 这 个 算法 没有 找到 M 交错 路 径 ， 但 是 正如 我 们 将 看 到 的 
那样 ， 它 产生 一 个 满足 | M| = | S| 的 覆盖 SS， 因 此 我 们 得 到 M 是 最 大 匹配 ， 而 S 就 是 M 的 验证 
的 结论 〈 因 此 ， 这 个 算法 不 产生 M 交错 路 径 ， 因 为 不 存在 这 样 的 路 径 ) 。 


匹配 算法 


设 G 是 有 二 分 划 X，Y 的 二 分 图 ， 其 中 X= (人 Xx Ta}, Y={y, ys y}，M 
是 G 的 任意 匹配 。 

(0) 用 (*) 标注 关中 所 有 不 与 M 中 任意 边 相 遇 的 顶点 ， 并 称 这 样 的 顶点 为 未 扫描 。 转 (1)。 

(1) 如 果 在 上 一 步 中 ， 没 有 给 X 中 的 顶点 标注 新 标签 ， 那么 算法 停止 * 。 (这 意味 着 X 中 的 
每 一 个 顶点 都 与 M 中 的 某 条 边 相 遇 。 因 此 1XiI 科 |M| 。 因 为 | M| 不 可 能 超过 |X | ， 因 此 这 表明 
M 已 经 是 最 大 匹配 。.) 否则 进入 〈2) 。 





名 起 初 ， 只 有 当 没有 顶点 有 标签 (* ) 时 ， 发 生 这 种 情况 。 
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(2) 当头 存在 已 标注 但 未 扫描 的 顶点 时 ， 选 择 一 个 这 样 的 顶点 ， 比 如 说 xz;,， 用 标签 (zx) 
标注 Y 中 所 有 与 x; 有 一 条 不 属于 M 的 边 连接 旦 之 前 没有 被 标注 的 项 点。 此 时 ,顶点 x; 是 已 扫描 
的 。 如 果 不 存在 已 标注 且 末 扫描 的 顶点 时 ， 进入 (3)。 

《3) 如 果 在 步骤 (2) 中, 了 中 没有 新 的 顶点 被 标注 ， 则 算法 停止 。 否 则 进入 《〈4) 。 

(4) 当 Y 中 存在 已 标注 但 未 扫描 的 顶点 时 ， 找 到 一 个 这 样 的 顶点 ， 比 如 说 y,， 用 标签 (y,) 
标注 X 中 所 有 与 y; 有 一 条 属于 M 的 边 连接 且 之 前 没有 被 标注 的 顶点 。 此 时 ， 顶 点 y; 是 已 扫描 
的 。 如 果 不 存 在 已 标注 但 未 扫描 的 顶点 ， 进 入 (1)。 

因为 每 一 个 顶点 至 多 被 标注 一 次 ， 而 每 一 个 顶点 又 至 多 被 扫描 一 次 ， 所 以 匹配 算法 经 过 有 
限 步 又 之 后 会 停止 。 有 下 面 两 种 可 能 情况 需要 考虑 ; 

突破 : Y 有 一 个 已 标注 但 不 与 M 中 任意 边 相 遇 的 顶点 。 

非 突 破 : 算法 停止 ， 突 破 没有 出 现 ， 即 了 中 的 每 一 个 已 标注 顶点 与 M 中 的 某 条 边 相 遇 。 

对 于 突破 的 情况 ， 匹 配 算法 成 功 地 找到 了 一 条 M 交错 路 径 y。y7 的 一 个 端 顶 点 是 Y 中 的 顶点 
v， 这 个 顶点 已 被 标注 但 不 与 M 中 的 任意 边 相 遇 。7y 的 另 一 个 端 顶点 是 X 中 的 顶点 x， 被 标注 上 
标签 (* )( 因 此 wu 不 与 M 中 任意 一 条 边 相 遇 )。 这 条 M 交错 路 径 y 可 以 这 样 构 造 ， 从 wv 开始 ， 
向 后 寻找 直到 遇 到 一 个 标 有 “〔x* ) 的 顶点 w。 在 这 样 的 情况 下 ,我们 利用 y 得 到 (如 定理 13. 3. 1 
的 证 明 ) 一 个 比 M 多 一 条 边 的 匹配 。 

对 于 非 突破 的 情况 ， 我 们 证 明 这 是 因为 M 是 最 大 匹配 ， 即 根据 定理 13. 3. 1， 因 为 不 存在 M 
交错 路 径 。 因 此 ， 只 有 当 M 不 是 最 大 匹配 时 突破 才 正 好 发 生 ， 而 当 突 破发 生 时 ， 我 们 就 有 方法 
找到 一 条 M 交错 路 径 ， 从 而 找到 一 个 比 M 多 一 条 边 的 匹配 。 

定理 13. 3.2 假设 在 匹配 算法 中 非 突破 发 生 。 设 XX" 是 由 名 中 所 有 没有 被 标注 的 顶点 组 成 
的 ，Y 凤 是 由 了 中 所 有 已 标注 顶点 组 成 的 ， 且 令 S 一 Xe UYw 。 则 下 面 两 个 结论 都 成 立 : 

(1 ) S 是 二 分 图 G 的 最 小 履 盖 。 

Ci) |M| 二 |1S| 且 M 是 最 大 匹配 。 

证 明 我们 首先 证 明 S 是 覆盖 : 假设 存在 一 条 边 e 二 {r+，y}， 它 的 任何 项 点 都 不 属于 S， 由 
此 得 到 一 个 矛盾 。 

因此 ,假设 zx 在 X、X” 中 , 而 y 在 Y、 Y* 之 中 ,， 且 e 二 {x，y}) 是 一 条 边 。 因 为 x 不 属于 
XX”， 所 以 xz 被 标注 ; 又 因为 y 不 在 YY 之 中 ， 所 以 y 没 有 被 标注 。e 或 者 属于 M 或 者 不 属于 M。 
如 果 e 不 属于 MM， 那么 运用 算法 的 步骤 (2)，y 将 得 到 一 个 标签 ‘x)， 了 矛盾。 现在 假设 e 属于 
M。 因 为 x 与 M 的 边 e 相遇 ， 所 以 根据 步骤 (0) 可 知 ，z 的 标签 不 是 〈* )。 又 因为 x 已 被 标 
注 ， 所 以 根据 算法 可 知 ，xz 被 标注 为 (y) (参见 步骤 (4))。 再 根据 算法 ， 只 有 当 y 已 被 标注 时 ， 
它 才 可 能 给 X 的 某 个 顶点 赋 标 签 〈(y)。 因 为 y 没有 被 标注 ， 所 以 我 们 又 得 到 一 个 矛盾 。 因 为 以 
上 两 种 可 能 都 导出 矛盾 ， 所 以 我 们 说 S 是 覆盖 。 

下 面 我 们 通过 证 明 | M| 二 | S| 来 完成 整个 证 明 。 正 如 我 们 已 经 说 明 过 的 那样 ， 这 个 等 式 意 味 
着 S 是 最 小 覆盖 ,而 M 是 最 大 匹配 。 下 面 我 们 建立 S 中 的 顶点 与 M 中 的 边 之 间 的 一 个 一 一 对 
应 ， 由 此 来 证 明 | MI 王 |S|. 设 y 是 YY 中 已 经 被 标注 的 顶点 。 因 为 没有 发 生 突破 ,所 以 > 与 M 
中 的 某 条 边 相 遇 ， 因 此 正好 存在 M 的 一 条 边 ， 比 如 说 是 边 {t+，y) 与 y 对 应 。 根 据 算法 步 又 
(4)， 工 得 到 标签 (>)， 因 此 z 不 在 X" 中 。Y* 中 的 每 一 个 顶点 都 与 M 中 的 一 条 另 一 个 顶点 属于 
XX 一 X" 的 边 相 遇 。 现 在 考虑 X” 中 的 顶点 x'。 因 为 z' 没 有 被 标注 ， 所 以 根据 算法 步骤 (0〉 可知， 
z' 与 M 的 一 条 边 相 遇 (否则 zx' 将 会 被 标注 为 〈《* ))， 因 此 正好 存在 M 的 一 条 边 ， 比 如 说 是 {x'， 
y)， 与 x’ 相遇。 顶点 y 不 在 YY 中， 因为 我 们 前 面 已 经 说 过 与 Y* 中 某 个 顶点 相遇 的 1M 的 唯一 
一 条 边 的 另 一 个 顶点 在 和 一 X”" 中。 至 此 我 们 证 明了 对 于 X” UY** 中 的 每 一 个 顶点 ， 总 存在 唯一 
一 条 M 的 边 包 含 它 ， 且 所 有 这 些 边 都 不 相同 。 因 此 有 





第 13 章 有 向 图 和 网 络 。 325 


|1s|= |X”* UY*|<IMI 
所 以 我 们 得 到 1S|==|M|。 口 
”注意 ,定理 13. 3. 2 的 证 明 本 质 上 给 出 了 关系 式 p(G) 一 c(G)》 的 另 一 个 证 明 。 

这 一 匹配 算法 也 可 以 运用 于 求 二 分 图 的 最 大 匹配 :首先 用 贪心 算法 选 出 一 个 匹配 ， 我 们 先 
挑 出 任意 一 条 边 e ， 然 后 任意 选 出 不 与 e“ 相交 的 边 e， 再 任意 人选 出 不 与 e 和 e@ 相交 的 边 e;， 如 
此 进行 下 去 ， 直 到 用 尽 了 所 有 的 边 9 。 把 最 终 得 到 的 匹配 称 为 M'， 对 这 个 匹配 运用 匹配 算法 。 
如 果 非 突破 出 现 了 ， 那 么 根据 定理 13. 3. 2 可 知 ，M! 是 最 大 匹配 。 如 果 突 破 出 现 了 ， 那 么 我 们 得 
到 一 个 匹配 M?， 它 的 边 数 比 M' 多 。 此 时 ， 我 们 对 M? 运 用 匹配 算法 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 一 个 匹 
配 序列 M ，M? ，-…， 其 中 每 一 个 匹配 都 比 它 前 面 的 匹配 的 边 多 。 经 过 有 限 次 运用 匹配 算法 之 
后 ， 我 们 得 到 一 个 匹配 M*， 对 于 这 个 匹配 M*， 运 用 匹配 算法 出 现 了 非 突破 ， 因 此 M“* 是 最 大 
匹配 。 

例子 下 面 我 们 求 图 13-14 所 示 的 二 分 图 G 的 最 大 匹配 。 选 择 边 {xz， yy)}， {Xxs，%})， 
{zi1， 4}， 并 得 到 一 个 大 小 为 3 的 匹配 M!。M'! 的 边 如 图 中 粗 线 所 示 。 现 在 ,我们 对 M'! 用 匹配 
算法 ， 图 13-14 给 出 的 结果 如 下 : 

(1) 步骤 (0) : 对 不 与 M' 中 的 边 相 遇 的 顶点 xz1，xs ，zs 标注 (x )。 

(2) 步骤 (2): 依次 检查 xz, ，x;，xts ， 并 对 ys 标注 (zx, )， 对 yy 标注 (zs)。 因 为 所 有 连接 
到 xs 的 顶点 都 已 经 被 标注 ， 所 以 Y 中 没有 顶点 被 标注 《xs )。 

(3) 步骤 (4) : 检查 顶点 y;，y， 它 们 在 (2) 被 标注 ， 对 z 标注 (y)， 对 x 标注 (yi)。 

(4) 步骤 (2): 检查 顶点 x;，xz;， 它 们 在 (3) 被 标注 ， 对 ys 标注 (x;)。 

(5) 步骤 (4): 检查 顶点 y,， 它 在 (4) 被 标注 ， 对 zz 标注 (yy)。 

(6) 步骤 (2); 检查 顶点 x;， 它 在 (5) 被 标注 ， 对 y/ ，y; ，ys 标注 《x2)。 

(7) 步骤 (4): 检查 顶点 yy，y; 和 y， 它 们 在 (6) 被 标注 ， 至 此 发 现 没 有 新 标签 可 
标注 。 

这 个 算法 第 一 阶段 到 此 结束 ， 因 为 我 们 标识 了 Y 中 不 与 M' 中 的 边 相 遇 的 一 个 顶点 (事实 
上 ，y1， 为 ，Ys 这 三 个 顶点 有 这 一 性 质 )， 我 们 已 经 达到 了 突破 。 以 标签 作为 向 导 ， 从 yi 出 发 
往 回 寻找 ， 我 们 就 找到 一 条 AM- 交错 路 径 : 


YY Ta YT Ya Tl 


我 们 有 
AM; 一 (ray (ra 
和 
Mi= {{y 72), (YasT3}, (Ys,71}} 
于 是 


AM 一 (MI 一 MU (Mi) 一 (人 {ysT2}, (ya Ts} (ys ,X71)} 
是 一 个 四 条 边 的 匹配 。 
现在 ， 我 们 对 M* 运 用 匹配 算法 。 最 终 的 标签 情况 如 图 13-15 所 示 。 在 这 一 情况 下 ， 突 破 没 
有 出 现 。 根 据 定理 13. 3. 2，M: 是 一 个 大 小 为 4 的 最 大 匹配 ， 且 集合 
S= {xT3 ,yy) 





加 或 者 ， 因 为 不 存在 更 多 明显 的 选择 而 停止 。 
昌 算法 可 以 在 达到 突破 时 立刻 停止 。 
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是 一 个 大 小 为 4 的 最 小 覆盖 ， 它 是 由 X 中 未 标注 的 顶点 和 YY 中 已 经 标注 的 顶点 组 成 的 。 口 


(有 $1 (xX) (y3) x DI 
Cy) x y, (x1) x 
(yO xX, yy; (XL) 
(yx (Xs) C4) 2 Dy CXs) 

(0°) xs bs (xs) (") x »s 


人) x Po (Xs) (°°) x 2 


图 13-14 图 13-15 


13.4 练习 题 


四 必 LiD 


. 证 明定 理 13. 1. 2。 

. 证 明定 理 13. 1. 3。 

. 证 明 ，K, 的 一 个 定向 是 可 传递 竞赛 图 当 且 仅 当 它 不 含 任何 长 度 为 3 的 有 向 圈 。 

. 给 出 一 个 有 向 图 的 例子 ， 它 不 含有 向 欧 拉 闭 迹 ， 但 它 的 基础 一 般 图 含 欧 拉 闭 迹 。 

. 证 明 : 有 向 图 中 不 存在 有 向 圈 当 且 仅 当 可 以 从 1 到 ?标注 它 的 顶点 ， 使 得 每 条 弧 的 终止 顶点 比 其 起 始 顶 


点 的 标签 大 。 


6. 证 明 : 一 个 有 向 图 是 强 连 通 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 闭 的 有 向 途径 ， 它 包含 每 个 顶点 至 少 一 次 。 


9. 


10. 


11. 


* 12. 


13. 
14. 


. 设 本 是 任意 竞赛 图 。 证明: 为 了 获得 一 个 带 有 有 向 哈密 顿 圈 的 竞赛 图 ， 最 多 改变 一 个 弧 的 方向 就 可 


以 了 。 


. 利用 定理 13. 1. 5 的 证 明 ， 写 出 一 个 算法 ， 用 来 确定 竞赛 图 中 的 一 条 哈密 顿 路 径 。 


证 明 ， 竞赛 图 是 强 连 通 的 当 且 仅 当 图 中 存在 有 向 哈密 顿 圈 。 

证 明 每 一 个 竞赛 图 包含 一 个 顶点 wx， 使 得 对 于 每 一 个 不 同 于 wu 的 顶点 x， 存在 一 条 从 “到 的 长 度 至 多 
为 2 的 路 径 。 

证 明 每 一 个 图 都 有 这 样 的 性 质 ， 即 对 于 每 一 个 顶点 zx， 可 以 定向 它 的 每 一 条 边 使 得 z 的 人 度数 与 出 度 
数 之 差 至 多 为 1。 

设计 一 个 在 强 连通 竞赛 图 中 构造 有 向 哈密 顿 圈 的 算法 。 

利用 13. 1 节 中 的 算法 ， 确 定 图 11-15 到 图 11-18 所 示 图 的 强 连通 定向 。 

证 明定 理 13. 1. 6 的 下 面 扩展 : 设 G 是 连通 图 。 当 每 个 桥 ‘a，6b} 都 用 两 个 弧 la, 5) 和 (5b,，a) 
代替 后 ， 即 每 个 方向 都 有 一 个 弧 ， 就 可 以 给 出 G 的 剩余 边 的 一 个 定向 ， 使 得 所 产生 的 有 向 图 是 强 
连通 的 。 


,修改 构造 无 桥 连通 图 的 强 连通 定向 算法 ， 使 其 适用 于 练习 题 14 的 情形 。 
. 考虑 这 样 一 个 交易 问题 : 交易 商 把 他 自己 的 商品 排 在 第 一 位 。 证 明 : 在 任何 核心 分 配 中 , 总 是 持 


有 他 自己 的 商品 。 


. 构造 一 个 具有 如 下 性 质 的 交易 问题 的 例子 : 有 ?个 交易 商 ， 且 在 每 一 个 核心 分 配 中 ， 恰 好 只 有 一 人 能 


得 到 他 排 位 第 一 的 商品 。 


. 证 明 : 由 下 面 的 偏爱 表 给 出 的 交易 问题 恰好 有 两 个 核心 分 配 。 
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这 两 个 结果 中 哪 一 个 是 应 用 定理 13. 1. 9 的 构造 性 证 明 得 到 的 ? 534 
19. 在 一 个 交易 问题 中 ， 假 设 一 个 交易 商 把 他 自己 的 商品 排 在 了 第 位 。 证 明 : 在 任意 一 个 核心 分 配 中 ， 这 位 交 
易 商 获得 的 商品 排 位 不 会 低 于 & 〈 因 此 ， 一 个 交易 商 是 不 会 拿 走 他 认为 不 如 他 交易 的 商品 值钱 的 商品 )。 
20. 证 明 : 在 利用 定理 13. 1. 9 的 构造 性 证 明 得 到 的 核心 分 配 中 ， 至 少 有 一 个 参与 者 得 到 他 排 位 为 1 的 商 
品 。 通 过 例子 说 明 ， 可 能 存在 这 样 的 核心 分 配 ， 其 中 任何 一 个 参与 者 都 得 不 到 他 的 首选 商品 。 
21. 证 明 ;， 在 一 个 交易 问题 中 ， 存 在 一 个 核心 分 配 ， 使 得 每 个 交易 商都 得 到 他 排 位 第 1 的 商品 ， 当 且 仅 当 
用 定理 13. 1. 9 的 证 明 构 造 出 的 有 向 图 D' 是 由 两 两 没有 公共 顶点 的 有 向 圈 构 成 的 。 
22. 在 如 下 偏爱 表 所 示 的 交易 问题 中 构造 一 个 核心 分 配 : 








让 
一 一 AAI 
[o> | 
nD Dm Nm Dm 





23. 确切 地 写 出 定理 13. 1. 9 中 所 隐 含 的 求 核心 分 配 的 算法 。 
24. 对 于 图 13-16 中 的 每 个 网 络 N 二 (VY，A，s，i，c)， 确 定 一 个 最 大 流 和 一 个 最 小 割 集 ( 弧 边 上 的 数 是 该 
弧 的 容量 )。 





图 13-16 


25. 在 练习 题 24 所 给 出 网 络 的 有 向 图 中 ， 确 定 从 * 到 1 的 逐 对 弧 不 相交 路 径 的 最 大 数目 。 通 过 列举 出 一 个 
共有 相同 弧 数 的 sz 分 离 集 来 证 明 该 数目 是 最 大 数目 〈 参 看 定理 13. 2. 4) 。 
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26. 考虑 图 13-17 所 示 的 网 络 ， 其 中 有 三 个 代表 某 种 商品 的 源 5 ，s 和 ss， 以 及 三 个 目标 4 ，itz 和 1s。 每 个 
源 都 有 该 种 商品 的 特定 供给 量 ， 而 每 个 目标 有 对 该 商品 的 特定 需求 量 。 供 给 量 和 需求 量 由 相应 顶点 旁 
边 括 号 里 的 数值 给 出 。 商 品 要 在 每 条 弧 的 容量 限制 下 从 源流 向 目标 。 在 现 有 的 供给 量 下 ， 确 定 是 否 所 
有 和 需求 都 能 同时 满足 (处 理 此 问题 的 一 个 可 能 方法 是 ， 引入 一 个 辅助 的 源 * 和 一 个 辅助 的 目标 :， 从; 
到 每 个 * 的 弧 的 容量 等 于 s; 的 供给 量 ， 且 从 每 个 5 到 :上 的 弧 的 容量 等 于 请 的 需求 量 ， 然后， 在 这 个 扩 
展 的 网 络 上 ， 找 出 从 s 到: 的 一 个 最 大 流 ， 并 检查 是 否 所 有 需求 都 已 满足 )。 


3 5 

/A ~ 

4]s; ， 

14]s; C [4] 
图 13-17 图 13-18 


27. 在 练习 题 26 中 ,将 ss ，ss 和 ss 处 的 供给 量 分 别 改 为 a。,b 和 <， 再 确定 在 现 有 的 供给 量 下 ， 是 否 所 有 需 
求 都 能 同时 满足 。 - 


“28. 建立 并 证 明 一 个 定理 ， 在 带 有 多 重 源 和 多 重 目标 的 网 络 中 ， 给 出 存在 一 个 流 ， 使 得 在 给 定 的 供给 量 下 


间 时 满足 所 有 需求 量 的 充分 必 妆 条 件 。 

29. 利用 匹配 算法 求 图 13-18 所 示 的 二 分 图 中 的 匹配 M 的 最 大 边 数 。 对 于 每 一 种 情况 ,， 求 满足 | S| = | M| 的 
覆盖 S。 

30. 考虑 mXn 棋盘 ， 棋 盘 上 的 方 格 已 经 交错 地 着 成 黑色 和 白色 ， 而 且 其 中 有 些 方 格 是 禁止 方 格 。 在 第 9 章 
中 ， 我 们 给 每 一 个 自由 白 格 〈 自 由 格 ) 关联 一 个 与 它 有 一 条 公共 边 的 自由 黑 格 集合 。 这 样 的 集合 族 称 
为 这 张 棋盘 的 多 米 诺 族 。 我 们 还 可 以 给 这 张 棋盘 关联 一 个 有 二 分 划 X,，Y 的 二 分 图 G《〈 即 这 张 棋盘 的 多 
米 诺 二 分 图 )， 其 中 天 是 自由 白 格 的 集合 , 了 是 自由 黑 格 的 集合 。 存 在 一 条 连接 自由 白 格 和 自由 黑 格 的 
边 当 且 仅 当 这 两 个 方 格 有 一 条 公共 边 。G 的 一 个 匹配 M 对 应 于 这 张 棋盘 上 互 不 相交 的 |M | 张 多 米 诺 骨 
牌 的 一 个 放置 。 利 用 匹配 算法 求 下 图 所 示 棋 盘 可 以 放置 的 不 重要 多 米 诺 骨牌 的 最 大 数目 〈 即 求 o(C)) 
并 证 明 为 什么 可 以 通过 c(G) 去 求 这 个 最 大 数目 。 



































< _ 
| Tx| |x x 
x|x|x 
x x 
x x x 
EE [x ] 
x|x 
x x | 




















_ | 
31. 考虑 长 度 为 n 的 2" 个 二 进 制 序列 的 集合 A。 这 个 练习 考虑 是 否 存 在 一 个 2" 个 0 和 1 的 循环 排列 y,， 使 
得 x 的 nn 个 连续 位 的 2" 个 序列 给 出 整个 A， 即 它们 都 是 不 同 的 。 这 样 的 循环 排列 称 为 de Bruijn 循环 。 
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例如 ， 如 果 "一 2， 循 环 排列 0，0，1，1 (把 第 一 个 0 看 成 后 面 紧 跟着 最 后 一 个 1) 给 出 了 0, 0; 0, 1; 

1，1; 1，0。 当 "一 3 时 ，0，0，0，1，0，1，1，1《〈 看 成 是 循环 的 ) 是 一 个 de Bruijn 循环 。 定 义 一 个 

有 向 图 T， 其 顶点 是 长 度 为 n 一 1 的 2 个 二 进 制 序列 。 给 定 两 个 这 样 的 二 进 制 序列 和 >， 如 果 工 的 

后 面 2 一 2 个 位 与 y 的 前 面 n 一 2 个 位 相同 ， 则 放置 一 条 从 xz 到 y 的 弧 e， 同时 在 e 上 以 xz 的 第 一 位 上 的 

数字 进行 标注 。 

(a) 证 明 的 每 一 个 顶点 的 入 度数 和 出 度数 都 等 于 2。 因此 TT, 一 共有 2 2: 一 2" 条 弧 。 

(b) 证 明 [, 是 强 连通 的 ， 因 此 芽 , 有 一 条 (长度 为 2* 的 ) 有 向 欧 拉 闭 迹 。 

(ce) 设 轴 ，b，…，bz 是 我 们 遍历 T, 的 一 条 有 向 欧 拉 迹 时 的 那些 弧 的 标签 (可 以 看 成 是 一 个 循环 排 
列 )。 证 明 如 ，bz ，…，bzr 是 一 个 de Bruijn 循环 。 

(d) 证明 对 于 给 定 的 有 向 图 ,的 任意 两 个 顶点 x+，y， 总 存在 一 条 从 x 到 y 其 长 度 至 多 等 于 n 一 1 的 
路 径 。 
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假如 你 要 用 红 、 蓝 两 种 颜色 给 一 个 正四 面体 的 四 个 顶点 着 色 ， 试 问 存在 多 少 种 不 同 的 着 色 方 
案 ? 因为 一 个 四 面体 有 4 个 顶点 ， 每 个 顶点 可 用 2 种 颜色 之 一 着 色 ， 于 是 ， 得 到 该 问题 的 一 个 答案 
为 2 王 16。 但 我 们 能 认为 这 16 种 着 色 是 不 同 的 吗 ? 车 四 面体 在 空间 是 固定 的 ， 则 各 项 点 可 通过 它 
的 位 置 而 彼此 区 分 ， 所 以 每 个 顶点 得 到 哪 种 颜色 是 问题 的 关键 。 因 此 ， 在 这 种 情形 下 的 16 种 着 色 
是 不 同 的 。 现 在 ， 假 设 四 面体 是 可 转动 的 ， 那 么 由 于 四 面体 有 非常 好 的 对 称 性 质 ， 因 此 哪个 顶点 
被 着 成 红色 、 哪 个 顶点 被 着 成 蓝 色 不 是 问题 的 关键 。 区 分 两 种 着 色 的 唯一 途径 是 每 种 颜色 的 顶点 
数 。 故 全 部 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 种 ， 三 个 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 种 ， 两 个 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 
种 ， 一 个 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 种 及 没有 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 种 ， 共 给 出 5 种 不 同 的 着 色 。 

假如 用 红 、 蓝 两 种 颜色 给 正方 形 的 四 个 项 点 着 色 ， 我 们 再 次 得 到 ， 在 正方 形 位 置 固定 的 条 件 
下 有 16 种 不 同 的 着 色 。 如 果 人 允许 正方 形 转动 ， 问 存在 多 少 种 不 同 的 着 色 方 案 ? 尽管 正方 形 不 具 
有 四 面体 的 完全 对 称 性 ， 但 它 仍 有 很 强 的 对 称 性 。 如 图 14-1 所 示 ， 全 部 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 
种 ， 三 个 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 种 ,两 个 顶点 为 红色 的 着 色 有 2 种 (这 两 个 红色 顶点 可 以 邻接 ， 
也 可 以 被 一 个 蓝 色 顶点 隔 开 )， 一 个 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 种 及 没有 顶点 为 红色 的 着 色 有 1 种 ， 
共有 6 种 不 同 的 着 色 。 

R R R B . 
Ll Ll 开本 
B 有 R B 

| | 

图 14-1 

如 果 允 许 四 面体 和 正方 形 自由 转动 ， 那 么 给 顶点 着 色 的 2 =16 种 方法 被 分 成 一 些 部 分 ， 使 
得 同一 部 分 中 的 两 种 着 色 被 视 为 相同 〈 着 色 是 等 价 的 )， 而 不 同 部 分 中 的 两 种 着 色 为 不 同 的 《着 


色 是 不 等 价 的 )。 因 此 ， 不 等 价 的 着 色 个 数 就 是 不 同 部 分 的 个 数 。 本 章 的 目的 在 于 建立 和 阐明 在 
对 称 情形 下 计算 不 等 价 着 色 的 技术 。 


14. 1 置换 群 与 对 称 群 
设 久 是 有 限 集 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 取 X 为 由 前 个 正 整数 组 成 的 集合 {1,2, …, n}。X 


的 置换 i ，i,，…， 可 以 看 成 是 X 到 其 自身 的 一 对 一 函数 ， 其 定义 为 
f:X—X 
其 中 
f(D =i,/(2) = i fl) = 


根据 钥 巢 原理 ， 一 对 一 的 函数 /; XX 是 满 射 ?。 为 了 强调 置换 可 视 为 函数 ， 我 们 也 用 2Xn 阵列 





日 因此 ,从 X 到 Y 的 一 对 一 函数 是 一 一 对 应 。 


( 2 
1 1g 


) 
i 
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来 表示 这 个 置换 。 在 〈14. 1) 中 ， 这 个 函数 在 整数 k 处 的 值 i 写 在 & 的 下 面 。 
例子 把 {1, 2, 3) 的 3! 一 6 个 置换 看 成 函数 时 如 下 所 示 : 


2 ). ( 


(7) (2 7) (，” 2) 
123/ \13 2 \2 1 3/ 


我 们 把 {1，2，…， 


( 


2 3 1 


1 
3 


2 3 


1 


2 


) ( 


1 2 3 


3 2 


1 


) 


构成 的 。 既 然 置 换 为 消 数 ， 那 么 它们 就 可 以 合成 使 用 合成 运算 ， 即 一 个 跟 在 男 一 后 面 )。 如 果 


1 2 
/= (; i 
且 
1 2 
xs 人 并 
是 {1，2， 
置换 ， 
1 2 n 
s° f= ( . . 
J1 J2 jn 
其 中 


本 ") 
” 户 


(g° PR)= gfR)) = 


函数 的 合成 定义 了 S, 上 的 一 个 二 元 运算 : 如 果 f 和 8g 均 属 于 S,， 则 g。f 也 属于 S,。 


例子 设 S 中 的 置换 f 和 g 为 


1 2 3 4 
/= (3 2 4 |) 
则 . 

(go)=3, (go (2)=4, 

因此 
1 
a f= | 

而 且 
1 
/5= |(， 


= (， 
8 2 4 3 


(g°。 (3)=1, 


2 
1 


3 4 
1 2 


3 4 
4 3 


S, 中 置换 的 合成 这 一 二 元 运算 “。” 满 足 结合 律 9 
(fog)oh= f° (go°h) 
但 如 前 面 的 例子 所 示 ， 这 个 二 元 运算 不 满足 交换 律 。 尽 管 在 某 些 情况 下 ， 下 面 的 等 式 可 能 成 立 ， 


但 通常 情况 下 


fg¥g°f 
我 们 用 通常 的 寡 符 号 来 表示 一 个 置换 与 它 自 身 的 合成 


i f/f, f=fof, f=fe fo fs, f= fo feo f(g 个 f) 


2 3 4 


恒 等 置 换 就 是 各 整数 对 应 到 它 自身 的 (1，2，…，?} 的 置换 ,: 
必 k) 二 ,对 所 有 的 k= 二 1,2,"…*,n 





日 ”函数 的 合成 总 是 满足 结合 律 的 。 


1 


(g° (4)=2 


331 


(14. 1) 


D 65642 





n) 的 所 有 n! 个 置换 构成 的 集合 记 为 S,。 于 是 ，S; 是 由 上 例 所 列 出 的 6 个 置换 


.…，n} 的 两 个 置换 ， 则 它们 的 含 成 (composition) 按照 先 f 后 g 的 顺序 放置 得 到 一 个 新 
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它 等 价 于 


显然 
co 一 太一 让 
对 S, 中 的 所 有 置换 f 成立。 由 于 S, 中 的 每 个 置换 是 一 对 一 的 函数 ， 所 以 存在 逆 函 数 广 :E S， 
满足 ， 
如 果 f(s) 二 有, 那么 (CR) 一 5 
通过 交换 的 2Xn 和 矩阵 的 第 一 行 与 第 二 行 ， 并 重新 排列 各 列 使 得 第 一 行 的 整数 以 自然 顺序 
1，2，…，7? 出 现 ， 便 得 到 了 三 的 2X7 阵列 。 对 每 个 置换 f， 我 们 定义 广 二 .。 于 是 ， 恒 等 置换 
的 逆 是 它 自身 : :! 二 ,。 
例子 考虑 Ss 中 的 置换 


交换 第 一 行 与 第 二 行 ， 得 


1 234556 
再 重新 排列 列 ， 得 
1 ) /1 234556 
/ 一 (4 5 361 ? 
逆 的 定义 表明 对 于 S; 的 所 有 ff， 我 们 有 
f°:f =f f=. 
如 果 S, 中 的 置换 的 非 空子 集 G 满足 如 下 三 条 性 质 ， 则 定义 它 为 和 的 置换 的 群 (简称 置换 群 ); 
(1) 合成 运算 的 封闭 性 : 对 G 中 所 有 的 置换 f 与 g，f。g 也 属于 G。 
(2) 单位 元 : S, 中 的 恒 等 置 换 , 属于 G。 
(3) 逆 元 的 封闭 性 : 对 G 中 的 每 一 个 置换 太 ， 它 的 逆 广 :也 属于 G。 
X 一 (1，2，…，7?j} 的 所 有 置换 的 集合 S, 是 一 个 置换 群 ， 称 它 为 了 阶 对 称 群 。 特 别 地 ， 仅 
含 恒 等 置换 的 集合 G={:} 是 一 个 置换 群 。 
每 一 个 置换 群 满足 消 去 律 : 
f/f。g 二 f°。hh 意味 着 g = 二 上 h 
因为 用 f7 左 乘 等 式 两 端 ， 并 根据 结合 律 ， 便 得 
f° (f° g)=f (foh) 
(fof og=(f of og 


cg 一 上 。 甩 
g =h 
例子 设 n 是正 整数 ，p, 表示 如 下 定义 的 入，2,，…，n) 的 置换 : 
1 2 3 … 7 一 ] 7 
wo 人 (2 3 4 … 1) 


因此 ， 对 于 i 二 1，2,，…, nn 一]， 有 ps. 让 二 i 十 1 且 pi(n) 二 1。 考 虚 把 1 到 的 整数 均等 地 放 到 圆 
周 上 或 正 ? 角形 的 n 个 顶点 上 ， 当 n==8 时， 如 图 14-2 所 示 。 那 么 mw 按 顺 时 针 方 向 将 各 整数 送 到 
它 后 面 的 整数 。 实 际 上 ， 可 将 mw 视 为 圆 的 360/n 度 的 旋转 ， 和 置换 pe 为 圆 的 2X (360/n) 度 的 旋 
转 ， 更 一 般 地 ， 对 非 负 整数 &A， 必 为 圆 的 &X(360/n) 度 的 旋转 ， 从 而 推出 
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， 1 2 “0 nk nkil : n 
= (ti kt2 … 1 4) 
特别 是 ， 当 r=k mod n 时 ， 有 二 上 成。 因此， 仅 有 po 的 ”个 不 同 的 宕 ， 即 
B= pe ps 
并 且 
=p 
更 一 般 地 
(0) 二 0， 一 0 1 一 1 
从 而 得 到 
Cr 一 一 ep， 
是 一 个 置换 群 ? 。 它 是 n 阶 循环 群 的 一 个 例子 。 读 者 可 以 看 到 ,该 群 隐 含 了 可 用 于 计算 把 7 个 不 
同 的 对 象 安 置 到 一 个 圆周 上 的 方法 数 。 下 面 将 做 更 详细 介绍 。 口 


设 吕 是 一 个 几何 图 形 ，Q 到 它 自身 的 一 个 (几何 ) 运动 或 全 等 称 为 0 的 一 个 对 称 。 我 们 要 
考虑 的 几何 图 形 ， 如 正方 形 、 四 面体 、 立 方 体 ， 是 由 角 点 (或 项 点 ) 、 边 及 三 维 情形 下 的 面 (或 
侧面 ) 所 构成 的 。 因 此 每 个 对 称 可 看 作 是 顶点 、 边 及 三 维 情形 下 的 面 的 一 个 置换 。2 的 一 个 对 称 
后 跟着 另 一 个 对 称 得 到 另 一 个 对 称 ， 即 两 个 对 称 的 合成 仍 得 一 个 对 称 。 类 似 地 ， 一 个 对 称 的 逆 也 
是 一 个 对 称 。 最 后 ， 使 所 有 对 象 固定 不 动 的 运动 ?也 是 一 个 对 称 ， 即 恒 等 对 称 。 于 是 ， 我 们 推出 
2 的 对 称 就 是 它 的 角 点 上 的 置换 群 Ge、 边 上 的 置换 群 Cs 以 及 Q 是 三 维 情形 下 的 面 上 的 置换 群 
Gre。 因 此 由 图 形 的 所 有 对 称 决定 的 置换 集合 自然 是 一 个 置换 群 ， 从 而 得 到 了 角 点 对 称 群 、 边 对 
称 群 、 面 对 称 群 等 。 

例子 ”考虑 如 图 14-3 所 示 的 正方 形 0， 它 的 角 点 标 以 1、2、3、4， 边 标 以 a、65、c、qd， 那 
么 存在 8 个 2 的 对 称 ， 并 只 有 两 种 类 型 。 有 围绕 正方 形 中心 的 0 、90"”、180 、270 角 的 4 个 旋 
转 。 这 4 个 对 称 的 运动 出 现在 包含 0 的 平面 上 ， 它 们 构成 了 0 的 平面 对 称 。 平 面 对 称 本 身 形成 
一 个 群 。 其 他 对 称 是 关于 2 的 对 角 点 的 连 线 和 对 边 中 点 的 连 线 的 4 个 反射 。 这 些 对 称 的 运动 是 
在 空间 进行 的 ， 因 为 “翻转 ”正方 形 需要 离开 它 所 在 的 平面 。 


1 2 


1 a 2 
7 4 d b 
6 5 4 c 3 
图 14-2 图 14-3 
作用 在 角 点 上 的 旋转 产生 4 个 置换 


侣 ”更 正式 的 叙述 是 ， 置 换 群 C, 同 构 于 整数 mod = 的 加 法 群 ， 见 10. 1 节 的 讨论 。 

但” 因此 ， 在 这 个 运动 中 实际 上 没有 任何 运动 ! | 

合 ”这 里 涉及 群 的 抽象 概念 ， 它 被 定义 为 具有 二 元 运算 的 非 空 集合 ， 满 足 结 合 律 以 及 〈 i ) 对 合成 运算 是 封闭 的 ， 
《ji ) 单位 元 存在 ， (ji )》 对 求 逆 元 运算 是 封闭 的 。 由 于 对 函数 的 合成 运算 结合 律 自然 成 立 ， 因 此 置换 群 是 群 。 
图 形 2 的 对 称 在 该 定义 下 形成 群 ， 但 正如 正文 所 指出 的 那样 ， 这 些 对 称 能 够 作为 其 角 点 的 置换 群 、 其 边 的 置换 
群 等 。 
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as ons1 1 
a a a 
作用 在 角 点 上 的 反射 产生 4 个 置换 9 
1 2 34 1 2 3 4 
na 4 3 2 = = 人 (3 2 1 4) 
“(21 43) "(0 sz)) 
故 正方 形 的 角 点 对 称 群 是 
Ge 一 {a = th ,Ot » 0 » TI ?T29T3 ,Ts } 
我 们 可 以 验证 


t=p tn = nn 和 n=pen 
因此 ， 我 们 又 得 到 
Cr 一 {a 一 (60 01 5 01 9 7O4 ”TI 人 ° Tl "0 。 Tt1} 
考虑 图 14-3 所 示 中 标 为 a、b、c、d 的 0 的 边 。0 的 边 对 称 群 Ce 是 让 2 的 对 称 作 用 于 边 上 
而 得 到 的 。 例 如 ， 关 于 连接 顶点 2 和 4 的 连 线 的 反射 给 出 了 下 面 的 边 置换 : 
( bre “) 
Pa dc 
Gr 路 夸 他 边 置 换 也 可 以 用 类 似 的 方法 得 到 。 口 
用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 得 到 对 于 任意 的 x 之 3 的 正 n 角形 的 对 称 群 。 除 ”个 旋转 pn 一 
po» “0 外 ， 我 们 还 有 nn 个 反射 二 ，t，…，t。 如 果 为 偶数 ， 则 有 n/2 个 关于 对 角 点 的 反射 
和 n/2 个 关于 对 边 中 点 连 线 的 反射 。 如 果 n 为 奇数 ， 则 有 个 关于 角 点 与 其 对 边 的 连 线 的 反射 。 关 
于 {1，2,，…，n) 的 2 个 置换 形成 的 群 
D, = {pg = .p03 rr 
就 是 一 个 阶 为 2n 的 二 面体 群 的 一 个 实例 。 我 们 在 下 例 中 计算 D;。 
例子 (10 阶 二 面体 群 ) ”如 图 14-4 所 示 ， 考 察 其 顶点 标 以 1、2、3、4、5 的 正 五 角形 。 它 
的 〈 角 点 ) 对 称 群 D; 包含 5 个 旋转 和 5 个 反射 ，5 个 旋转 为 1 








0 








12345 |， /12345 
| ) “-\( ) 


348 P2345 2 3451 5 2 
:= (ss) :=( 
和 Ag 4 512 入 (45 12 3 4 和 
, /1 2 345 
ot= ( ) 图 14-4 
5 1 234 


1 2 3 4 5 ll] 2 3 4 5 
a) 


1 5 4 3 2 3 2 1 5 4 

1 2 3 4 5 (， 2 3 4 ,) 
Tt 一 tr 一 

( 4 3 2 | 2 1 5 4 3 


昌 来 自 关于 连接 顶点 1 和 3 的 连 线 的 反射 ，ra 来 自 关于 连接 顶点 2 和 4 的 连 线 的 反射 ，rs 来 自 关于 连接 a 和 * 
的 中 点 的 连 线 的 反射 ，=x 则 来 自 连接 和 d 的 中 点 的 连 线 的 反射 。 
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假设 我 们 有 集合 X 的 置换 群 G， 其 中 XX 仍 取 为 前 x 个 正 整数 集合 们 ，2，…，n}。 久 的 一 
种 着 色 是 给 X 的 每 个 元 素 指 定 一 种 颜色 的 分 配方 案 。 设 C 是 X 的 一 个 着 色 集 合 。 通 常 我 们 有 多 种 
颜色 ， 比 如 红色 与 蓝 色 ，C 就 是 用 这 些 颜色 对 X 的 所 有 着 色 所 构成 的 。 但 并 非 必须 都 是 这 种 情 
况 。 集 合 C 可 以 是 X 的 任意 着 色 集 合 ， 只 要 求 G 按 下 面 所 描述 的 方式 把 C 中 的 一 种 着 色 对 应 到 C 中 
的 另 一 种 着 色 。 

设 e 是 X 的 一 种 着 色 ，1，2，…，7 的 颜色 分 别 记 以 c(1)，c(2)，…，cGD 。 令 


1 2 … nn 
/一 (; i ; 
是 G 中 的 一 个 置换 ， 那么 定义 f xc 为 使 得 i 具有 颜色 c(k) 的 着 色 ， 即 
(fx i) = ek) (k= 1,2,.,n) (14. 2) 
也 就 是 说 ， 因 为 将 变 到 it， 所 以 ,& 的 颜色 ， 即 eC(k) 移 到 f(k) 二 i 并 且 变 成 ii 的 颜色 。 利 
用 的 道 ， 我 们 可 以 把 (14.2) 写成 
(fx =ef DD (一 1,2 2) 
着 色 集 C 需 要 具备 如 下 性 质 : 
对 于 G 中 任意 元 f 和 C 中 任意 元 c，f xc 仍 属于 C，。 
这 意味 着 把 C 中 的 每 一 个 着 色 移 动 到 C 中 的 另 一 种 着 色 (可 以 是 相同 的 着 色 ); 而 f xc 表示 
5 中 这 样 的 一 个 着 色 ， 即 它 是 由 了 把 c 送出 的 着 色 。 注 意 ， 如 果 C 是 相对 于 给 定 的 颜色 集合 的 所 有 
着 色 集 合 ， 或 者 C 是 X 中 每 一 种 颜色 的 着 色 的 元 素 个 数 是 指定 数量 的 X 的 所 有 着 色 和 集合 ， 则 C 很 
自然 就 具有 这 样 的 性 质 。 
在 两 个 运算 。(G 中 置换 的 合成 ) 与 * (G 中 的 置换 对 C 中 着 色 的 作用 ) 之 间 ， 下 面 的 基本 关 
系 成 立 : 
(g° fxc—= gx(fxe) (14.3) 
等 式 (14.3) 的 左边 是 将 的 颜色 变 到 (g。/)(k〉 的 着 色 ， 右边 是 将 的 颜色 变 到 f(k)， 
然后 变 到 g(f(k)) 的 着 色 。 因 为 由 合成 运算 的 定义 有 (g。 有 (8) 二 gl(f(k))， 故 式 (14.3) 
成 立 。 
例子 ”我 们 继续 考虑 前 面 的 例子 ，0 是 如 图 14-3 所 示 的 正方 形 ， 其 中 G 是 0 的 角 点 对 称 
群 。 令 C 是 0 的 角 点 1、2、3、4 颜色 为 红色 或 蓝 色 的 所 有 着 色 的 集合 。 置 换 群 Ge 包含 8 个 置换 ， 
C 有 16 种 着 色 。 用 R 表示 红色 ，B 表示 蓝 色 ， 并 且 按 1、2、3、4 的 顺序 书写 角 点 的 颜色 来 表示 
一 种 着 色 。 例 如 ， 
(R,B,B,R) (14.4) 
是 角 点 1 为 红色 、 角 点 2 为 蓝 色 、 角 点 3 为 蓝 色 、 角 点 4 为 红色 的 着 色 。 置 换 o 则 将 该 着 色 变 到 
下 面 的 着 色 
(R,R,B,B) 
其 中 ,， 角 点 1 与 2 为 红色 , 角 点 3 与 4 为 蓝 色 。 下 页 的 表 中 列 出 了 Ge 中 各 置换 作用 在 着 色 
(14.4) 上 的 结果 。 
注意 ， 置 换 r 没有 改变 〈14.4) 的 着 色 ， 即 =m 固定 着 色 〈14.4)。 当 然 ， 恒 等 置换 . 也 不 改 
变 它 。 事 实 上 ， 下 面 列 表 中 每 一 种 着 色 正 好 出 现 两 次 。 我 们 说 两 种 着 色 是 等 价 的 ， 如 果 存 在 Ge 
中 把 一 个 着 色 送 到 另 一 个 着 色 的 置换 。 因 此 ， 着色 (R，B，B，R) 与 下 面 的 置换 中 的 每 一 个 都 
等 价 : 
(R,B,B,R),(R,R,B,B),(B,R,R,B),(B,B,R,R) 
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Gc 中 的 置换 在 着 色 〈R，B，B，R) 上 的 作用 
的 一: (R, B, B, R) 
p4 (R, R, B, B) 
po? (B, R, R, B) 
0 (B, B, R, R) 
tl (R, R, B, B) 
T2 (B, B, R, R) 
T3 (B, R, R, B) 
ra (R, B, B, R) 








因为 置换 不 会 改变 各 颜色 的 角 点 个 数 ， 所 以 两 种 着 色 等 价 的 一 个 必要 条 件 (但 一 般 情况 下 
不 是 充分 条 件 ) 是 它们 包含 相同 数目 的 红色 角 点 和 相同 数目 的 蓝 色 角 点 8。 着 色 (R，B,，R，B) 
也 包含 2 个 红色 角 点 与 2 个 蓝 色 角 点 ， 但 与 (R，B，B，R) 不 等 价 。 事 实 上 ， 可 以 验证 (R， 
B，R，B)》 仅 等 价 于 (R，B, R，B) 和 (8，R，B，R)， 并 且 ， 我 们 检验 Gc 中 的 所 有 置换 作 
用 在 (R，B，R，B) 上 的 结果 时 ， 这 些 着 色 各 出 现 四 次 。 特 别 地 ， 现 在 我 们 能 够 得 出 结论 ， 在 
所 有 有 两 个 红色 角 点 和 两 个 蓝 色 角 点 的 着 色 中 有 两 种 非 等 价 着 色 。 显 然 ， 着 色 (R,，R,，R,，R) 
仅 与 它 自身 等 价 。 同 样 ， 着 色 (B，B，B，B) 也 仅 与 它 自身 等 价 。 考 虑 有 1 个 红色 角 点 和 3 个 
蓝 色 角 点 的 着 色 (R，B，B，B) ,通过 旋转 , 它 与 (R, B, B, B)、(B, R, B, B)、(B, B, 
R，B)、(B8，B，B，R) 中 的 每 一 种 着 色 等 价 。 因 此 ， 具 有 1 个 红色 角 点 的 所 有 着 色 是 等 价 的 。 
同 理 ， 具 有 3 个 红色 角 点 (有 1 个 蓝 色 角 点 ) 的 所 有 着 色 通 过 旋转 都 是 等 价 的 。 因 此 ， 在 正方 形 
的 角 点 对 称 群 Gc 的 作用 下 ， 用 两 种 颜色 对 正方 形 的 角 点 进行 着 色 ， 共 有 2 十 1 十 1 十 1 十 1 一 6 种 不 
等 价 的 着 色 方案 。 如 果 我 们 不 使 用 正方 形 的 完全 对 称 群 ， 而 只 是 用 由 4 个 旋转 po 二 4, ps,， pt， pi 
所 构成 的 对 称 群 ， 那 么 不 等 价 的 着 色 数 仍 为 6， 这 是 因为 如 果 两 种 着 色 通 过 正方 形 的 一 个 对 称 的 
作用 是 等 价 的， 那么 这 两 种 着 色 通 过 旋转 的 作用 也 是 等 价 的 。 口 

现在 我 们 给 出 着 色 等 价 的 一 般 定义 。 令 G 是 作用 在 集合 X 上 的 置换 群 ， 如 通常 一 样 仍然 取 
X 为 前 = 个 正 整数 的 集合 。 令 C 是 X 的 一 个 着 色 和 集合， 使 得 对 于 G 中 任意 元 f 和 C 中 任意 元 c，X 
的 着 色 f xc 仍 属于 C。 于 是 ， 在 这 种 意义 下 G 作用 于 C， 把 C 中 的 着 色 变 成 C 中 的 着 色 。 设 c 与 @ 
是 C 中 的 两 种 着 色 ， 下 面 我 们 定义 关于 C 的 等 价 关 系 ， 记 为 二 (或 简 记 为 一 )， 如 果 存 在 G 中 的 置 
换 f， 使 得 





了 < 一 人 

则 称 《在 G 的 作用 下 》〉 等 价 于 cz 。 如 果 它 们 不 等 价 ， 则 称 这 两 种 着 色 是 非 等 价 的 。 我 们 得 到 : 

(1) 自 反 性 : 对 于 任意 的 c，e 一 c( 因 为 cx ec 一 c) 

(2) 对 称 性 : 如 果 ea~e， 则 ee~a (如 果 对 G 中 的 某 个 有 jxa 一 Ge 则 广 :*e@ 一 0); 

(3) 传递 性 : 如 果 am~e 且 @~e， 则 ce 一 (如 果 fxec==c 且 Exc 一 G， 则 (g。 让 x* 
ci 一 Cs)。 

由 此 ， 一 是 在 4. 5 节 定 义 的 意义 下 关于 C 的 一 个 等 价 关 系 ， 这 就 证 明 我 们 使 用 术语 “等 价 ” 
是 合理 的 。 

注意 ， 置 换 群 的 三 个 基本 性 质 ， 即 单位 元 、 逆 运算 的 封闭 性 及 合成 运算 的 封闭 性 ， 是 如 何 用 
于 (1 一 (3) 的 证 明 的 。 根 据 第 4 章 中 的 定理 4. 5. 3， 等 价 将 把 C 中 的 着 色 划 分 成 若干 部 分 ， 使 





加 当然， 如果 两 种 着 色 有 相同 数目 的 红色 ， 那 么 它们 必然 有 相同 数目 的 蓝 色 。 
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得 两 种 着 色 属 同一 部 分 当 且 仅 当 它们 为 等 价 的 着 色 。 下 一 节 将 导出 关于 部 分 的 个 数 ， 即 在 置换 
群 G 的 作用 下 C 中 非 等 价 的 着 色 数 的 一 般 公式 。 


14. 2 ”Burnside 定理 


本 节 将 导出 在 集合 X 的 置换 群 的 作用 下 ， 计 算 集合 XX 的 非 等 价 着 色 数 的 BurnsideS 公 式 ， 并 
应 用 这 个 公式 。 
设 G 是 X 的 置换 群 ，C 是 X 的 着 色 集 合 ， 且 G 作 用 在 C 上 。 回 顾 一 下 ， 这 意味 着 对 于 G 中 的 
任意 三 与 C 中 的 任意 c， 
jc 
属于 C， 并 且 ，G 中 的 每 个 f 置换 C 中 的 着 色 。 适 当选 取 f 与 <， 可 使 得 
fxcec=e (14.5) 
例如 ， 在 图 14-3 中 ， 如 果 对 正方 形 的 顶点 1 与 3 着 红色 ,顶点 2 与 4 着 蓝 色 , 那么 关于 顶点 1 与 
3 连 线 的 反射 ， 或 者 顶点 2 与 4 连 线 的 反射 ， 或 者 通过 180 "的 旋转 ， 均 不 改变 着 色 ， 这 些 运 动 均 保 
持 了 各 顶点 的 颜色 ， 从 而 保持 了 原 着 色 。 如 果 我 们 允许 〈14.5) 中 的 了 在 G 中 所 有 的 置换 间 变 化 
或 者 允许 e 在 C 中 的 所 有 着 色 间 变化 ， 那 么 我 们 得 到 使 着 色 保持 不 变 的 G 中 所 有 置换 的 集合 
Gle) = {f: fEG,fxce= ce) 
以 及 在 f 的 作用 下 使 着 色 c 保 持 不 变 的 C 中 所 有 着 色 的 集合 
C(f)= {ec:ecEC,fxe= ce) 
使 着 色 ¢c 保持 不 变 的 所 有 置换 的 集合 GCc) 称 为 e 的 稳定 核 s 。 任 何 着 色 的 稳定 核 也 形成 一 个 置 
换 群 。 
定理 14. 2. 1 对 于 每 一 种 着 色 ec，e 的 稳定 核 CC(e) 是 置换 群 ， 而 且 对 CG 中 的 任意 置换 三 与 
g， gx*xC=fxc 当 且 仅 当 / !。g 属于 Gl(e)。 
证 明 ”如 果 f 和 g 都 使 保持 不 变 ， 则 先 /后 g 也 将 使 < 保持 不 变 ， 即 (g。 让 (0)=c。 于 
是 ， 在 合成 运算 下 ，G(e) 具有 封闭 性 。 显 然 ， 单 位 元 使 得 所 有 着 色 不 变 。 如 果 f 使 ce 不 变 ， 
那么 f! 也 使 ce 不 变 ， 于 是 Gle) 具有 对 逆 的 封闭 性 。 由 于 满足 置换 群 定义 的 所 有 性 质 ， 所 以 ， 
G(©) 是 置换 群 。 
假设 fx c= 二 g * ec。 利用 基本 关系 式 (14. 3)， 我 们 得 
(fi iog)xc= /f/f xgxe) = f/f x(fxe)= (ff xe=ixc=e 
所 以 f !。g 使 c 不 变 ， 因此 ， 广 '。8g 属于 G(Ce)。 反 之 , 假设 f'。g 属于 G(c)， 通 过 类 似 的 计 
算 可 证 得 fx ec 一 gx* ec。 口 
作为 定理 14. 2. 1 的 一 个 推论 ， 我 们 可 以 从 已 知 的 一 种 着 色 ec 出 发 ， 确 定 在 G 的 作用 下 的 不 
同 着 色 的 数量 。 
推论 14.2.2 设 c 为 C 中 的 一 种 着 色 ， 那 么 与 Cc 等 价 的 着 色 数 
|{fxec:f€G)}| 
等 于 G 中 的 置换 个 数 除 以 ce 的 稳定 核 中 的 置换 个 数 ， 即 
Cr 
[ES 
证 明 设 f 是 G 中 的 置换 。 根 据 定理 14. 2. 1， 满 足 








© W. Burnside, Theoryof Groups of Finite Order, 2nd edition, Cambridge University Press，London，1911 (由 
Dover，New York，1955 重印 )，p. 191。 
昌 稳定 (stable) 是 保持 不 变 (fixed) 的 同义词 。 
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gx*c= fxe 
的 置换 g 实际 上 就 是 

{foeh:heE Ge))} (14. 6) 
中 的 那些 置换 。 由 消去 律 ， 从 fh 一 了 。A 可 推出 h 二。 于 是 ,集合 14.6) 中 的 置换 的 个 数 
等 于 GCe) 中 置换 户 的 个 数 |G(e) | 。 从 而 ， 对 每 个 置换 f， 恰 好 存在 | GCe) | 个 置换 ， 这 些 置换 
作用 在 上 与 /有 同样 的 效果 。 因 为 总 共有 |G| 个 置换 ， 所 以 ， 与 等 价 的 着 色 数 





[|{fxe:fE€G}| 
等 于 
1G| 
|GCe) | 
推论 得 证 。 口 


下 面 的 Burnside 定理 给 出 一 个 计数 非 等 价 着 色 数 的 公式 。 
定理 14.2.3 设 G 是 X 的 置换 群 ， 而 C 是 以 中 一 个 满足 下 面条 件 的 着 色 集 合 : 对 于 G 中 所 
有 的 上 和 C 中 所 有 的 ec 都 有 xce 仍 在 C 中 ， 则 C 中 非 等 价 着 色 数 N(G，C) 由 下 式 给 出 ， 


N(G,C) = 7 Se | (14.7) 
1G| 筷 


换言之 ，C 中 非 等 价 的 着 色 数 等 于 在 G 中 的 置换 作用 下 保持 不 变 的 着 色 的 平均 数 。 

证 明 ”就 我 们 现 有 的 信息 ， 论 证 就 是 我 们 前 面 已 多 次 用 到 的 一 些 技巧 的 简单 应 用 ， 即 先 采 
取 两 种 不 同 的 方式 进行 计数 ， 然 后 使 计数 相等 。 究 竟 要 计数 什么 呢 ? 我 们 要 计数 使 了 保持 e 不 变 
即 /* ce 一 ec 的 对 偶 (A，e) 的 个 数 。 一 种 计数 方式 是 考察 G 中 的 每 个 f， 并 计算 三 保持 着 色 不 变 
的 着 色 数 ,然后 对 所 有 量 求 和 。 因 C(/) 是 通过 保持 着 色 不 变 的 着 色 集 ， 所 以 用 这 种 方式 计数 
得 到 

2 1 | 

另 一 种 计数 方式 是 考察 C 中 的 每 个 c， 计 算 满 足 fx ce 的 置换 f 的 个 数 ， 然 后 对 所 有 量 求 和 。 对 
每 种 着 色 c， 满 足 fx c 一 ce 的 所 有 f 的 集合 就 是 我 们 所 称 的 < 的 稳定 核 GC(c)。 因 此 ， 每 个 ce 对 和 
的 贡献 是 





[GCe) | 
用 这 种 方法 计数 ， 我 们 得 到 

> |G | 
令 这 两 个 计数 相等 ， 我 们 得 到 

2 1C( 记 | 一 211GCo | (14. 8) 
此 时 ,根据 推论 14. 2. 2 得 
_ IG| 
因此 ， 
A 1 


按 等 价 类 将 着 色 归 类 ， 则 (14. 10〉 中 第 二 个 和 可 以 简化 。 在 同一 等 价 类 中 ， 两 种 着 色 对 和 贡献 
了 同样 的 量 





1 
(与 CC 等 价 的 着 色 数 ) 
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因此 ， 每 个 等 价 类 的 总 贡献 是 1。 所 以 (14. 10) 等 于 
NC(G,C) x |G| (14.11) 
因为 等 价 类 的 个 数 等 于 非 等 价 的 着 色 数 N(G，C)。 代 入 等 式 (14. 8) ， 我 们 得 到 
之 1CCPD1= N(G,C) X1G| 


从 中 解 得 NCG，C) ， 我 们 得 到 (14. 7)。 口 

在 本 节 的 其 余部 分 ， 我 们 举 几 个 例子 来 说 明 Burnside 定理 。 

例子 〈 循 环 排列 计数 ) ”把 ”个 不 同 的 对 象 放 在 一 个 圆 上 ， 问 有 多 少 种 放 法 ? 

正如 14. 1 节 中 已 经 提示 的 那样 ， 问 题 相 当 于 用 n 种 不 同 的 颜色 对 正 n 角形 0 的 顶点 进行 着 
色 ， 管 案 应 为 0 的 旋转 群 的 非 等 价 着 色 数 。 仿 C 是 由 对 0 的 n 个 顶点 进行 着 色 且 每 种 颜色 只 出 现 
一 次 的 所 有 n! 种 方法 所 组 成 的 集合 ， 则 作用 在 C 上 的 循环 群 为 

CG, 一 {ps 一 wp sor} 

且 循 环 排列 的 个 数 等 于 C 中 非 等 价 的 着 色 数 。C, 中 的 便 等 置换 ,保持 C 中 所 有 nn! 种 着 色 不 变 。C 
中 其 他 置换 都 不 保持 C 中 的 任意 着 色 不 变 ， 因 为 在 C 的 着 色 中 ， 每 一 个 顶点 有 不 同 的 颜色 8 。 因 此 
利用 定理 14. 2.3 的 〈14.7)， 我 们 看 到 非 等 价 的 着 色 数 是 


NCCC) = 二 (nl + 0+ 十 0) = (一 D1! 口 


例 〈 项 链 计 数 问 题 ) ”用 mn 宇 3 种 不 同 颜色 的 珠子 组 成 一 个 项 链 ， 问 有 多 少 种 方法 ? 
我 们 此 时 的 情况 与 前 面 的 例子 所 描述 的 情况 几乎 相同 ， 唯 一 不 同 的 是 项 链 可 以 翻转 ， 因 此 
此 时 置换 群 G 必须 取 为 正 n 角形 的 顶点 对 称 群 。 于 是 ， 在 这 种 情况 下 ，G 是 阶 为 2n 的 二 面体 群 
D,。 能 使 着 色 不 变 的 唯一 置换 是 恒 等 置 换 并 且 它 使 所 有 的 n! 种 着 色 不 变 。 所 以 ， 根据 〈14. 7) 
非 等 价 的 着 色 数 即 不 同 项 链 数 是 
D1! 


NCD,,C) = n+04+. +0) = YD! 
2n 2 


例子 ”用 红色 与 蓝 色 对 正 五 角形 的 顶点 进行 着 色 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 
正 五 角形 的 对 称 群 是 二 面体 群 
D; = (0 一 (05503 ,03 pl oT Te Ts rT Ts } 
其 中 ， 如 14. 1 节 所 述 ，z 是 关于 连接 顶点 j(j 王 1，2，3，4，5) 与 其 对 边 中 点 连 线 的 反射 。 设 C 
是 关于 正 五 角形 项 点 的 所 有 2 二 32 种 着 色 的 集合 。 对 D; 中 的 各 置换 求 出 在 其 作用 下 保持 不 变 的 
着 色 数 ， 然 后 利用 定理 14. 2. 3。 单 位 元 “使 所 有 着 色 保 持 不 变 ， 其 他 四 个 旋转 各 自 仅 保持 两 种 着 
色 ， 即 所 有 顶点 为 红色 的 着 色 和 所 有 顶点 为 蓝 色 的 着 色 不 变 。 于 是 
32 一 0 
2 i= 1,2,3,4 
现在 ， 考 虑 任意 反射 r;， 比 如 。 为 了 使 在 nm 的 作用 下 着 色 保 持 不 变 ， 顶 点 2 与 5 必须 具有 相同 
的 颜色 ， 且 顶点 3 与 4 必须 具有 相同 的 颜色 。 所 以 ， 在 的 作用 下 保持 着 色 不 变 的 着 色 可 通过 
如 下 方法 获得 : 对 顶点 1 选择 一 种 颜色 〈 两 种 选择 ) 、 对 顶点 2 与 5 选择 一 种 颜色 (两 种 选择 )、 
对 顶点 3 与 4 选择 一 种 颜色 〈 两 种 选择 ) 。 因 此 ， 在 = 的 作用 下 保持 着 色 不 变 的 着 色 数 是 2 义 2 义 
2 三 8。 对 其 他 各 反射 可 进行 类 似 计算 ， 于 是 有 
IC(r)| 一 8， 对 每 一 个 了 一 1,2,3,4,5 








1C(GeD) | 一 





日 回忆 : o 是 360/n 度 旋转 。 
@ 事实 上 ， 如 果 所 有 的 颜色 是 不 同 的 ， 那 么 就 没有 不 同 于 恒 等 置换 的 置换 能 够 保持 任何 颜色 都 不 变 。 这 是 因为 对 
于 异 于 恒 等 置 换 的 属 换 。 至少 有 一 种 颜色 必须 变化 ， 从 而 着 色 也 就 改变 了 。 
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因此 ,根据 (14. 7)， 非 等 价 的 着 色 数 是 
NCD; ,C) 一 让 (32 十 2 十 2 F2 十 2 十 8 十 8 十 8 十 8 十 8) 一 8 
例子 用 红色 、 蓝 色 与 绿色 对 正 五 角形 的 顶点 进行 着 色 ， 问 有 多 少 种 非 等 价 的 方法 ? 
五 角形 所 有 顶点 的 着 色 集 C 的 元 素 个 数 是 3 一 243。 单 位 元 .使 243 种 着 色 保 持 不 变 。 其 他 每 


个 旋转 仅 使 3 种 着 色 保 持 不 变 。 每 个 反射 使 3X3X3 一 27 种 着 色 保 持 不 变 。 于 是 非 等 价 的 着 色 
数 为 

















N(D;,C) = 二 (243 十 3 十 3 十 3 十 3 十 27 十 27 十 27 十 27 十 27) 一 39 


扩展 以 上 的 计算 ,使 用 p 种 颜色 时 ， 非 等 价 的 着 色 数 应 为 
NCD;,O) =— Hp +4Xp+5xp) = LettD D 


例子 设 S={co*r, co ，b, coo"g, oo。 y} 是 四 个 不 同 对 象 r, b, g， y 的 多重 集合 ， 
且 每 个 对 象 均 具有 无 限 重 数 。 如 果 对 从 左 到 右 的 置换 与 从 右 到 左 的 置换 不 加 区 分 ， 那 么 存在 
多 少 种 S 的 2 置换 ? 例如 ， 将 ~， gg» 8， 8g;, b, y, y 与 y， y, b, gg», 8, £8， r 视 为 是 等 
价 的 。 


答案 是 在 置换 群 
G 一 人 or) 
的 作用 下 ， 用 红 、 蓝 、 绿 、 黄 四 种 颜色 对 从 1 到 7 的 整数 进行 着 色 时 非 等 价 着 色 的 方法 数 。 其 中 
1 2 … 7 1 2 ‘nl n 
人 2 …. 小 < 一 人， n—l … 2 中 


这 里 ,为 通常 的 恒 等 置 换 。 置 换 * 是 通过 把 1 到 的 整数 按 道 序 排列 得 到 的 。 注 意 ，G 确实 构成 
一 个 群 ， 因 为 rc。 r=.， 从 而 ,， 一世。 令 C 是 用 4 种 给 定 的 颜色 对 1 到 的 整数 进行 的 4" 种 着 
色 方法 所 组 成 的 集合 。 那 么 ,使 C 中 所 有 着 色 保持 不 变 。 在 t+ 的 作用 下 ,保持 着 色 不 变 的 着 色 数 
取决 于 ”是 偶数 还 是 奇数 。 首 先 假设 ”为 偶数 ， 那 么 ， 在 r 的 作用 下 ， 保 持 着 色 不 变 当 且 仅 当 
1 与 4 具有 相同 的 颜色 ,2 与 na 一 1 具有 相同 的 颜色 ，…… ，n/2 与 (n/2) 十 1 具有 相同 的 颜色 。 
所 以 z 使 "中 的 4 种 着 色 保 持 不 变 。 现 在 假设 是 奇数 。 于 是 ,在 = 的 作用 下 ， 保 持 着 色 不 变 
当 且 仅 当 1 与 4 具有 相同 的 颜色 ,2 与 na 一 1 具有 相同 的 颜色 ，…… ，(n 一 1)/2 与 (nT3)/2 具 
有 相同 的 颜色 ,对 (n 十 1)/2 的 颜色 不 作 限 制 。 所 以 ， 在 的 作用 下 ， 保 持 着 色 不 变 的 着 色 数 
是 4 "2 X4 一 4 524。 综合 以 上 两 种 情况 ， 我 们 用 向 下 取 整 函数 表达 得 


1C0D |= 2] 
应 用 Burnside 公式 “14. 7)， 我 们 得 到 非 等 价 的 着 色 数 为 


+ 
2 








N(G,C) = 
如 果 用 了 之 种 颜色 代 蔡 4 种 颜色 ， 则 不 等 价 的 着 色 数 为 
atl 
NG,ey = P+ 口 


2 
在 下 一 节 ， 我 们 介绍 更 深入 的 理论 ， 它 比 利 用 定理 14. 2. 3 更 容易 解决 更 困难 的 计数 问题 。 








日 ”考虑 一 条 有 7 个 等 间隔 点 的 线段 ， 这 些 点 分 别 被 标注 为 1，2，…，?z。 此 时 ，r 就 是 该 线段 的 180 旋转 。 等 价 
地 ，z 也 是 该 线段 关于 其 垂直 平分 线 的 反射 。 
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14. 3 “Polya 计数 公式 


本 节 将 讨论 的 计数 公式 是 Paelya 在 他 的 一 篇 颇具 影响 而 且 重 要 的 长 篇 文章 中 提出 〈 并 被 广泛 
应 用 ) 的 9 。 直 到 大 约 1960 年 ， 人 们 才 认 识 到 ， 在 Palya 这 篇 著名 文章 发 表 的 10 年 之 前 ，Red- 
field 发 表 过 一 篇 文章 9 ， 在 该 文章 中 他 已 经 使 用 了 Paelya 的 基本 技巧 。 

正如 上 节 中 我 们 所 看 到 的 那样 ， 利 用 Burnside 定理 成 功 地 计算 了 置换 群 G 作用 在 着 色 集 C 下 
的 非 等 价 着 色 数 量 ， 这 一 成 功 取 决 于 它 能 够 计算 出 在 G 中 了 的 作用 之 下 C 中 颜色 不 变 的 着 色 数 
1C(P) | 。 而 通过 考虑 置换 的 循环 结构 ， 这 一 计算 会 变 得 容易 进行 。 

设 了 是 X=(1，2，…，7z) 的 一 个 置换 ，D,/= 二 (X，Aj) 是 顶点 集 为 XX 且 弧 集 为 

A,= {(i,f(2)) :i€ X)} 
的 有 向 图 。 该 有 向 图 有 7 个 顶点 和 个 弦 ， 且 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 都 等 于 1。 正 如 推论 11. 8.8 
所 表明 的 那样 ， 绝 集 A 可 以 划分 为 若干 个 有 向 圈 ， 且 每 个 顶点 恰好 只 属于 一 个 有 向 圈 。 理 由 很 
简单 ， 因 为 从 任意 一 个 项 点; 开始， 我 们 沿 离开 j 的 唯一 弧 继 续 向 前 并 到 达 另 一 顶点 &， 再 对 
继续 重复 该 过 程 直 至 回 到 顶点 ;7， 于 是 产生 了 一 个 有 向 轿 。 因 为 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 均 为 1， 
所 以 最 终 我 们 一 定 能 到 达 我 们 的 初始 顶点 ;}。 去 掉 如 此 获得 的 有 向 图 的 顶点 和 弦 ， 直 到 Dj 的 所 
有 顶点 和 强 取 完 为 目 ， 从 而 将 Dj 的 顶点 与 弧 全 都 划分 成 了 有 向 圈 。 
例子 设 
/12345678 
f(s 8 541327) 
是 {1，2,，…，8}) 的 一 个 置换 。 那 么 应 用 上 面 提 到 的 过 程 ， 可 把 Dj 划分 成 如 下 的 有 向 圈 : 
1->6 >3->5->1, 2->8->7->2, 4—4 
对 于 (1，2，…，8) 上 把 1 变 到 6、6 变 到 3、3 变 到 5、5 变 到 1, 余下 的 整数 保持 不 变 的 置 
换 S， 我 们 记 作 
[1635] 
于 是 ， 
1 234 5678 

[1635]= (8 2 .54137 8 

对 应 于 置换 [1635] 的 有 向 图 是 由 有 向 圈 
1>6>3—>5>1, 2—>2, 4—>14, 7—>7，8 一 8 
组 成 的 有 向 图 。 如 果 在 一 个 置换 中 某 些 元 素 以 循环 的 方式 置换 且 余 下 的 元 素 (如 果 有 的 话 ) 保持 
不 变 ， 那 么 称 这 样 的 置换 为 循环 置换 ， 简 称 循环 。 如 果 循 环 中 的 元 素 个 数 为 &， 则 称 这 个 循环 为 
& 循环 。 因 此 ，[16 3 5] 是 一 个 4 循环 。 在 Dr 的 划分 中 ， 其 他 有 向 圈 给 出 如 下 循环 : 
[2 8 7] 和 [4] 

现在 我 们 看 到 ， 将 Dj 分 成 有 向 圈 的 划分 对 应 于 将 f 分 解 成 循环 置换 (关于 合成 运算 ) 的 因子 
分 解 : 
12345678 


7 人 (8 8 541 32 7)= [1635]° [287]. [4 (14. 12) 





O G.Pélya, Kombinatorische Anzahlbestimmungen fiir Gruppen, Graphen und chemische Verbindungen, Acia Mathemati- 
ca, 68 (1937)，145-254。 

© J.H. Redfield, The Theory of Group-Reduced Distributions, American Journal of Mathematics, 49 (1927), 433-455。 

上 ”这 个 记号 有 些 含糊 ， 因 为 不 能 由 它 确定 被 置换 的 元 素 的 集合 。 我 们 所 能 得 知 的 只 是 该 集合 至 少 包 含 1，3,，5 和 
6。 但 是 由 于 该 集合 在 所 处 理 的 特定 问题 中 是 不 言 自 明 的 ， 因 此 这 里 不 会 引起 混乱 。 
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这 是 因为 置换 f 中 的 每 个 整数 至 多 属于 因子 分 解 中 的 一 个 循环 。 

关于 因子 分 解 应 注意 两 点 。 首 先 ， 它 与 我 们 书写 循环 的 顺序 无 关 。 这 是 因为 每 个 元 素 恰好 在 
一 个 循环 中 出 现 。 其 次 ,1 循环 [4] 就 是 恒 等 置换 2， 于 是 ， 在 14. 12〉 中 可 将 它 略 去 而 不 影响 
其 正确 性 。 但是， 我 们 还 是 选择 将 它 留 下 ， 因 为 包括 所 有 的 1 循环 对 我 们 的 计数 问题 是 有 用 的 。 

设 /是 集合 X 的 任意 置换 。 扩展 上 例 ， 我 们 看 到 对 应 于 合成 运算 ， 三 有 一 个 化 成 循环 的 因 
子 分 解 

f= [az ° [jij2***js] 0 0 0 [llarel,] (14. 13) 

其 中 ，X 的 各 整数 只 出 现在 某 一 个 循环 中 。 我 们 称 (14. 13) 为 了 的 循环 因子 分 解 。 除 循环 出 现 


560|] 的 次 序 可 以 任意 变化 外 ，/ 的 循环 因子 分 解 是 唯一 的 。 在 集合 X 的 置换 的 循环 因子 分 解 中 ，X 


i 
后 > 
[| 


的 每 个 元 素 恰好 出 现 一 次 。 
例子 求 8 阶 二 面体 群  〈 正 方形 的 顶点 对 称 群 ) 中 各 置换 的 循环 因子 分 解 。 
D, 中 的 各 置换 已 在 13. 1 节 中 计算 过 。 每 个 置换 的 循环 分 解 在 下 表 中 给 出 : 




















Da 循环 因子 分 解 
网 一 : [1 。 [2] 。 [3]。 [4] 
04 [1234] 

人 [1 3] 。f2 4] 
大 [1432] 

zi [1]。[L2 4。[3]j 
re [1 3]。[2]。[4] 
Ty [12]。[L34] 

rT4 [14]。[23] 








注意 ， 在 恒 等 置 换 , 的 循环 因子 分 解 中 ， 所 有 的 循环 是 1 循环 ， 这 与 恒 等 置换 保持 所 有 元 素 
不 变 这 一 事实 相 吻 合 。 在 反射 z 与 zt 的 循环 因子 分 解 中 ， 出 现 两 个 1 循环 ， 因 为 它们 是 连接 正 
方形 两 个 相对 顶点 的 连 线 的 反射 ， 所 以 ， 保 持 这 些 顶 点 不 变 。 关 于 mm 与 rm 的 循环 因子 分 解 ， 我 
们 有 两 个 2 循环， 因为 它们 是 连接 对 边 中 点 连 线 的 反射 。 在 正 n 角形 (n 为 偶数 ) 的 顶点 对 称 群 
中 ,反射 有 类 似 的 性 质 ， 其 中 一 半 有 两 个 1 循环 和 (mw/2) 一 1 个 2 循环 ， 另 一 半 有 mw2 个 2 
循环 。 口 

例子 求 10 阶 二 面体 群 D，( 一 个 正 5 角形 的 顶点 对 称 群 ) 中 各 置换 的 循环 因子 分 解 。 

















我 们 已 在 13. 1 节 中 求 出 了 D; 中 的 置换 ， 将 各 置换 的 循环 因子 分 解 列表 如 下 : 
D; 循环 因子 分 解 
网 一 : [1]。[2]。[3]。[L4]。[5] 
1; [12345] 
[a [13524] 
由 [14253] 
a [15432] 
Tl [11.125]。L34] 
zz [13]°- [2] 。[45] 
zs [15]。[3]。 上 2 4] 
th [12]°. [35]° [4] 
Ts [1 4]。[23] 。[5] 

















日 即 “不 相交 循环 ”满足 交换 律 。 
马 在 此 ，[4] 意 指 : 4 变 到 4 而 其 他 整数 不 变 。 这 意味 着 包括 4 在 内 的 所 有 整数 不 变 ， 因 此 是 恒 等 置 换 。 假 如 本 例 
中 的 置换 /是 恒 等 置 换 ， 那 么 我 们 将 把 / 写成 /=L1] "[2J。…" [8j。 
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注意 ,在 反射 = 的 循环 因子 分 解 中 ， 恰 有 一 个 1 循环 出 现 ， 因 为 每 一 个 这 样 的 反射 是 关于 
顶点 与 其 对 边 的 中 点 的 连 线 的 反射 ， 所 以 只 有 一 个 顶点 保持 不 动 。 当 为 奇数 时 ， 正 n 角形 的 顶 
点 对 称 群 中 的 反射 有 类 似 的 性 质 ， 各 反射 有 一 个 1 循环 和 (nn 一 1)/2 个 2 循环。 口 
下 面 举 例 说 明 循 环 因子 分 解 在 计算 非 等 价 着 色 问 题 中 的 重要 性 。 
例子 设 X== (1，2，3，4，5，6，7，8，9} 的 置换 /为 
] 2 3 4 5 6 7 8 9 
( 9 1 7 6 5 3 8 ?) 





那么 f 的 循环 分 解 为 
f=[1473]。[29]。[56]°。[8] 

假设 我 们 用 红色 、 白 色 和 蓝 色 对 X 的 元 素 进 行 着 色 , C 是 由 所 有 这 样 的 着 色 构 成 的 集合 。 问 在 / 
作用 下 C 中 保持 不 变 的 着 色 数 1C( 7 了) | 是 多 少 ? 

设 c 是 使 得 fxc=e 的 一 种 着 色 。 首 先 ， 考 虑 4 循环 [1473j], 该 4 循环 将 1 的 颜色 变 到 4， 
4 的 颜色 变 到 7，7 的 颜色 变 到 3，3 的 颜色 变 到 1。 因 为 f 保持 着 色 c 不 变 ， 于是， 通过 这 个 循 
环 后 ， 我 们 得 到 

1 的 颜色 二 4 的 颜色 二? 的 关 色 = 二 3 的 颜色 二 1 的 闫 色 
这 意味 着 1、4、7、3 具有 相同 的 颜色 。 同 理 我 们 看 到 2 循环 [2 9] 的 元 素 2 和 9 具有 相同 的 颜 
色 ，2 循环 [5 6] 的 元 素 5 和 6 具有 相同 的 颜色 。 因 [8]j 是 1 循环 ， 所 以 对 8 的 着 色 没 有 任何 
限制 。 因 此 ，f 保持 着 色 不 变 ， 即 满足 f* c= 二 ce， 存在 多 少 种 着 色 ce? 答案 很 清楚 : 我 们 对 
(1，4，7，3) 任 意 指定 红 、 白 、 蓝 三 种 颜色 中 的 一 种 (三 种 选择 )， 对 (2，9) 任意 指定 红 、 白 、 
蓝 三 种 颜色 中 的 一 种 (三 种 选择 )， 对 (5，6} 任意 指定 红 、 白 、 蓝 三 种 颜色 中 的 一 种 (三 种 选 
择 )， 对 {8} 任意 指定 红 、 白 、 蓝 三 种 颜色 中 的 一 种 (三 种 选择 )， 总 计 有 - 
34 一 81 

种 着 色 。 注 意 答案 中 的 指数 4 是 了 的 循环 分 解 中 循环 的 个 数 ， 且 答案 与 循环 的 阶 数 无 关 。 口 

上 例 的 分 析 具 有 一 般 性 。 不 管 所 用 的 颜色 数 是 多 少 ， 该 方法 可 用 于 确定 任意 置换 保持 着 色 
不 变 的 着 色 数 。 我 们 在 下 面 的 定理 中 将 给 出 这 个 结论 。 置 换 f 的 循环 分 解 中 的 循环 个 数 记 为 

# (万 

定理 14.3.1 设 f 是 集合 XX 的 置换 。 假 如 我 们 用 上 种 颜色 对 X 的 元 素 进 行 着 色 。 设 C 是 时 

的 所 有 着 色 的 集合 。 则 了 中 保持 着 色 不 变 的 着 色 数 为 
|e |= Rk 

例子 ”用 红色 、 白 色 、 蓝 色 对 正方 形 的 顶点 进行 着 色 ， 问 共有 多 少 种 非 等 价 的 着 色 方 法 ? 

设 C 是 用 红色 、 白 色 、 蓝 色 对 正方 形 的 顶点 所 进行 的 3' 二 81 种 着 色 的 集合 。 正 方形 的 顶点 对 称 群 
是 二 面体 群 D， 我 们 已 知 它 的 各 元 素 的 循环 因子 分 解 。 对 D, 中 的 各 置换 f， 我 们 利用 下 面 的 表格 重 
复 这 一 结果 ， 新 增加 的 列表 示 # ( 亡 及 DD 中 在 上 作用 之 下 保持 着 色 不 变 的 着 色 数 |C(P | 。 

















DD 中 的 f 循环 因子 分 解 | [con | 
网 一 : [1 。 [2] 。[3]。[4] 4 3: 一 81 
Ds [1234] 1 31 一 3 
网 [1 3] 。 [24] 2 3 一 9 
网 [1432] 1 31 一 3 
[1] 。[2 4] 。[3] 3 34 = 27 
re [1 3] 。 [2] 。[4] 3 3: = 27 
T3 [12]。[34] 2 3 二 9 
™ [14] 。 [2 3] 2 32 =9 
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根据 定理 14. 2. 3， 非 等 价 的 着 色 方 法 数 为 
NCD,,C) = 81+3+9+3127+27+9+9 21 





口 


定理 14. 2. 3 和 定理 14. 3. 1 为 我 们 提供 了 一 种 方法 ， 即 在 集合 X 的 置换 群 G 的 作用 下 ， 计 
数 利用 给 定 的 颜色 集合 给 X 着 色 的 着 色 集 合 C 中 非 等 价 着 色 数 的 方法 。 这 一 方法 需要 我 们 能 够 求 
出 G 中 每 一 个 置换 的 循环 因子 分 解 (或 至 少 知道 循环 因子 分 解 中 的 循环 个 数 ) 。 为 了 对 更 一 般 的 
着 色 集 C 求 出 非 等 价 的 着 色 数 ， 我 们 针对 G 的 循环 因子 分 解 中 各 阶 循环 都 有 相同 循环 数 的 置换 个 
数 引 入 一 个 生成 函数 。 

设 上 是 含有 =” 个 元 素 的 集合 X 的 置换 。 假设 f 的 循环 因子 分 解 有 ea 个 1 循环 , ae 个 ?2 循 
环 ，……” ，e 个 4 循环 。 因 X 的 各 元 素 在 了 的 循环 因子 分 解 中 恰好 出 现在 一 个 循环 中 ， 所 以 ，e， 
aa，…，e 是 非 负 整数 且 满 足 


le 十 2@z 十 … 十 nen 二 7 (14. 14) 
我 们 称 n 元 组 (e1，es，*…，es) 是 置换 了 的 类 型 ， 记 为 
564 typel(f) 一 (el 392 9 ,En) 


注意 ,在 f 的 循环 因子 分 解 中 ,循环 数 为 

#()==@l 二 Te 二 十 
因为 置换 的 类 型 仅 取 决 于 循环 因子 分 解 中 循环 的 阶 数 ， 与 元 素 在 哪个 循环 中 无 关 ， 所 以 ， 不 同 的 
置换 可 以 有 相同 的 类 型 。 因为 我 们 现在 想 仅 通过 类 型 来 区 分 置换 ， 所 以 引进 x 个 未 定 元 
其 中 ，z 对 应 于 & 循环 (4 二 1, 2,， ,7)。 对 于 具有 type (从 二 (@， ezs **…*， En) 的 每 一 个 置 
换 f/， 定 义 f 的 单项 式 为 

mon( 有 二 鸡 驳 2 
注意 ，f 的 单项 式 的 总 次 数 等 于 f 的 循环 因子 分 解 中 的 循环 个 数 共 ( 放 。 
设 G 是 X 的 置换 群 。 对 G 中 每 个 置换 了 的 单项 式 求 和 ， 我 们 得 到 关于 G 中 的 置换 按照 类 型 

的 生成 函数 

2mon() 一 》 zi 次 … 芍 (14. 15) 

€G EG 


合并 (14. 15) 中 的 同类 项 时 ， 省 驳 …… 他 的 系数 等 于 G 中 类 型 为 (ae ，e，…，6) 的 置换 的 个 
数 。G 的 循环 指数 定义 为 该 生成 函数 除 以 G 中 的 置换 个 数 1G1 ， 即 
1. El pe oe pn 
P(x1 ,zs se ) 一 Ea 2 之 2 Pah 


例子 求 二 面体 群 D, 的 循环 指数 。 
在 定理 14. 3. 1 之 后 的 例子 中 ， 我 们 给 出 了 包含 D 中 各 置换 的 循环 因子 分 解 表 。 利 用 那些 因 
子 分 解 ， 我 们 在 下 表 中 给 出 各 置换 的 类 型 和 相关 的 单项 式 : 


循环 因子 分 解 
[C1] 。[2]。[3]。L4] 















单 项 式 


4 .00.0 一 wd 
Z{22Z3 4 一 ZI 








(4,0,0,0) 









pa [L1234] (0.0,0,1) zz 2! — 2 
a [13]。[2 4] (0,2,0,0) zz 双双 一 到 
网 [1432] (0.0,0,1) z9z32dz) = zh 
nn [1] * [2 41. [3] (2,1,0,0) zfz} 2929 = zz 


[1 3]°- C2]* [4] (2,1.0,0) ZI?) = 对 cz 





zs Li2]。L3 4 (0,2,0,0) zdz2zd20 二 22 
rh [14]* [23] (0,2,0.,0) Zz 二 台 








第 14 章 Polya 计 数 . 345 


DD, 的 循环 指数 是 
Pa (zis) 一 言 (村 十 2 十 3 二 十 2 寺 坟 ) 口 


现在 ， 假 如 我 们 知道 了 集合 X 的 置换 群 G 的 循环 指数 ， 那 么 就 能 够 计数 出 使 用 指定 的 颜色 
集 时 X 的 所 有 着 色 集 中 的 非 等 价 着 色 数 。 

定理 14.3.2 设 X 是 有 7 个 元 素 的 集合 ， 假 设 我 们 用 A 种 可 用 的 闫 和 色 对 X 的 元 素 进行 着 色 。 
令 C 是 天 的 所 有 &"” 种 着 色 的 集合 ，G 是 匀 的 置换 群 。 则 非 等 价 的 着 色 数 是 用 z= 二 有 (i 二 1， 
2，…，、，7) 代入 G 的 循环 指数 中 而 得 到 的 值 ， 即 

N(G,C) = Po(k,k,…,k) 

证 明 该 定理 是 定理 14. 2. 3 与 定理 14. 3. 1 的 一 个 推论 。G 的 循环 指数 是 G 中 置换 了 的 单项 

式 求 和 的 平均 值 ， 即 


Pei 24s.) 一 | 2 对 
根据 定理 14. 3. 1 可 知 . 了 保持 C 中 着 色 不 变 的 着 色 数 是 
kn 一 hit tete, k" 2 “ooops 
其 中 (ee ，…，e) 是 /的 类 型 。 根 据 定理 14. 2. 3， 非 等 价 的 着 色 数 是 


N(G.C) = 从 
例子 ”我们 有 一 个 种 颜色 的 集合 。 问 对 一 个 正方 形 的 顶点 进行 着 色 ， 非 等 价 的 着 色 数 是 
多 少 ? 
我 们 已 经 求 出 二 面体 群 D, 的 循环 指数 是 
Pa (a 和 a 入) 一 言 ( 寺 十 2z 十 3 号 十 2 如 ) 


因此 ， 根 据 定理 14. 3. 2， 非 等 价 的 着 色 数 是 


1 2 2 1 3 3 
Po, (ksksksk) = 十 2k 十 3k 十 2 外 十 2 二 上 十 2 


如 果 颜 色 数 为 & 一 6， 那 么 非 等 价 的 着 色 数 是 
6! 十 2X63 十 3X6 十 2xX6 | 
8 


Dk pe po 一 Pr(k.k,-.k) 口 
/GE 














Pr, (6,6,6.6) 一 


当 C 是 有 种 给 定 颜色 的 所 有 可 能 着 色 构 成 的 集合 时 ， 定 理 14. 3. 2 给 出 了 一 种 令 人 满意 的 计数 
C 中 非 等 价 着 色 数 的 方法 。 但 该 定理 中 的 公式 需要 我 们 知道 置换 群 G 中 每 种 类 型 的 置换 的 个 数 ， 
因此 可 能 很 难 应 用 。 然 而 ， 对 于 G 可 以 是 要 着 色 对 象 的 集合 XX 的 任意 置换 群 ， 这 已 经 是 我 们 能 
够 做 到 的 最 简单 的 方法 了 。 我 们 最 后 关注 的 是 使 用 更 一 般 的 着 色 集 。 回 顾 一 下 ,在 定理 14. 2. 3 
中 ， 对 C 的 唯一 限制 是 ， 对 于 C 中 的 每 一 个 着 色 c 以 及 G 中 的 每 一 个 置换 f，f xc 仍 在 C 中 ,， 即 G 
中 每 一 个 置换 f 把 C 中 的 一 个 着 色 c 变 成 C 中 的 男 一 个 着 色 fx ce。 在 这 更 一 般 的 情况 下 ， 人 们 最 
希望 的 是 有 某 种 有 效 的 方法 来 求 非 等 价 的 着 色 数 。 

现在 我 们 来 说 明 怎样 利用 G 的 循环 指数 ， 来 确定 当 各 颜色 使 用 特定 次 数 时 非 等 价 的 着 色 数 。 

设 C 是 使 X 中 每 种 颜色 的 元 素 个 数 为 特定 值 的 所 有 着 色 构 成 的 集合 。 对 X 的 每 一 个 置换 /与 
C 中 的 每 一 种 着 色 ce， 特定 颜色 出 现在 中 的 次 数 与 该 颜色 出 现在 A* ec 中 的 次 数 相 同 。 换 句 话 说. 
对 X 中 的 对 象 连同 其 颜色 一 起 进行 置换 不 改变 各 颜色 的 数目 。 这 意味 着 X 的 任意 置换 群 都 可 作 
为 着 色 集 合 C 上 的 置换 群 。 

例子 ”对 正 五 角形 的 三 个 顶点 着 红色 ， 对 其 余 两 个 顶点 着 蓝 色 ， 问 有 多 少 种 非 等 价 的 着 色 ? 

设 C 是 使 得 正 五 角形 的 三 个 顶点 为 红色 、 其 余 两 个 顶点 为 蓝 色 的 所 有 着 色 构 成 的 集合 。 因 为 


231 
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选 三 个 顶点 着 红色 有 10 种 方式 ， 于 是 ， 另 两 个 顶点 就 着 蓝 色 ， 所 以 C 中 的 着 色 数 为 0。 顶 点 对 
称 群 D; 可 充当 C 上 的 置换 群 。 我 们 在 前 面 已 获得 G 中 各 置换 的 循环 分 解 ， 在 下 表 中 ， 我 们 再 次 
列 出 这 些 因子 分 解 以 及 在 D: 中 各 置换 的 作用 下 C 中 保持 着 色 不 变 的 着 色 数 。 




















D; 循环 因子 分 解 不 变 的 着 色 数 
0 一: | [1]» [2] [3]. [C4] [5] 10 
p [12345] 0 
ps [13524] 0 
ps [14253] 0 
pi [15432] 0 
zi [1]。[25]。[334j 2 
rs [13]。[2]。[L45] 2 
3 L15]。[3]。[24] 2 
Tr4 [2j。[35]°。L4] 2 
La [14].。 [231.[5] 2 











除 单位 元 外 没有 任何 旋转 使 任意 着 色 部 保持 不 变 ， 其 永 因 在 于 ， 若 这 样 的 旋转 使 一 种 着 色 
不 变 ， 那么 在 这 个 着 色 中 所 有 的 颜色 必须 相同 (所 以 我 们 不 可 能 如 指定 的 那样 有 三 个 红色 顶点 
与 两 个 蓝 色 顶点 )。 每 个 反射 保持 C 中 的 两 种 着 色 不 变 。 这 是 因为 五 角形 中 的 每 一 种 反射 都 有 类 
型 (1，2，0，0，0)。 为 了 在 固定 着 色 中 有 两 个 蓝 色 项 点 ， 我 们 必须 对 因子 分 解 中 的 两 个 2 循环 
之 一 的 项 点 着 蓝 色 。 应 用 定理 14. 2. 3， 计 数 该 类 型 的 非 等 价 着 色 数 是 


10 十 0 十 0 十 0 十 0 十 2 十 2 十 2 十 2 十 2 _ 
10 


该 答案 很 容易 直接 得 到 ， 两 种 非 等 价 的 着 色 是 : 一 种 为 两 个 连续 的 蓝 色 项 点 ， 另 一 种 为 两 个 不 连 
续 的 蓝 色 顶点 。 C 
为 了 用 Burnside 定理 来 求 指定 各 颜色 出 现 的 次 数 时 的 非 等 价 着 色 数 ， 我 们 必须 能 够 求 出 置 
换 保持 着 色 不 变 的 着 色 数 。 设 f 是 集合 X 的 置换 ， 并 假设 
type(f) = (el ,esr se,) 





2 


及 
mon( 有) 一 2 这 
那么 ,在 f 的 循环 因子 分 解 中 有 ei 个 1 循环 ，e, 个 2 循环 ，…… ，e, 个 循环。 为 使 讨论 简单 
起 见 ， 假 设 仅 有 红色 与 蓝 色 两 种 颜色 。 令 
Cosg 

表示 所 有 p 个 元 素 着 红色 有 上 且 g 王 n 一 p 个 元 素 着 蓝 色 的 X 的 着 色 集 合 。Cs 中 的 一 种 着 色 在 了 的 作 
用 下 保持 不 变 当 且 仅 当 节 的 循环 因子 分 解 中 各 循环 的 所 有 元 素 的 颜色 相同 。 因 此 ， 为 求 Cs 中 的 
着 色 在 f 的 作用 下 保持 不 变 的 着 色 数 ， 我们 可 以 认为 给 循环 指定 颜色 使 得 得 到 指定 的 红色 元 素 
的 个 数 为 p (从 而 指定 为 蓝 色 的 元 素 个 数 为 g 二 n 一 p)。 假 设 得 到 红色 的 1 循环 有 个 ，2 循环 有 


bs 个， ，n 循环 有 个。 要 求 得 到 红色 的 元 素 个 数 是 p， 我 们 必须 有 
p=ul 二 i2 二 十 tn (14. 16) 
于 是 ,在 f 的 作用 下 使 C%., 中 着 色 保 持 不 变 的 着 色 数 |Cws( /) | 可 以 如 下 求 得 :选择 满足 
0 ea, 0 0 (14. 17) 


的 (14.16) 的 一 个 解 〈 以 确定 每 种 长 度 的 循环 中 有 多 少 被 指定 为 红色 )， 然 后 用 这 样 一 个 解 乘 以 
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el €2 mw 
(人 
(以 确定 长 度 分 别 为 1，2，…，n 的 每 一 个 循环 中 哪些 循环 被 指定 为 红色 )。 现 在 ， 把 红色 考虑 成 
变量 "~， 蓝 色 为 变量 5， 这 样 我 们 就 可 以 用 通常 的 代数 方法 进行 处 理 。 于 是 满足 (14.17) 的 
(14. 16) 的 解 的 个 数 是 下 面 表 达 式 中 8" 的 系数 ， 
(ri FP) 
而 上 面 的 表达 式 是 对 f 的 单项 式 做 代 换 
二 + 十 bz 二 这 二 请 十 (14. 18) 
而 得 到 的 。 置 换 群 G 的 循环 指数 是 G 中 置换 f 的 单项 式 的 平均 值 。 因 此 ， 根 据 定理 14. 2.3，Cp.s 
中 非 等 价 的 着 色 数 等 于 下 面 的 表达 式 中 ?br* 的 系数 
Pelrtb, rr 十) (14. 19) 
而 上 式 是 对 G 的 循环 指数 作 代 换 (14. 18) 而 得 到 的 表达 式 。 这 意味 着 (14. 19) 是 C,,, 中 每 种 颜 
色 有 指定 元 素 个 数 的 非 等 价 着 色 数 的 二 元 变量 生成 函数 9 。 
上 面 的 讨论 适用 于 任意 多 个 颜色 ， 因 此 我 们 可 以 给 出 每 种 颜色 有 指定 元 素 个 数 的 非 等 价 着 
色 数 的 生成 函数 。 这 是 本 书 的 最 后 一 个 定理 ? 。 这 个 定理 就 是 通常 所 称 的 Pelya 定理 ， 它 的 动机 、 
推导 与 应 用 就 是 本 章 的 主要 目的 。 
与 两 种 颜色 的 情形 -一样 ， 我 们 需要 将 颜色 看 成 变量 mu ，us。，…，w 来 进行 代数 处 理 。 与 上 
面 论证 的 唯一 不 同 是 ， 这 里 由 两 种 颜色 变 为 种 颜色 。 
定理 14. 3.3 设 久 是 元 素 集合 ，G 是 鲜 的 置换 群 。{w， Us，…，w) 是 上 种 闫 色 的 集合 ， 
C 是 X 的 任意 着 色 集 。 这 时 ， 针 对 各 颜色 的 数目 的 C 的 非 等 价 着 色 数 的 生成 函数 是 
Pi tt 十 (14. 20) 
这 一 表达 式 是 对 循环 指数 P(xz| ，zs，、…，z,) 通过 变量 代 换 
一 机 十 十 履 人 一 12， ,1) 











而 得 到 的 。 
换言之 ，(14. 20) 中 
Ut! uP oo fk 
的 系数 等 于 C 中 把 处 的 pi 个 元 素 着 色 成 磊 色 ul，ps 个 元 素 着 色 成 颜色 ws ，…… ，Dpp: 个 元 素 着 色 
成 颜色 zu 的 非 等 价 的 着 色 数 。 
将 xz 一 1 (于 1，2，…, A&) 代入 式 (14.20)， 我 们 得 到 其 系数 和 ， 从 而 得 到 用 上 有 种 颜色 对 
X 着 色 的 非 等 价 着 色 总 数 。 因 为 这 样 的 代 换 产生 
PC(k,k,..,k) 
所 以 ， 定理 14. 3. 3 是 定理 14. 3. 2 的 改进 。 它 比 定理 14. 3.2 包含 更 详尽 的 信息 ， 而 用 1 代替 每 
个 wu 丢 失 了 这 些 信息 。 
例子 用 2 种 颜色 及 3 种 颜色 对 一 个 正方 形 的 顶点 着 色 ， 求 它们 的 非 等 价 着 色 数 的 生成 
函数 。 
由 前 面 的 计算 可 知 正方 形 的 顶点 对 称 群 D, 的 循环 指数 为 








日 ”生成 函数 中 的 两 个 变量 是 x 和。 我 们 可 以 通过 令 /= 1 而 得 到 单 变量 生成 沙 数 。 这 样 做 不 会 失去 什么 ， 因 为 我 
们 已 经 说 过 ， 一旦 指定 了 红色 的 数目 ， 剩 下 的 就 是 蓝 色 的 数目 了 。 然 而 ， 由 于 我 们 要 得 到 颜色 数目 任意 的 生成 
函数 而 又 不 能 将 其 化 成 单 变量 函数 ， 因 此 ， 这 里 最 好 使 用 两 个 变量 。 

折 ”如 果 你 从 第 一 页 一 直 读 到 这 里 ， 并 完成 了 大 部 分 练习 ， 那 么 祝贺 你 ， 你 知道 了 组 合 数学 和 图 论 的 许多 知识 。 但 
是 ， 还 有 许多 知识 需要 知道 .而且 信息 每 天 都 在 增长 。 在 各 种 杂志 中 组 合 数 学 和 图 论 的 研究 论文 的 数量 看 起 来 
也 在 逐年 增加 。 然 而 这 不 足 为 怪 。 我 希望 你 已 经 发 现 ， 这 方面 的 内 容 是 令 人 兴奋 和 着 迷 的 。 另 外 ， 它 在 生物 和 
物理 领域 的 应 用 也 在 不 断 增加 。 在 本 书 最 后 ， 我 们 列 出 了 进一步 阅读 的 一 些 参考 书 。 
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Py (I 9 Tr 之 3 ,Zz ) 一 言 (xz 十 2z 十 3 党 十 2 好 z) 
设 两 种 颜色 为 > 与 0/， 则 生成 函数 为 
Pa (十 筷 天 十 式 这 十 帮 天 十 玖 一 诗 ((r 十 雁 十 207 十 共 ) 十 3( 天 十 外 关 十 20r 十 历 5( 十 大 )) 
一 言 (8r' 二 8b 十 167 信 十 8rb* 二 8p) 


因此 ， 我 们 得 到 


Pp, (Cr 十 久 天 十 并 ,天 十 砂 ,六 十 贡 ) 一 开 十 PPO 十 272 术 十 7 十 并 (14. 21) 
因此 ， 所 有 项 点 都 是 红色 的 非 等 价 着 色 有 一 种 ， 所 有 顶点 都 是 蓝 色 的 非 等 价 着 色 有 一 种 ， 三 个 项 
点 是 红色 、 一 个 顶点 是 蓝 色 的 非 等 价 着 色 有 一 种 ， 一 个 顶点 是 红色 、 其 余 三 个 顶点 是 蓝 色 的 非 等 


价 着 色 有 一 种 。 最 后 ， 每 个 颜色 各 有 两 个 顶点 的 非 等 价 着 色 有 一 种 。 非 等 价 着 色 的 总 数 即 
(14.21) 中 的 系数 和 6。 
现在 ， 假 设 我 们 有 三 种 颜色 ”, 5 与 g， 则 非 等 价 着 色 的 生成 函数 为 
Pp, (7r 十 b 十 gy 十 术 十 让 十 态 十 外 ,十 所 十 2 ) 


二 言 CCr 十 5 十 有 4 十 2(r 十 所 十 gg ) 十 3 十 访 十 所 六 十 2(r 十 5b 十 g)(7 十 扩 十 外 )) 


利用 第 5 章 中 的 多 项 式 定理 ， 可 以 计算 出 这 个 表达 式 。 例 如 ，r' 所 g' 的 系数 为 


言 (12 十 0 十 0 十 4) =2 


于 是 ， 一 个 顶点 为 红色 、 两 个 顶点 为 蓝 色 、 一 个 顶点 为 绿色 的 非 等 价 着 色 有 2 种 。 非 等 价 的 着 色 
总 数 为 
Ps (3,3,3) 二 21 口 
例子 用 2 种 颜色 及 3 种 颜色 分 别 对 正 五 角形 的 顶点 着 色 ， 求 它们 各 自 非 等 价 着 色 的 生成 
函数 。 
由 我 们 前 面 的 计算 知 ，D; 的 循环 指数 为 
Po (Zi,z2 ,ZT Ls) = 了 (村 十 4zs 十 5zi zz) 


注意 ,循环 指数 中 既 不 出 现 六 也 不 出 现 z， 这 是 因为 D; 中 的 置换 在 其 循环 因子 分 解 中 均 无 3 循 
环 和 4 循环。 假设 我 们 有 两 种 颜色 ~ 与 65， 则 关于 非 等 价 着 色 的 生成 函数 为 


Po 《7 十 好 十 太太 十 防 s 十 本 六 十 护 ) 一 赴 (r 十 5 十 4( 玉 十 所 ) 十 5Cr 十 站 (六 十 大 )?) 


二 十 r' 十 27 本 十 27 所 十 却 ' 十 所 
非 等 价 的 着 色 总 数 为 





1 十 1 十 ?二 2 十 1 二 1 一 8 
关于 三 种 颜色 ， 非 等 价 着 色 的 生成 函数 为 
而 (C7 二 6 十 8) 十 4Cr 十 芒 十 局 ) 十 5Cr 十 b 十 8)C 六 十 所 十 2)?) 
非 等 价 着 色 总 数 为 
二 (3 十 4(3) 十 5(3)(37)) 一 39 品 


例子 (立方 体 的 顶点 与 面 的 着 色 ) “用 指定 数量 的 颜色 对 立方 体 的 顶点 与 面 进行 着 色 ， 试 求 
立方 体 的 对 称 群 及 非 等 价 的 着 色 方 法 数 。 
一 个 立方 体 有 24 个 对 称 ， 它 们 属于 四 种 不 同类 型 的 旋转 : 


(1) 恒 等 旋转 (1 个 ) 


(2) 绕 三 对 对 立 面 的 中 心 旋 转 ， 


(a) 90”(3 个 ) 。 
(b) 180” (3 个) 。 
(c) 270”(3 个 )。 


o 


(3) 绕 对 边 中 点 连 线 的 180 旋转 (6 个 )。 


(4) 绕 对 顶点 的 旋转 : 
(a) 120* (4 个 )。 
(b) 240”(4 个 )。 


一 个 立方 体 对 称 的 总 个 数 是 24 个 。 
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在 下 表 中 ， 我 们 把 每 类 对 称 看 成 是 8 个 顶点 的 置换 作为 立方 体 项 点 对 称 群 的 元 素 ) 和 6 个 
面 的 置换 (作为 立方 体面 对 称 群 的 元 素 )。 在 该 表 中 我 们 参考 了 以 上 给 出 的 对 称 的 分 类 。 








对 称 种 类 个 





(1) 

(2)(a) 
(2)(b) 
(2) (C0) 
(3) 

(4)(a) 
(4)Cb) 


1 
3 
3 
3 
6 
4 
4 





0, 0, 0, 0, 0, 0,0) 


0， 


0 


，0， 


0 


0. 
2， 
2， 


+ 2, 0, 0, 0, 0) 
0, 0, 0, 0, 0) 
2, 0, 0, 0, 0) 
0, 0, 0, 0, 0) 
0. 0, 0, 0, 0) 
0, 0, 0, 0, 0) 


面 类 型 
C6, 0, 0, 0, 0, 0) 
(2, 0, 0, 1, 0, 0) 
(2, 2, 0, 0, 0, 0) 
(2, 0, 0, 1, 0, 0) 
(0, 3, 0, 0, 0, 0) 
(0, 0, 2, 0, 0, 0) 
(0, 0, 2, 0, 0, 0) 





由 上 表 我 们 看 到 立方 体 的 顶点 对 称 群 Ge 的 循环 指数 为 


Pa (zi ss si) 一 击 (长 十 6 本 十 9 址 十 8 村 要) 
立方 体 的 面 对 称 群 Cr 的 循环 指数 为 


Po (zi 9 之 2 6 ) 一 击 ( 寺 十 6 好 z 十 3 对 于 十 6 有 2 十 8z2) 


用 红色 与 蓝 色 给 这 个 立方 体 的 顶点 着 色 ， 非 等 价 着 色 的 生成 函数 为 
Pi Cr 十 六 天 十 让， 天 十 区 ) 一 去 (Cr 十 殷 十 6(r 十 十 9 十 PY 十 8(r 二 DC 十 所)) 


对 于 立方 体面 ， 其 生成 函数 是 
Po, (r+byr 二 + 十) 


一 高 (C7 十 b)' 十 6C7 十 BD?Cr 十 所 ) 十 3Cr 十 )?( 产 十 她 这 十 6C 六 十 妨 》* 十 8Cr 十 本 )?) 
进行 一 些 代 数 计算 后 ,我 们 得 到 顶点 的 非 等 价 着 色 的 生成 函数 为 


二 rbot3rpt+3rp 二 7rb 3p +3r6 +rb' 十 区 


而 面 的 非 等 价 着 色 的 生成 函数 是 
帮 十 天 六 十 2 天 天 十 2 天 请 十 2 十 7 本 十 六 


关于 项 点 以 及 面 的 非 等 价 着 色 总 数 分 别 是 23 与 10。 
如 果 有 “种 颜色 ， 则 非 等 价 的 顶点 着 色 数 是 


工 (ks 6k + 9k' + BRR:) 


24 
非 等 价 的 面 着 色 数 总 数 是 


— 1 8 4 2 
一 Da‘* 十 17k 十 6k) 
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让 (ke 十 6 十 3 十 6k 十 8 好 ) 一 去 (k 十 3k' 十 12k 十 8k) 口 


在 最 后 一 个 例子 中 ， 我 们 具体 说 明 如 何 应 用 定理 14. 3. 3 来 求 有 指定 边 数 的 n 阶 非 同 构图 的 个 数 。 
例子 ” 求 各 种 可 能 边 数 的 4 阶 非 同 构图 的 个 数 。 
例 中 的 数值 4 确实 很 小 ， 以 至 于 我 们 不 需 借助 定理 14. 3. 3 便 可 解 该 问题 ， 但 是 ， 在 本 例 中 
我 们 的 目的 是 说 明 如 何 将 定理 14. 3. 3 用 于 图 的 计数 。 
设 91 是 顶点 集 为 V 一 {1，2，3，4) 的 所 有 4 阶 图 的 集合 ， 我 们 要 求 的 是 9, 中 有 指定 边 数 的 
非 同 构图 个 数 的 生成 函数 。9, 中 图 于 二 “VE,)〉 的 边 集合 已 是 
X={{1,2},{1,3}),{1,4},{(2,3},{2,4),{3,4)} 
的 一 个 子 集 。 我 们 可 将 Hi 看 成 是 对 集合 X 中 的 边 使 用 两 种 颜色 “是 ” (或 y) 与 “ 否 ”( 或 n) 
的 着 色 ， 其 中 ，E, 中 的 边 有 颜色 y， 非 E 中 的 边 有 颜色 n。 设 C 是 有 y 与 n 两 种 颜色 的 X 的 所 有 
着 色 的 集合 。 因 此 ，9, 中 的 图 恰好 是 C 中 的 着 色 ! 这 是 我 们 得 到 问题 的 解 的 第 一 个 重要 的 发 现 。 
设 H, 二 (V，E;) 是 9, 中 的 另 一 个 图 ， 则 互 , 与 H; 同 构 当 且 仅 当 存在 V 王 {1，2，3，4) 的 
置换 f(S, 的 置换 ) ， 使 得 {i, 站 是 EE 中 的 边 当 且 仅 当 {f(i)，f())) 是 已 中 的 边 。S 中 的 24 
种 置换 中 每 一 种 置换 f 都 利用 规则 
{I {f(D,f0)} ((i,j} EX) 
置换 X 中 的 边 。 例 如 ， 设 


则 /置换 X 中 的 边 如 下 : 
{1,2) {1,3} (1,4) {2,3) {2,4) {3,4} 
(23 {3,4} {1,3} {2,4} {1,2} (1 ) 
令 Si” 是 通过 这 种 方式 从 Si 得 到 的 X 的 置换 群 s 。 我 们 的 第 二 个 重要 发 现 是 : 9, 中 的 两 个 图 同 
构 当 和 且 仅 当 作 为 X 的 着 色 它 们 等 价 。 这 一 发 现 是 图 同 构 与 等 价 着 色 的 定义 的 直接 结果 。 
因此 ,根据 颜色 y 和 n 的 数目 ,我 们 将 问题 化 简 为 计数 关于 置换 群 S2 的 C 中 非 等 价 着 色 数 
的 问题 。 但 这 恰好 是 定理 14. 3. 3 的 目的 。 余 下 的 就 是 计算 Si?” 的 循环 指数 。 为 此 ， 我 们 必须 计 
数 S2 中 24 个 置换 中 每 种 置换 的 类 型 ,计算 结果 总 结 于 下 表 中 。 











类 型 单 项 式 S 人 2 中 的 置换 数 
(6，0，0，0，0，0) 好 1 
(2, 2, 0, 0,，0, 0) 2 
(0, 0, 2, 0, 0, 0) 好 8 
(0, 1, 0, 1, 0, 0) X24 6 





Se 的 循环 指数 为 
Pu» (21 yza ,23 ,L423 ,Ze) 一 二 (过 十 9zi 必 十 82z4 十 6x 之 1 ) (14. 22) 
根据 定理 14. 3.3, C 中 非 等 价 着 色 数 的 生成 函数 可 以 通过 对 (14. 22) 作 代 换 
z= ym (=1,2,3,4,5,6) 
而 得 到 。 通 过 少量 的 计算 可 得 该 结果 为 
y 二 yni+2y'im 十 3 和 7 二 2y:n 二 yn” 二 ns 





昌 由 于 S54 是 置换 群 ， 容易 推出 Sf 也 是 置换 群 。 作 为 抽象 群 ，S, 和 Si? 同 构 ， 作 为 置换 群 则 不 是 。 


第 14 章 Polya 计 数 . 351 





注意 . 颜色 y 的 数 日 等 于 边 数 ， 于 是 ， 根 据 边 数 我 们 看 到 4 阶 非 同 构图 的 个 数 可 由 下 表 给 出 : 
_ 到 - 











边 非 同 构图 的 个 数 
6 1 
5 1 
4 2 
3 3 
2 2 
1 1 
0 1 
特别 地 ，4 阶 非 同 构图 的 总 个 数 等 于 11。 口 
14.4 练习 题 
1. 设 
1 2 3 4556 1 2 34556 
/一 (, 4 215 3 (3 5 6 2 14 1) 
求 576 
(a) /°° g, g°f 
(b) f/f ',g! 
Ce) fr, 
(dy foge] 


2. 证 明 置 换 的 合成 满足 结合 律 : (/ 。g)。h 二 f。(g。h)。 
3. 求 等 边 三 角形 的 对 称 群 与 顶点 对 称 群 。 
1. 求 等 腰 但 非 等 边 的 三 角形 的 对 称 群 与 顶点 对 称 群 。 
5. 求 既 非 等 腰 也 非 等 边 的 三 角形 的 对 称 群 与 顶点 对 称 群 。 
6. 求 正 四 面体 的 对 称 群 (提示 : 有 12 个 对 称 ) 。 
7. 求 下 四 面体 的 顶点 对 称 群 。 
8. 求 正 四 面体 的 边 对 称 群 。 
9. 求 正 四 面体 的 面 对 称 群 。 
10. 求 非 正方 形 的 矩形 的 对 称 群 与 顶点 对 称 群 。 
11. 求 正六 边 形 的 顶点 对 称 群 (12 阶 二 面体 群 Ds )。 
12. 求 正方 形 的 边 对 称 群 中 的 全 部 置换 。 
13. 设 /与 g 为 练习 题 1 中 的 置换 ,c= 二 (R，B，B，R，R，R) 是 用 颜色 尽 与 有 对 1，2，3，4，5，6 进行 
的 一 种 着 色 。 求 以 下 对 ¢ 的 作用 : 
(a) fxce 
(b) fi'xe 
(Cc) gxe 
(d) (go /xeS (fg)xe 
(e) (pg*°o ff) xe 577 
14. 用 红色 与 蓝 色 对 等 边 三 角形 的 顶点 进行 着 色 ， 试 通过 检验 所 有 可 能 出 现 的 情况 ， 求 出 非 等 价 的 着 色 数 。 
(用 红色 、 白 色 与 蓝 色 重 做 此 练习 题 。) 
15. 用 红色 与 蓝 色 对 正四 面体 的 顶点 进行 着 色 ， 试 通过 检验 所 有 可 能 出 现 的 情况 ， 求 出 非 等 价 的 着 色 数 。 
(用 红色 、 白 色 与 蓝 色 重 做 此 练习 题 。) 
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刻画 S, 中 满足 /7'! 二 + ( 即 f?==,) 的 置换 f 的 循环 因子 分 解 的 特征 。 

用 红色 与 蓝 色 对 正六 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 在 14. 2 节 中 已 得 到 有 8 种 非 等 价 的 着 色 。 请 具体 给 出 这 8 
种 非 等 价 的 着 色 。 

用 p 种 颜色 对 正方 形 的 顶点 进行 着 色 ， 利用 定理 14. 2. 3 求 非 等 价 的 着 色 数 。 

用 红色 与 蓝 色 对 等 边 三 角形 的 顶点 进行 着 色 ， 利 用 定理 14. 2. 3 求 非 等 价 的 着 色 数 。 用 p 种 颜色 (参考 
练习 题 3) 重 做 此 练习 题 。 

用 红色 与 蓝 色 对 等 腰 但 非 等 边 的 三 角形 的 顶点 进行 着 色 ， 利 用 定理 14. 2. 3 求 非 等 价 的 着 色 数 。 用 p 种 
颜色 (参考 练习 题 4) 重 做 此 练习 题 。 

用 红色 与 蓝 色 对 既 不 等 腰 也 不 等 边 的 三 角形 的 顶点 进行 着 色 ， 利 用 定理 14. 2. 3 求 非 等 价 的 着 色 数 。 用 
种 颜色 〈 参 考 练习 题 5) 重 做 此 练习 题 。 

用 红色 与 蓝 色 对 非 正方 形 的 矩形 的 顶点 进行 着 色 ， 利 用 定理 14. 2. 3 求 非 等 价 的 着 色 数 。 用 p 种 颜色 
(参考 练习 题 10) 重 做 此 练习 题 。 

( 单 面 ) 带 标号 多 米 诺 骨 牌 是 由 两 个 正方 形 沿 一 条 边 连接 构成 的 ， 其 中 ， 每 个 正方 形 在 一 个 面 上 刻 有 0， 
1，2，3，4，5 或 6 个 点 数 。 多 米 诺 骨 牌 的 两 个 正方 形 可 以 有 相同 的 点 数 。 

(a) 利用 定理 14. 2. 3 求 不 同 的 带 标号 多 米 诺 骨 牌 数 。 

(b) 如 果 把 0，1，…，z 一 1 或 户 个 点 数 刻 于 正方 形 上 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 带 标号 多 米 诺 骨牌 ? 

双 面 带 标号 多 米 诺 骨 牌 是 由 两 个 正方 形 沿 一 条 边 连接 构成 的 ， 其 中 在 两 个 面 的 每 个 正方 形 上 刻 有 0，1， 
2，3，4，5 或 6 个 点 数 。 

(a) 利用 定理 14. 2. 3 求 不 同 的 双 面 带 标号 多 米 诺 骨牌 数 。 

(b) 如果 把 0，1，.…，p 一 1 或 p 个 点 数 刻 于 正方 形 上 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 双 面 带 标 号 多 米 诺 骨 有 牌 ” 
用 3 个 红色 珠子 与 2 个 蓝 色 珠子 锐 成 项 链 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 项 链 ? 

用 4 个 红色 珠子 与 3 个 蓝 色 珠子 锐 成 项 链 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 项 链 ? 

求 练习 题 1 中 置换 /与 g 的 循环 因子 分 解 。 

设 f 是 集合 X 的 置换 ， 试 给 出 由 /了 的 循环 因子 分 解 求 三 的 循环 因子 分 解 的 简单 算法 。 

求 二 面体 群 Pi 中 每 个 置换 的 循环 因子 分 解 (参考 练习 题 11) 。 

求 同 一 集合 X 上 的 置换 了 与 g， 使 得 /与 g 在 各 自 的 循环 分 解 中 均 有 2 个 循环 , 但 f。g 仅 有 一 个 。 
证 明 用 p 种 颜色 对 正 五 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 其 非 等 价 的 着 色 数 是 


pp TCp 1) 
10 


用 红色 、 白 色 与 蓝 色 对 正六 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 求 非 等 价 的 着 色 数 〈 参 考 练习 题 29) 。 

证 明 : 任意 置换 与 它 的 逆 置 换 具 有 同样 的 类 型 (参考 练习 题 28) 。 | 

设 @l，ez，…，e 是 满足 le1 十 2es 十 … 十 ne 二 7 的 非 负 整数 。 试 说 明 如 何 构 造 集合 {1,，2, …, n} 上 
的 一 个 置换 /， 使 得 type()==(e1， ez，……，e,)。 

用 & 种 颜色 对 正六 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 求 非 等 价 的 着 色 数 (参考 练习 题 29)。 

用 红色 、 白 色 与 蓝 色 对 正 五 边 形 的 项 点 进行 着 色 ， 求 使 得 两 顶点 为 红色 、 两 顶点 为 白色 及 一 顶点 为 蓝 
色 的 非 等 价 的 着 色 数 。 

用 红色 、 白 色 和 蓝 色 给 正八 边 形 的 顶点 着 色 ， 求 在 这 个 正八 边 形 的 顶点 对 称 群 作用 之 下 的 非 等 价 着 
色 数 。 

双 面 三 拼图 是 有 三 个 正方 形 的 1X3 棋盘 ， 其 中 每 一 个 正方 形 (共有 6 个 ， 因 为 每 一 个 有 两 个 面 ) 都 用 
红 、 白 、 蓝 、 绿 、 黄 五 种 颜色 之 一 着 色 〈 正 方形 的 两 个 面 可 以 有 不 同 的 颜色 )。 有 多 少 非 等 价 的 双 面 三 
拼图 ? 

双 面 四 拼图 是 有 四 个 正方 形 的 1X4 棋盘 ， 其 中 每 一 个 正方 形 (总 共有 8 个 正方 形 ， 因 为 每 一 个 都 有 两 
个 面 ) 都 用 红 、 白 、 蓝 、 绿 、 黄 五 种 颜色 之 一 着 色 (正方 形 的 两 个 面 可 以 有 不 同 的 颜色 )。 有 和 多少 种 非 
等 价 的 双 面 四 拼图 ? 

双 面 ”拼图 是 有 ?2 个 正方 形 的 1Xn 棋盘 ， 其 中 每 一 个 正方 形 (共有 2n 个 ， 因 为 每 一 个 正方 形 有 两 个 
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面 ) 用 之 种 颜色 之 一 着 色 〈 正 方形 的 两 个 面 可 以 有 不 同 的 着 色 ) 。 有 多 少 种 非 等 价 的 双 面 拼图 ? 
确定 二 面体 群 D 的 循环 指数 (参考 练习 题 29) 。 

分 别 用 2 种 及 3 种 颜色 对 正六 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 求 非 等 价 着 色 的 生成 函数 〈 参 考 练习 题 41) 。 

求 正 方形 边 对 称 群 的 循环 指数 。 

用 红色 和 蓝 色 对 正方 形 的 边 进行 着 色 ， 求 非 等 价 着 色 的 生成 函数 。 使 用 大 种 颜色 时 有 多 少 种 非 等 价 的 
着 色 ? (参考 练习 题 43 。) 

设 n 是 奇 素数 ， 证明 {1，2,，…*，n)} 的 置换 p,， 忆 ，…，t!' 都 是 阶 循环 〈 回 顾 一 下 ， 置 换 o 将 1 
变 到 2、 将 2 变 到 3、……、 将 n 一 1 变 到 nn、 将 nn 变 到 1)。 

设 ”是 素数 ， 用 A 种 不 同 颜色 的 ”个 珠子 做 成 项 链 ， 求 不 同 的 项 链 数 。 

将 3 行 3 列 棋盘 中 的 9 个 正方 形 着 红色 与 蓝 色 ， 棋 盘 可 以 自由 旋转 ， 但 不 能 做 翻转 运动 。 求 不 等 价 着 
色 的 生成 肖 数 及 其 着 色 总 数 。 

3 行 3 列 棋盘 形式 的 带 色 玻璃 窗 有 9 个 正方 形 ， 其 中 ， 各 正方 形 着 红色 或 蓝 色 〈 颜 色 是 透明 的 ， 且 可 从 
两 面 观看 窗户 )。 求 不 同 的 带 色 玻璃 窗 的 生成 隙 数 及 带 色 玻璃 窗 的 总 数 。 

有 16 个 正方 形 的 4 行 4 列 棋盘 形式 的 带 色 玻 璃 窗 ， 重 复 练习 题 48。 

如 果 p 是 素数 ， 求 由 p 个 红色 或 蓝 色 珠子 组 成 的 不 同 项 链 的 生成 函数 (参考 练习 题 46) 。 

求 二 面体 群 Da* 的 循环 指数 ， 其 中 p 是 素数 。 

求 由 2p 个 红色 或 蓝 色 珠子 组 成 的 不 同 项 链 的 生成 冰 数 ， 其 中 p 是 素数 。 

用 10 个 球 合成 一 个 三 角 阵 ， 使 得 1 个 球 在 2 个 球 之 上 ，2 个 球 在 3 个 球 之 上 ，3 个 球 在 4 个 球 之 上 〈 考 
虑 台球 )。 这 个 三 角 阵 可 以 自由 旋转 。 用 红色 与 蓝 色 对 该 三 角 阵 着 色 ， 求 非 等 价 着 色 数 的 生成 函数 。 如 
果 人 允许 翻转 该 三 角 阵 ， 求 出 相应 的 生成 函数 。 

利用 定理 14. 3, 3， 求 5 阶 非 同 构图 的 生成 函数 。( 提 示 : 本 练习 题 需要 一 定 的 工作 量 ， 适 合作 为 最 后 一 
个 练习 题 。 我 们 需要 求 出 集合 X 的 置换 群 S42 的 循环 指数 ， 其 中 ,，X 是 由 {1，2，3，4，5} 中 不 同 整 
数组 成 的 10 个 无 序 整数 对 (5 阶 图 中 可 能 的 边 ) 所 构成 的 。 首 先 计 算 Ss 中 各 类 型 置换 f 的 个 数 ， 然 后 
利用 如 下 事实 : 作为 六 上 的 置换 ，f 的 类 型 只 依赖 于 作为 {(1，2，3，4，5} 上 的 置换 f 的 类 型 .) 
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练习 题 答 案 与 提示 


我 们 只 给 出 部 分 练习 题 的 解答 与 提示 。 
第 1 章 


3. 不 能 。 

4，F(GoD = Fn 一 1) 十 Fn 一 27; f(12)=233。 

5. 11。 

9. 使 用 5X6 棋盘 并 使 用 2X3 的 牌 。 

15. 不 能 。 

20. 由 于 3 个 国家 1，2 和 10 中 的 每 两 个 都 有 一 条 公共 边 ， 因 此 3 种 颜色 是 必需 的 。 使 用 红色 、 蓝 色 、 白 色 
着 色 共 有 12 种 不 同 的 着 色 方 法 。 

21. 否 。 公 共 线 的 和 是 (1 十 2 十 … 十 7)/3， 但 这 个 数 不 是 一 个 整数 。 

26. 简单 的 实验 通常 是 会 成 功 的 。 

29. 是 平衡 的 。 玩 家 下 应 该 从 大 小 为 22 的 堆 中 取 走 14 枚 硬币 。 

31. 提示 : 考虑 单位 数字 (unit digit) 。 

34. 第 二 个 玩家 。 考 虑 加 到 5 的 倍数 。 

35. 第 一 个 玩家 。 

36. 105. 

38. 提示 : 考虑 使 n 条 线段 的 总 长 度 尽 可 能 小 的 配对 。 

39. 提示 : n 必须 是 偶数 。 给 这 些 方 格 着 色 成 黑色 和 白色 ， 位 于 列 1，3，…，z 一 1 的 所 有 方 格 都 着 上 黑色 ， 
而 位 于 列 2，4，…，n 的 方 格 都 着 上 白色 ， 使 黑 格 数 等 于 白 格 数 。 这 张 棋盘 上 的 虐 形 拼图 有 两 种 类 型 . 
一 种 可 以 覆盖 三 个 黑 格 和 一 个 白 格 , 一 种 可 以 覆盖 三 个 白 格 和 一 个 黑 格 。 

43. 提示 : 考虑 中 心 的 立方 体 。 


第 2 章 


1, ({a, b}) 48。 
2.4! (131)4。 


一 


52 
3.52X51 X50X49X48; ( 5 ): 


4. (a) 5X3X7X2; (ec) 121。 
5, (a) 12。 


6. 根据 整数 所 包含 的 数字 个 数 对 整数 进行 划分 。 
8. 6!1 51!。 


10 (>)x (3)+ (:)x (0)+ (0)x (5 ) +( 
11., (2) -2x17—17x16—18, 


13. (a) (2 ) (0). 
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15. (a) 201/5!1; (b) (7 ) (0, 


6 
17.6!1; 61! ( ). 





2 
7、: 6\: 
27. ( ) 41 +22( ) 31。 
4 3 
30. 2(51)2 。 
1 1 1 
32.11! (HAT a1 tad at): 


36. (nm 十 1) (zz 十 1)… (十 1) 。 


39. 如 果 拿 走 6 根 非 连续 的 棍 ， 那 么 我 们 就 得 到 方程 zi 十 zz 十 … 十 x; 二 14 的 一 个 整数 解 ， 其 中 zl ，z; 之 0， 
而 对 于 ;一 2，3，…，6， 盖 0。 


41 sx (,) 
(人 +) 


47. 提示 : 使 用 减法 原理 。 首 先 ， 计 数 把 书 放 入 书柜 的 方法 总 数 。 然 后 再 计数 一 层 放 的 书 比 其 他 一 对 隔 板 
放 的 书 多 (因此 该 层 至 少 有 mn 十 1 本 书 ) 的 方法 总 数 。 
54. 3"。 


ss. (3)/ (5). EE 
58. 提示 ， 含 有 5 个 不 同 级 别 的 一 手 牌 的 数目 是 ( 4。 


第 3 章 


2. 参见 D. O. Shklarsky,，N. N. Chentzov, and I M. Yaglom, The USSR Olympiad Problem Book, Free- 
man, San Franclisco，1962，169-171 。 

4. 把 整数 {1，2，…，2n)} 划分 成 数 对 {1，2}，{3，4},…，{2n 一 1]，2n)。 

7. 参见 D. O. Shklarsky，N. N. Chentzov, and I. M. Yaglom, The USSR Olympiad Problem Book, Free- 
man, San Francisco，1962，169-171 。 

8. 当 一 个 整数 被 n 除 时 ， 可 能 的 余数 是 什么 ? 

9. 用 10 个 数 所 能 形成 的 和 的 数目 是 2* 一 1]。 没 有 和 能 够 超过 600。 

14. 45 分 钟 。 

15. 提示 : 考虑 一 个 整数 被 x 除 时 的 余数 。 

18. 把 这 个 正方 形 分 成 4 个 边 长 为 1 的 正方 形 。 

19. (a) 将 该 三 角形 划分 成 4 个 边 长 为 1/2 的 等 边 三 角形 。 

20. 考虑 一 点 和 到 其 他 16 个 点 的 线段 。 其 中 至 少 有 6 条 线段 有 相同 的 颜色 。 

24. G3 

27. 对 于 每 一 集合 A， 考 虑 不 在 A 中 的 元 素 组 成 的 集合 B。 

28. 提示 : 由 十 如 十 … 十 ao 二 1620( 一 20 十 80X20) 时 存在 选择 舞伴 清单 的 方法 。 然 后 利用 平均 方法 (对 于 
i 一 1，2，…，20,， 设 六 是 含有 第 ; 位 女士 的 列表 数 ， 再 求 这 些 数 的 平均 值 ) 证 明和 是 1619 时 不 存在 这 
样 的 安排 。 
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1.35124。 


356 


2. 
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{3， 7， 8) 。 


4. 提示 : 1 不 可 移动 。 


6. (a) 2, 4, 0, 4, 0, 0, 1, 0。 

7. (a) 48165723。 

11. (a) 00111000; (b) 1010101; (c) 01000000。, 

15. (a) {zx4, x2}; (b) {x7, Xs, ZX3, xo) 

16. (a) {zx4, x1}); (b) {zr, xs, Xa, XI, Xo} 

17. 第 150 个 是 {z7， TXT4s 2， Z1)。 

23, (a) 010100111。 

24. (a) 010100010。 

28. 2，3，4，7，8，9 直接 跟 在 2，3，4，6，9，10 之 后 ; 2，3，4，6，8，10 直接 位 于 2，3，4，6，9， 
10 之 前 。 

34. (a) 12…r，12.…(7 一 1) (Cr 十 1)，…，12.…(r 一 1)7。 

36. X 上 的 关系 的 数目 是 2”;， 反射 关系 数 为 2” 。 

41. 提示 : 考虑 传递 性 。 

48. 提示 : 有 些 事情 非常 熟悉 。 

50. 48 。 

第 5 章 


18 
6. —352 ( 。 ); 0。 
5 


7. 2) = + 。 
4=0 \ 天 


8. 提示 ， 2 二 3 一 1。 


9. 


10. 


13. 


15. 
16. 
20. 


23. 


24. 


28. 


29. 


30. 
34. 


37, 


39. 


《一 1)"9"。 

提示 : 考虑 选择 一 队 人 ， 指 定 其 中 某 人 当 队 长 。 
n 十 3 

(,): 

微分 二 项 式 公 式 ， 然 后 用 一 1 代替 z。 


积分 二 项 式 公 式 ， 但 要 注意 积分 常数 。 
为 求 a, 2 和 <， 乘 开 并 比较 系数 。 





241 151 (91)? 
(a) Tor 141° (b 47 51 61° (© 47 sr C9177° 
451 
101 151 201 


提示 : 考虑 有 2 个 男孩 和 7 个 女孩 的 一 个 集合 ， 并 组 成 一 个 大 小 为 n 的 团队 ， 其 中 一 个 男孩 是 领导 。 
(™ 十 mmz 十 ma ) ， 
n 
首先 证 明 大 小 为 6 的 反 链 不 可 能 含有 3 子 集 。 
提示 : 只 有 一 个 子 集 的 链 的 个 数 为 


( wa) (fo DO 
用 1 代替 所 有 的 x;。 


101! 
31 4!1 21° 
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第 6 章 
1. 5334。 
3. 10 000 一 (100 十 21) 十 4 一 9883 。 
4.34。 
7. 456。 
9. 使 用 变量 变换 yj 二 +1 一 1l，yz 一 Xz， ys 王 TT3 一 4，Y4 一 X41 一 2。 
11.8! 一 4X71! 十 6X61 一 4X51 十 41，。 
8 
12. (Up 
15. (a) D;; (b) 7! —D;; (ce) 7! —D;—7XD;, 
16. 提示 : 按照 在 其 自然 位 置 上 的 整数 的 个 数 划分 这 些 排 列 。 


9! 7! 6! 8! 41 6!1 5l 
17. 35741 a (a ata 下 二 下 人) 二 (于 二 本 十 让) 一 31， 


21. Di 二 0 和 D; 一]。 再 使 用 归纳 法 和 D, 的 递 推 关系 。 

24. (b) 6! —12X51 +54X4! —112X31 十 108X2! 一 48 十 8。 

28. 8! 一 32X61 十 288X41 一 768X21 十 384 (32 是 如 下 产生 的 ， 华 法 将 男孩 们 配 成 对 。 使 得 恰 有 一 对 男 
孩 互相 面 对 的 座位 安排 方法 数 可 如 下 得 到 : 可 以 用 4 种 方法 选 出 一 对 ， 选 择 他 们 以 4 种 方式 占据 的 两 
个 座位 ， 然 后 让 他 们 以 两 种 方式 坐 下 ， 得 到 4X4X2 一 32) 。 


91 7!1 ， 61 8、 /461 5 
30, 40 21 (a 31131 21t 31 dt) + (21 tart3r) 31。 586 


32. 提示 : 设 A; 是 1 到 有 之 间 可 以 被 bp; 整除 的 整数 的 集合 。 
36. 答案 是 6， 但 是 用 这 个 方法 来 解决 这 个 问题 很 困难 。 更 容易 的 方法 是 列 出 所 有 的 解 。 


第 7 章 
1. (a) fo; (b) -一 1。 


~ irggl (1l—v5Y 二 个 小 
2. 提示 : 证 明 -全 (二 】 的 绝对 值 小 于 1/2， 


. (a) 太一 -十 太一 2/-: 十 /-:， 再 用 归纳 法 。 
(a) 矿 王 3]-: 十 2/-:， 再 用 归纳 法 。 

， 首 先 对 m 用 归纳 法 证 明 f。+4 二 fo-1 fo 十 ffsr1， 再 令 m 一 mk， 并 根据 对 的 归纳 法 证 明 f 可 以 被 f， 
整除 。 

7. 令 mm 二 gn 十 r。 然 后 ， 通 过 练习 题 6 给 出 的 部 分 解 ，f% 王 fo-1f 十 ff +I。 根据 练习 题 6， 因 为 fo 能 被 
记 整除 ， 所 以 f 和 fi 的 GCD 等 于 fa-1f, 和 ff 的 GCD。 此 时 ， 再 用 计算 GCD 的 标准 算法 〈 兄 10.1 
节 )。 

+ hn =h,1 tT hz 。 

9. hh, =—=2h, 1 二 2h, 2。 

12. 提示 ; 利用 n 二 (x 一 1) 十 1， 并 利用 二 项 式 公式 计算 mw。 


13. Ca) —l—; (qd) er。 
]—ex 











Co 


GD 


Co 


4 


14. (a) 


并 十 并 
Oa; ‘© xe 


15. 从 序列 II 一 2 一 1I 十 z 十 安 十 … 开 始 ， 微 分 ， 乘 以 再 微分 ， 乘 以 z 再 微分 ， 最 后 乘 以 xz。 


1 和 -一 
17. C2 所 以 有 二 n 十 1。 
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19. 提示 : 太一 二 (中 一 四。 

20. 把 h, 写成 关于 的 三 次 多 项 式 。 

22. 1/(1 一 z) 。 

24. (a) (z 十 妇 /31 十 本 /151 te); Cb) (em—l1—zr—r/2! —z/31):; (d) (1 二 z)(1 十 z 十 z2/21) 
(1 十 xz 十 … 十 达 /RTD) 。 


25. 如 果 n 宇 1,， 有 二 47'， ho 一 0。 

T 一 这 2 
27. 提示 :指数 生成 本 数 是 (全 上 一 一 1) er。 
31,2" 2—(—2)" 7。 





32. (nT2)1。 
8_ 2 12 
35. 9 3 nn 十 9 《一 2)"。 


_ n+] 
38. (a) 3"; (¢) Co 


39. 及 二 所 -1 十 hs (nn 之 3) 且 有 如 ==1, hh 二 1,， hs 一 2。 
41. 参考 第 8 章 练习 题 1。 

43. 4"+!—3X2", 

45. 3X2"—n—2。 


48. (a) 如 果 nn 是 偶数 ， 则 一 0， 如 果 n 是 奇数 ， 则 有 王 4" 号; (ec) 向 一 证 (一 3 十 4X3" 一 (一 3)"); 


-14 2 1 /oy 
(e) 名 一 号 3 (na 十 1) 十 可 ( 2)”。 
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1. 设 对 于 2n 个 点 的 方法 数 是 4a,。 选 取 一 个 点 并 称 之 为 P， 则 P 必然 被 连 到 一 点 Q 上， 使 得 在 直线 PQ 的 
两 侧 存在 偶数 个 点 。 这 就 导致 递归 关系 
au 一 doar1 十 aa 十 … 十 ariaoyao 一 1。 
这 与 Catalan 数 满足 的 递 推 关系 相同 (参见 等 式 (8. 7) ) 。 
2. 提示 : 考虑 十 1 和 一 1 的 序列 Ul U2 °° Un 其 中 如 果 ;在 矩阵 的 第 一 行 上 ， 则 取 a; 为 十 1， 如 果 j 在 
矩阵 的 第 二 行 上 ， 则 取 aj 为 一 1。 
5. 扩展 定理 8. 1. 1 的 证 明 。 
n 十 1 n+1 ?十 工 
6. > = 3( 1 )+( > )+4( 3 ) . 
9. 对 & 施 归纳 法 。 
10. 使 用 (”) 是 的 次 多 项 式 的 事实 。 因此， 必须 选取 使 得 6/m! 是 中” 的 系数 的 c。。 
12. (b) Stn，2) 是 将 ">>2 个 元 素 的 集合 分 到 两 个 非 空 可 区 分 的 盒子 中 的 划分 的 个 数 。 存 在 2 一 2 个 分 成 
非 空 可 区 分 的 盒子 的 划分 。 
13. 提示 : 一 个 到 上 函数 的 逆 像 给 出 一 个 分 成 个 非 空 可 区 分 盒子 的 划分 。 
15. 按照 非 空 盒子 的 数目 的 划分 进行 划分 。 
19.(a) stn，1) 与 2 元 素 集合 的 循环 排列 的 个 数 相同 。 
26.(〈a) 12 一 4 十 3 十 2 十 2 十 1。 
第 9 章 


3. 至 少 有 一 个 集合 含有 四 个 以 上 元 素 的 任意 集合 族 。 


练习 题 答 案 与 提示 。 359 


5. 提示 ; 将 这 些 多 米 诺 骨牌 逐 列 垂直 摆 放 ， 除 非 你 不 得 不 水 平 放置 。 
7. 最 大 的 数 是 5。 
8. 不 同 的 SDR 数 是 2 〈 对 于 所 有 的 ”。 


10. 
12. 


18. 


19. 
20. 


21. 


24. 


从 As，…，A。 的 每 一 个 中 删 去 x (如 果 有 的 话 )， 并 证 明 结果 的 mn 一 1 个 集合 满足 配对 条 件 。 

提示 ; 设 黑 方 格 的 数目 等 于 白 方 格 的 数目 。 证 明 在 同一 行 或 在 同一 列 有 两 个 相 邻 的 方 格 ， 使 得 拿 走 它 
们 将 得 到 练习 中 的 类 型 的 棋盘 ， 再 用 归纳 法 完成 证 明 。 

提示 : 一 位 女士 的 第 & 个 选择 是 这 样 的 一 位 男士 ,该 男士 的 第 (n 十 1 一 k) 个 选择 为 该 女士 。 如 果 p 一 
k， 那 么 十 1 一 p>n 十 1 一 k。 

在 两 种 情形 下 ， 我 们 都 得 到 稳定 的 完美 婚姻 Ae>c，Be>d，Cera，De*b。 

因为 ( 玉 一 )/n 二 n 一 1， 所 以 , 在 到 一 * 十 1 次 求婚 后 ， 某 位 女士 已 经 被 拒绝 了 n 一 1 次 ， 而 每 位 男士 至 
少 接收 到 一 次 求婚 。 

提示 : 为 了 能 有 相等 数目 的 男士 和 女士 ， 引 入 一 些 假 想 的 女士 ， 每 个 男士 把 假想 的 女士 放 在 他 的 列表 
的 最 后 。 

提示 : 构造 集合 族 (A; ，A2，…，A, )， 其 中 A, 二 {7 : 天 0}， 然 后 证 明 这 个 集合 族 有 SDR。 
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6. 使 用 练习 题 5 和 4 一 5 二 a 十 (一 b) 的 事实 。 
9. 一 3 一 17， 一 7 王 13， 一 8 一 12， 一 19 一 1。 


10. 
. 4，9 和 15 没有 乘法 逆 元 。 


17'=1, 571=5, 771=7, 117'=11, 





117'=11, 17 7'=17，23 7! 二 23。 


.7 一 ] 和 nn 的 GCD 是 1。 

. (a) GCD=1。 

. 在 Zs 中 ，12 的 乘法 递 元 是 13。 

. (a) PE; Cc) 1 十 这; (e) i 

. 不 存在 : 若是 存在 这 样 一 个 设计 ,就 有 4 二 rk 一 1)/(k 一 1)==80/17。 
. 其 参数 为 5 =v = 二 7, 二 r =4 和 4 二 2。 

. 每 一 个 都 由 另 一 个 通过 用 0 代替 1 和 用 1 代替 0 而 得 到 。 

:A= v。 

- 不 是 。 

. 存在 3 变 元 的 指数 为 1 的 Steiner 系统 ， 再 应 用 一 1 次 定理 10. 3. 2。 
- 互 换行 和 列 不 改变 行 和 列 都 是 置换 的 事实 。 

. 取 一 6，r 一 1 和 + ==5。 

. 应 用 定理 10. 4. 3。 

. 为 了 构造 2 个 9 阶 MOLS， 我 们 可 以 使 用 定理 10. 4. 6 的 证 明 中 的 构造 ， 或 者 使 用 为 了 证 明定 理 10. 4.7 





而 引入 的 乘积 结构 ， 可 以 从 2 个 3 阶 MOLS 开 始 。 为 了 构造 3 个 9 阶 MOLS， 我 们 应 该 首先 从 系数 在 
Z; 中 但 在 Z， 中 没有 根 的 一 个 多 项 式 〈 如 好 十 z 十 2) 开始 构造 一 个 9 阶 域 ， 然 后 应 用 用 于 验证 定理 
10. 4.4 的 结构 。 


. 取 两 个 3 阶 MOLS A 和 A; 与 两 个 5 阶 MOLS B 和 B:， 则 AGOB 和 A690Bs 是 两 个 15 阶 MOLS。 
. 在 B 中 被 1 所 占据 的 A 中 的 n 个 位 置 就 是 个 非 攻击 型 车 的 位 置 。 
- 一 个 完备 化 为 


一 Nw 
> 一 UU OO Vv 
Oo 一 oO 
OD 
ODO 一 a 
[Fd 
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57. 取 一 个 完备 化 ， 另 外 一 个 通过 交换 最 后 两 行 得 到 。 
60. 在 最 后 一 1 行 和 列 中 的 0 的 位 置 使 {1，2，…，n 一 1) 中 的 整数 两 两 成 对 。 因 此 ”一 1 是 偶数 。 
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1. 分 别 为 1，2 和 4 个 。 

3. 否 。 

4. 否 ; 可 以 。 

5. 见 第 3 章 的 练习 题 16。 对 多 重 图 不 成 立 。 

6. 提示 : 尝试 环 。 

7. 提示 : 插入 尽 可 能 多 的 环 。 

8. 提示 ; 对 于 上 个 顶点 的 任意 集合 UU， 有 和 多少 边 至 少 在 U 中 有 它们 的 一 个 顶点 ? 

11. 只 有 第 一 个 图 和 第 三 个 图 是 同 构 的 。 

14, 否 。 

15. 否 。 

19. 连通 性 和 平面 性 都 不 依赖 于 环 或 连接 一 对 顶点 的 多 于 一 条 的 边 存 在 。 

21. 如 果 G 是 连通 的 ， 那 么 肯定 G* 也 是 。 顶 点 x 和 y 必然 在 G 的 相同 的 连通 分 量 中 为 什么 )， 因 此 ， 如 
果 G:* 是 连通 的 ， 那么 G 已然 连通 。 

29. 第 二 个 有 一 条 欧 拉 迹 ， 但 第 一 个 没有 。 

32, 5 。 

39. 提示 : 首先 构造 一 个 5 阶 图 ， 它 有 四 个 项 点 的 度 是 3 而 剩 下 的 顶点 的 度 为 2。 再 用 该 图 的 3 个 拷贝 构造 
所 要 的 图 。 

48. 不 是 ， 但 去 掉 环 是 。 

49. (a) 为 使 {a，5} 是 一 条 边 ， 或 者 c 和 4 都 是 偶数 ， 或 它们 都 是 奇数 。 由 此 得 到 结论 : 
(1 ) 不 是 ; 
(ii )》 不 是 ; 
( 诈 》 否 ; 
(iv) 否 。 

50.4 (得 到 有 6 条 边 的 Ks.;)。 

54. 唯 有 被 排 成 一 条 路 径 的 树 。 

55. 同样 ， 只 有 被 排 成 一 条 路 径 的 树 。 

56. 有 11 个 。 

57. 提示 : 对 nn 施 归纳 法 。 至 少 有 一 个 d; 等 于 1。 

59. 要 是 有 多 于 两 个 树 ， 那 么 把 这 条 边 放 回去 就 不 可 能 构成 连通 图 。 

64. 提示 : 试 一 试 “ 扫 蜗 ”。 

66. 恰好 一 个 。 

68. 图 11-42 分 别 给 出 正方 游戏 、 反 方 游戏 和 先 方 游戏 。 

71. 提示 ， 和 否则 该 边 割 集 能 是 极 小 的 吗 ? 

75. 〈c) 一 棵 BFS 树 是 边 被 排 成 一 条 路 径 ， 其 根 “ 在 路 径 中 间 ” 的 树 。 

76. 《c) 一 棵 DFS 树 是 边 被 排 成 一 条 路 径 ， 其 根 是 这 条 路 径 的 一 个 端点 的 树 。 

78. 提示 ， 考虑 一 个 悬挂 项 点 并 对 二 施 归 纳 法 。 

86. 提示 : 考虑 两 棵 最 小 权 生 成 树 和 最 小 的 2， 其 中 ， 有 一 棵 树 有 一 权 为 p 的 边 ， 而 另 一 棵 树 没 有 。 
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4. 如 果 = 为 奇数 ， 则 C 不 是 二 分 图 ， 而 且 容 易 找 出 一 个 3 着 色 。 
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5. 分 别 为 2，3 和 4。 

8，(a) 通过 应 用 求 色 多 项 式 的 算法 得 到 的 所 有 零 图 至 少 有 一 个 顶点， 从 而 它们 的 色 多 项 式 形 如 &*， 其 中 
p 宇 1。(b) G 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 所 得 到 的 零 图 中 的 一 个 是 1 阶 的 。(c) 为 得 到 "一 1 阶 的 零 图 ， 必 须 收 
缩 一 条 边 而 其 余 的 边 必须 被 删除 。 

9. 使 用 练习 题 8 的 结果 。 

10. 2 一 1。 

12.2 一 1。 

13. 7 一 2。 

15. 提示 : 拿 走 一 条 边 并 得 到 一 个 二 分 图 。 

21. 提示 : 将 这 些 直线 一 次 放 人 一 条 ， 并 使 用 归纳 法 。 

23. 提示 : 考察 不 等 式 〈12. 5) 的 证 明 。 

26. 提示 : 定理 12.2. 2。 

27. 提示 : 考察 定理 12. 2. 2 的 证 明 。 

29. 提示 : 选择 一 条 最 长 的 路 径 zz ，z ，*…，Xx，zzo 可 以 邻接 到 哪些 顶点 上 ? 

33, 提示 : 树 是 二 分 图 。 

37. 2。 

38. | n/3 ]。 

42. 提示 : 如 果 G 是 区 间 图 ， 则 任何 导出 图 都 是 其 中 某 些 区 间 的 图 。 

44. 提示 ; 带 弦 二 分 图 不 能 有 轿 。 

49. 提示 : 假设 有 两 个 不 同 的 完美 匹配 。 

56. min{m, n}。 


57. 提示 ; 设 G 是 非 连通 的 。 关 于 G 的 度 序列 意味 着 什么 ? 593 
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5. 提示 : 在 没有 任何 有 向 图 的 有 向 图 中 ， 必 然 存 在 一 个 顶点 ， 没 有 弧 进入 该 顶点 。 

7. 提示 : 存在 一 条 哈密 顿 路 径 。 

9. 提示 : 一 个 强 连 通 的 竞赛 图 至 少 有 一 个 有 向 圈 。 证 明 ; 有 向 圈 的 长 度 可 以 增加 直到 包含 所 有 的 顶点 。 
11. 提示 : 开 迹 。 

16. 否则 从 分 配 中 分 离 ， 从 而 该 分 配 就 不 是 核心 分 配 。 

18. 验证 6 个 可 能 的 分 配 。 由 这 个 算法 产生 的 核心 分 配 是 每 个 交易 高 得 到 他 排 位 在 最 前 的 物品 的 分 配 。 
19. 否则 ， 他 将 脱离 这 个 分 配 。 
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592 


» 


1 2 3456 1 234556 

Lf°e-(, 5 3 41 3 4 3 6 2 5 路， 

5, 这 个 对 称 群 仅 包含 恒 等 运 动 。 顶 点 对 称 群 仅 包 含 三 个 顶点 的 恒 等 置换 。 

10. 一 个 非 正方 形 的 矩形 的 对 称 群 包括 四 个 运动 : 恒 等 运动 ， 绕 矩形 中 心 的 180" 旋 转 ， 关 于 链接 对 边 中 点 
的 线 的 两 个 反射 。 

13. (a) (R, B, R, B, R, R); (b) (R, R, B, R, R, B). 

14.4(10) 。 

16. 如 果 六 六 一 六 则 大 7 门 =i。 三 的 循环 因子 分 解 仅 包含 1 循环 与 2 循环 。 

18. pt2p +3p +2p. 


22. Pt3p 
.2. 
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23. 


24. 
25. 


26. 


27. 
28. 


31. 
33. 
36. 


45. 


46. 


47. 


53. 


练习 题 答案 与 提示 


(a) 将 两 个 正方 形 标 以 A 与 已 ， 用 颜色 0，1，2，3，4，5，6 对 {A，B} 进行 着 色 ， 则 有 标号 的 多 米 
诺 骨 牌 数 等 于 在 {A，B} 的 两 种 可 能 的 置换 群 G 的 作用 下 {A，B} 的 非 等 价 着 色 数 。 根 据 定 理 


。 _ nn 72 十 7? 
13. 2. 3， 得 不 同 标记 的 多 米 诺 月 牌 数 为 2 一 28。 


(a) 现在 的 置换 群 包含 已 标号 的 4 个 正方 形 的 4 个 置换 ， 答 案 为 王 十 3 兴亡 一 637。 
一 个 正 五 角形 的 三 个 顶点 为 红色 、 两 个 顶点 为 蓝 色 的 着 色 方式 共有 10 种 ， 在 二 面体 群 D; 的 作用 下 ， 
10 十 5 久 2 十 4x0 

非 等 价 的 着 色 数 为 ]0 十 5 当 ? 二 40 一 2。 

35 十 7X3 十 6X0_ 
14 加 

/=[16324]*[5]. 

对 /的 循环 因子 分 解 的 每 一 个 循环 的 元 素 反 序 。 


十 5X 司 十 4Xk 
10 ” 


参考 练习 题 28。 


30 十 5 义 2 十 4X0 
10 


如 果 成 (& 二 1，2，…，n 一 1) 包含 一 个 :循环 ,那么 由 对 称 性 ,At 的 循环 因子 分 解 只 包含 : 循环 ， 这 塌 
味 着 上 是 ”的 一 个 因子 。 由 于 nn 是 一 个 素数 ， 因此 :一 1 或 上 2。 tt 二 1 表明 此 是 恒 等 置 换 ， 所 以 (二 n， 
即 t 是 一 个 n 循环 。 

利用 练习 题 45， 我 们 得 如 士 2XA7 一 Dk 


2n 
置换 群 的 循环 指数 为 


和。 





4。 








zh 十 2zl 于 十 zi 过 


P'; (zi 9 空 2 0) 一 


4 
因此 ， 非 等 价 的 着 色 数 为 
Pe(2,2,…,2) 一 2 士 汪 十 和 一 2 
三 个 旋转 的 群 G 的 循环 指数 为 
Peasz se) = 下士 22 双 
非 等 价 着 色 的 生成 函数 为 





Pebrtbr tb) 一 + 
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cover (覆盖 )，490 
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de Bruijn cycle (de Bruijn 循环 ) ，538 
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depth-first number (深度 优先 数 ) ，441 
depth-first search (深度 优先 搜索 )，442 
derangement 〈 错 位 排列 ) ，124，173 
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second order 《二 阶 差分 序列 )，274 
difference set (差分 集 )，360 
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diagonal of (差分 表 的 对 角 线 )，277，280 
digraph (有 向 图 )，395，505 
arcs of (有 向 图 的 弧 )，505 
complete 完全 有 向 图 )，513 
connected (连通 有 向 图 )，509 
separating set (有 向 图 的 分 离 集 )，522 
strongly connected 〈 强 连通 有 向 图 )，509 
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Dijkstra's algorithm (Dijkstra 算法 )，443 
Dilworth s theorem (Dilworth 定理 )，151 
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Dirichlet drawer principle( 狄 利克 寺 抽 层 原 理 )，69 
distance tree (距离 树 )，443 
division principle (除法 原理 )，31 
dominating set (控制 集 )，482 
domination number (控制 数 )，482 
domino bipartite graph (和 多米诺 骨 上牌 二 分 图 )，423 
domino family (多 米 诺 族 ) ，325 


366 . 索 引 


domino 〈 多 米 诺 骨牌 )，3 
perfect cover by 〈 多 米 诺 上 骨牌 完美 覆盖 )，3， 
212，213 
dual graph of a map (地 图 的 对 偶 图 ) ，461 
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edge-connectivity ( 边 连通 性 ) ，494 
edge-curve 〈 边 曲线 ) ，396 
edge-cut ( 边 割 集 ) ，456 
edge-symmetry group 〈 边 对 称 群 )，547 
edge《 边 )，396 
contraction of ( 边 的 合并 )，470 
multiplicity of ( 边 的 重 数 )，397 
pendent 〈 悬 边 ) ，428 
subdivision of ( 边 的 细 分 )，475 
empty graph 〈 空 图 ) ，462 
equivalence relation (等 价 关 系 )，117 
equivalence class 《等 价 关系 的 等 价 类 )，118 
Euler $ function《 欧 拉 名 晃 数 )，195，201 
Eulers formula〔( 欧 拉 公 式 )，474 
Eulerian trail 〈 欧 拉 迹 )，409，411 
directed (有 向 欧 拉 迹 )，509 
event (事件 )，56 
experiment (试验 ) ，56 


F 


face-symmetry group ( 面 对 称 群 )，547 

factorial (阶乘 )，35 

fault line 〈 断 层 线 ) ，7 

Fibonacci numbers 〈 裴 波 那 契 数 )，209，257 
formula for ( 裴 波 那 契 数 的 公式 )，211，213 

Fibonacci sequence 〈( 著 波 那 契 数列 )，208，209 
recurrence for 〈 裴 波 那 契 数 列 的 递 推 关 系 ) ，209 

field 〈 域 ) ，350，352 
construction of 〈 域 的 构造 ) ，351 

Fischers inequality (Fischer 不 等 式 ) ，358 

floor function (向 下 取 整 立 数 )，140 

flow algorithm ( 流 算法 》，520 

forest (森林 ) ，455 
spanning 《生成 森林 )，456 

fourcolor problem 〈 四 色 问 题 ) ，461 

fundamental theorem of arithmetic (算术 基本 定理 )，30 


G 


Gale-Shapley algorithm (Gale-Shapley 算法 )，332 


GCD (最 大 公 因 数 )，344，347 
algorithm for (GCD 算法 )，344 
general graph (一 般 图 )，397 
loop of (一 般 图 的 环 )，397 
generating function (生成 函数 ) 
exponential (指数 生成 函数 )，222 
ordinary (普通 生成 函数 )，222 
recurrence relation (生成 函数 的 递 推 关系 )，234 
geometrical figure (几何 图 形 》 
symmetry of (几何 图 形 的 对 称 性 )，546 
gerechte design (公平 设计 )，14 
graph 《图 )，395，396 
bipartite (二 分 图 )，419，522 
bipartition of (二 分 图 的 二 分 划 )，419 
complete 《完全 二 分 图 )，421 
left vertice of (二 分 图 的 左 顶 点 )，420 
right vertice of (二 分 图 的 右 顶 点 ) ，420 
bridge of 〈 图 中 的 桥 ) ，416，511 
center of (图 的 中 心 )，459 
chordal ( 蓄 图 ) ，484 
complete (完全 图 )，397 
connected 《连通 图 )，402 
connected component of (图 的 连通 分 量 )、404 
contraction of (图 的 合并 )，476 
cubic 《立方 图 )，454 
cycle ( 圈 图 )，402 
degree sequence of (图 的 度 序列 )，399，401 
diameter of (图 的 直径 )，459 
disconnected 〈 非 连通 图 )，402 
edge of (图 的 边 )，396 
Eulerian 〈 欧 拉 图 )，407 
graceful labeling of 〈 图 的 优美 标号 ) ，459 
conjecture (图 的 优美 标号 推测 )，459 
isomorphic ( 同 构图 )，399，401，404 
isomorphism of (图 的 同 构 )，400 
order of (图 的 阶 )，396 
orientation of 《图 的 定向 )，507 
strongly connected 〈 强 连通 图 的 定向 ) ，510 
path 〈 图 的 路 径 ) ，402 
perfect 〈 完 美 图 ) ，484 
Petersen 《Petersen 图 ) ，502 
planar (平面 图 ) ，398，472，476 
chromatic number of 〈 平 面 图 的 色 数 )，476，477 
blanar representation (图 的 平面 表示 )，398 


radius of (图 的 半径 )，459 
signed 〈 带 符号 图 )，470 
simple (简单 图 )，396 
subgraph of (图 的 子 图 ) ，403 
induced 《导出 子 图 )，403 
spanning (生成 子 图 )，403 
trall 《图 的 迹 ) ，402 
vertex (图 的 顶点 )，396 
walk《 图 的 途径 ) ，401 
GraphBuster (小 鬼 图 》 
Who you gonna call? (你 在 叫 谁 ?)，397 
(Gray code (Gray 码 )，105，124 
cyclic〈 循 环 Gray 码 )，105 
inductive definition (循环 Gray 码 的 递归 定义 )，106 
reflected (反射 Gray 码 )，105 
generating scheme 〈 反 射 Gray 码 的 生成 方案 )， 
107 
greedy algorithm (贪心 算法 ) ，446，465 
group 〈 和 群 ) 
abstract (抽象 群 )，547 
permutation (置换 群 ) ，545 


H 


Hadwigers conjecture (Hadwiger 猜想 )，479 
Hamilton cycle〈 哈 密 顿 轿 )，414 
directed (有 向 哈密 辆 天) ，509 
jiamilton trail (哈密 顿 迹 ) ，415 
Hamiltons puzzle (哈密 顿 游戏 )，414 


I 


incidence matrix (关联 矩阵 ) ，354 
incident (关联 的 )，396 
inclusion-exclusion principle ( 容 斥 原理 )，163，164 
general (一 般 容 斥 原理 )，189 
independence number (独立 数 )，480 
injection 〈 双 射 ) ，190 
integer 〈 整 数 ) 
direction of (整数 的 方向 )，91 
mobile (可 移动 整数 )，91 
integral lattice 〈 整 格 )，301 
horizontal step ( 整 格 的 水 平 步 )，302 
vertical step 〈 整 格 的 垂直 步 )，302 
interval graph (区 间 图 )，485，488 
inverse function 〈 逆 函数 ) ，186 


索 引 ， 367 


left 〈 左 道 函 数 )，186 
right 〈 右 首尔 数 ) ，186 
inversion poset (逆序 列 偏 序 集 ) ，124 


K 


Kenigsberg bridge problem 〈 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 )，406 
Kirkman s schoolgirl problem 《Kirkman 女 学 生 问 
题 )，367 

solution of (Kolution 女 学 生 问 题 的 解 ) ，367 
Knights Tour Problem (跳马 问题 )，424 
Knuth shuffle (Knuth shuffle 方法 )，93 
Kronecker delta function ( 克 罗 内 克 人 函数 )，185 
Kruskal's algorithm (Kruskal 算法 )，446 
Kuratowski's theorem (Kuratowski 定理 )，476 


L 


Latin rectangle (拉丁 矩形 )，385 
completion of (拉丁 矩形 的 完备 化 )，385 
Latin square (拉丁 方 )，12，369 
idempotent 〈 寡 等 拉丁 方 )，24 
orthogonal 〈 正 交 拉 丁 方 )，12，373 
mutually 〈 互 相 正 交 的 拉丁 方 )，374 
semi〈 半 拉丁 方 )，387 
standard form (拉丁 方 的 标准 型 )，370 
symmetrtc〈 对 称 拉丁 方 )，24 
lattice path ( 格 路 径 ) ，305 
diagonal step《〈 格 路 径 的 对 角 步 ) ，305 
Dyck path 〈 格 路 径 的 Dyck 路 径 ) ，319 
HVD (HVD 格 路 径 )，305 
rectangular (和 矩形 格 路 径 )，302 
number of (矩形 格 路径 数 自 )，302 
subdiagonal (下 对 角 线 格 路 径 )，302 
subdiagonal (下 对 角 线 格 路 径 )》 
number of (下 对 角 线 格 路 径 数目 )，306 
lexicographic order (字典 序 )，102，124 
line graph 〈 线 图 )，489 
linear recurrence relation (线性 递 推 关 系 )，228 
characteristic equation of (线性 递 推 关 系 的 特征 
方程 )，232 
characteristic roots of (线性 递 推 关 系 的 特征 根 )，232 
constant coefficient (线性 递 推 关系 的 常 系数 )，229 
general solution of (线性 递 推 关系 的 一 般 解 )，238 
generating function of (线性 递 推 关系 的 生成 函数 )，244 
homogeneous ( 齐 次 线性 递 推 关系 )，229 
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nonhomogeneous 〈 非 齐 次 线性 递 推 关 系 )，245 
linearly ordered set 〈 线 性 有 序 集 )，115 
ljoop 〈 环 )，397 
Lucas number (Lucas 数 ) ，258 


M 


Ma5bius function ( 莫 比 乌 斯 函数 )，186，192 
Ma5bius inversion( 莫 比 乌 斯 反 演 )，183 
Ma5bius inversion formula 〈 葛 比 乌 斯 反 演 公式 )，188 
classical 〈 经 典 的 莫 比 乌 斯 反 演 公式 )，194 
magic cube 〈 约 方 体 ) ，9 
magic sum 〔( 幻 方 体 的 幻 和 )，9 
magic hexagon 〈 约 六 边 形 )，22 
magic square ( 幻 方 )，7 
de la Loubares method ( 幻 方 的 la Loubare 方法 )，8 
magic sum 〈 约 方 的 纪 和 )，7 
majorization 〔( 优 超 )，296 
Marriage Condition (婚姻 条 件 )，326，327 
marriage problem (婚姻 问题 )，326 
matching 〈 匹 配 ) ，488 
1-factor 《匹配 的 1 因子 )，489 
algorithm (匹配 算法 )，529 
breakthrough 《匹配 算法 的 突破 )，529 
nonbreakthrough 《匹配 算法 的 非 突破 )，529 
matching number (匹配 的 匹配 数 )，489 
meets a vertex (匹配 与 顶点 相 负 )，489 
perfect 《完美 匹配 )，489 
max-flow min-cut theorem (最 大 流 最 小 割 集 定 
理 )，519 
max-matching 〈 最 大 匹配 ) ，523，525 
Mengers theorem 《Menger 定理 )，498，522 
minmum connector problem 〈 最 小 连接 问题 )，445 
modular aithmetic〈 模 算术 )，341 
addition mod 2 〈 模 ?加 法 ) ，342 
additive inverse 《加 法 逆 元 )，343 
cancellation rule (消去 法 则 )，350 
multiplication mod n ( 模 nn 乘法 )，342 
multiplicative inverse (乘法 道 元 )，346，348 
MOLS (互相 正 交 的 拉丁 方 )，374 
combining 《组 合 )，377 
Euler conjecture for (MOLS 的 欧 拉 猜测 )，380 
number of (MOLS 个 数 ) ，375-377，379 
multigraph 〈 多 重 图 )，397 
multinomial coefficient 〈 多 项 式 系数 ) ，143 


multinomial theorem 〈 多 项 式 定理 )，145 
multiplication Principle (乘法 原理 )，28 
multiplication scheme 〈 乘 法 方案 )，270 
multiset (多 重 集合 )，32 
combination of (多 重 集合 的 组 合 )，52 
permutation of (多 重 集合 的 排列 )，46 
submultiset of (多 重 集合 的 多 重子 集 )，52 


N 


necklace (项 链 )，556 
network (网 络 )，516 
cut in《 网 络 的 割 集 )，518 
capacity of 〈 网 络 的 割 集 容 量 )，518 
minimal ( 极 小 割 集 )，518 
minimum 〈 最 小 割 集 )，518 
fow in (网 络 流 )，516 
maximum (最 大 流 )，518 
value of ( 流 的 值 )，518 
source of (网 络 的 源 )，516 
target of 〈 网 络 的 目标 )，516 
network flow (网 络 流 )，516 
Newtons binomial theorem (和 牛顿 二 项 式 定理 )， 
146，216，234 
Nim，17 
balanced game (Nim 平衡 游戏 )，19 
unbalance game (Nim 非 平衡 游戏 )，19 
winning strategy 《Nim 获胜 策略 ) ，17 
node ( 结 点 )，396 
null graph 〈 零 图 ) ，462，463 
number sequence (数列 )，206 
arithmetic (算术 数列 )，206 
general term (数列 的 通 项 ) ，296 
generating function 《数列 的 生成 函数 ) ，215 
binomial coefficient 《数列 生成 函数 的 二 项 式 系 
数 )，216 
geometric (几何 数列 )，206 
partial sum 《数列 的 部 分 和 ) ，207 
arithmetic (算术 数列 的 部 分 和 )，207 
geometric 《几何 数列 的 部 分 和 )，207 


O 


officers problem (军官 问题 )，11 
Ore property 《Ore 性 质 )，417 


P 


Pelya's theorem (Palya 定理 )，570 
parallel postujate (平行 公设 )，383 
partial order 〈 偏 序 ) ，114 
strict (严格 偏 序 )，114 
total order (全 序 )，114 
partially ordered set (poset) ( 偏 序 集 )，114 
antichain of 〈 偏 序 集 的 反 链 ) ，141 
comparable element 〈 偏 序 集 的 可 比 元 素 )，114 
cover relation〈 偏 序 集 的 覆盖 关系 )，115 
diagram of ( 偏 序 集 的 图 示 )，115 
dimension of ( 偏 序 集 的 维 数 )，124 
direct product of ( 偏 序 集 的 直 积 )，122，192 
extension 〈 偏 序 集 的 扩展 ) 
linear 〈 偏 序 集 的 线性 扩展 )，124，297 
incomparable element 〈 偏 序 集 的 不 可 比 元 素 )，114 
maximal element 〈 偏 序 集 的 极 大 元 ) ，150 
minimal element ( 偏 序 集 的 极 小 元 ;，114，150 
smallest element 〈 偏 序 集 的 最 小 元 ) ，188 
partition (划分 )，27，48，118，285，287 
refinement of 《划分 的 加 细 )，123 
partition of an integer (整数 的 分 拆 )，291 
conjugate of 〈 整 数 分 拆 的 共 恩 ) ，293 
Ferrers diagram of (整数 分 拆 的 Ferrers 图 示 )，292 
lexicographic order 〈 整 数 分 拆 的 字典 序 )，296 
majorization (整数 分 拆 的 优 超 )》 
linear extension (整数 分 拆 优 超 的 线性 扩 
展 ) ，297 
self-conjugate (整数 分 拆 的 自 共 斩 )，293 
partition sequence (分 拆 序 列 )，292 
Pascals formula 〔 帕 斯 卡 公 式 )，44，137 
Pascaks triangle 《帕斯卡 三 角形 )，128，133，213 
path 〈 路 径 )，402，508 
Hamilton 〈 哈 密 顿 路 径 ) ，509 
in agraph 《图 中 的 路 径 ) 
alternating (图 中 的 交错 路 径 )，524，525 
perfect cover (完美 覆盖 ) 
domino 〈 多 米 诺 骨 牌 完 美 覆盖 )，321 
perfect graph 〈 完 美 图 ) ，484，487 
permanent 《不 变 式 )，191 
permutation 〈 排 列 ， 轩 换 )，33，35，46，542 
circular (循环 排列 ) ，39，196 
composition of (置换 的 合成 ) ，543 
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associative law for 〈 置 换 合 成 的 结合 律 ) ，543 
closure law (置换 的 封闭 法 则 )，545 
identity law ( 恒 等 置换 法 则 )，545 
inverse law〈 逆 置换 法 则 )，545 
cycle 《循环 置换 )，560 
cycle factorization of (循环 先 换 的 循环 因子 分 
解 )，560 
number of cycjes of (循环 惫 换 的 循环 因子 分 解 
的 循环 个 数 )，563 
disorder of (排列 的 无 序 )，93 
even 〈 偶 排列 ) ，97 
generation scheme 《排列 的 生成 方案 ) ，87 
identity《 恒 等 置换 ) ，544 
inversion of 〈 逆 置换 ) ，93，221 
inversion sequence 〈 北 序列 ) ，93 
linear (线性 排列 )，38 
odd ( 奇 排列 ) ，97 
with forbidden positions 〈 带 有 禁止 位 置 的 排列 )， 
177，180 
relative 《有 相对 禁止 位 置 的 排列 )，181 
pigeonhole principle 〈 钢 巢 原 理 ) ，69 
simple form ( 鲁 巢 原理 的 简单 形式 })，69 
strong form( 铝 巢 原 理 的 加 强 版 )，73 
plane-graph 《平面 图 )，398，472 
polygonal region (多 边 形 区 域 )，253，273，314 
corners (vertex) 《多 边 形 区 域 的 隅 点 (顶点 ))，253 
diagonal of (多 边 形 区 域 的 对 角 线 ) ，253 
dissection of (多 边 形 区 域 的 前 分 ) ，314 
number of (多 边 形 区 域 的 剖 分 数 )，314 
side 〈 多 边 形 区 域 的 边 )，253 
preferential ranking matrix (优先 排名 和 矩阵) ，331，332 
Prims algorithm 《Prim 算法 ) ，448 
probability 〈 概 率 ) ，56 
proper subset (真子 集 )，114 
pseudo-Catalan number (所 Catalan 数 )，270 
pseudo-Catalan sequence〔( 拟 Catalan 序列 ) 
recurrence relation for( 拟 Catalan 序列 的 递 推 关 
系 )，270 
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queen graph (皇后 图 )，481 
queen problem 〈 皇 后 问题 )，481 


及 


Ramsey number (Ramsey 数 )，79，82 
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table for (Ramesy 数 的 表 ) ，80 
Ramsey's theorem (Ramsey 定理 )，77 
rank array (军衔 矩阵 )，11 
recurrence relation ( 递 推 关系 )，16 
regiment array 《军团 和 矩阵 )，11 
relation 〈 尖 系 )，113 
antisymmetric (反对 称 关 系 )，113 
equivalence 〈 等 价 关 系 ) ，117 
intersection of (关系 的 交 )，122 
irreflexive ( 反 自 反 关 系 )，113 
reflexive 〈 自 反 关 系 )，113，552 
symmetric 〈 对 称 关系 )，11，552 
transitive 《传递 关系 )，113，552 
relatively prime integer ( 互 索 整数 )，72，348 
repetition number (重复 数 )，33 
rook (车 )，49 
indistinguishable (没有 区 别 车 )，50 
nonattacking 〈 非 进攻 型 车 )，49，178，180， 
189，321，331，387 


S 


sample space 〈 样 本 空间 ) ，56 
SBIBD (对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 )，359 
scheduling problem (调度 问题 )，464 
Schroder number (Schr6der 数 ) 
large (大 Schr6der 数 ) ，308 
generating function for (大 Schr6der 数 的 生成 
肾 数 )，312 
small (小 Schr6der 数 )，308，310，314 
generation function for (小 Schrsder 数 的 生成 
函数 )，310 
Schroeder path 〈Schr6der 路 径 ) ，308 
selection 〈 选 择 )，32 
ordered (有 序 选 择 )，32 
unordered (无 序 选择 )，32 
semi-Latin square 〈 半 拉丁 方 )，387 
completion of 〈 半 拉丁 方 的 完备 化 ) ，387 
sequence 〈 序 列 ， 数 列 ) ，76 
decreasing 《递减 序列 ) ，76 
increasing 《递增 序列 )，76 
subsequence 〈 子 序列 )，76 
Shannon switching game (Shannon 开关 游戏 ) ，432 
negative game (反方 游戏 )，433 
negative Player (反方 选手 )，432 


neutral game 〈 先 方 游戏 ) ，433 
positive game (正方 游戏 )，433 
positive player (正方 选手 )，432 
winning strategy for (获胜 策略 ) ，435 
Shoebox principle ( 鞋 盒 原理 ) ，69 
shortest-route problem 〈 最 短路 径 问 题 ) ，14 
size of a set (集合 大 小 )，28 
Sperners theorem 《Sperner 定理 )，141 
star ( 星 )，426 
Steiner triple system (Steiner 三 元 系 )，363 
resolvability class of (Steiner 三 元 系 的 可 解 类 ) ，367 
resolvable 〈 可 解 的 Steiner 三 元 系 )，367 
Stirling number (Stirling 数 ) 
first kind (第 一 类 Stirling 数 ) ，288 
recurrence relation for (第 一 类 Stirling 数 的 递 
推 关系 )，289 
second kind (第 二 类 Stirling 数 )，282 
formula for (第 二 类 Stirling 数 的 公式 )，287 
Pascal-like triangle (第 二 类 Stirling 数 的 类 帕 
斯 卡 三 角形 )，284，287 
recurrence relation (第 二 类 Stirling 数 的 递 推 
关系 )，283 
Stirling's formula (Stirling 公式 ) ，87 
subset 〈 子 集 ) 
generating schemes (〈 子 集 生 成 方案 ) ，109 
lexicographic order 〈 子 集 的 字典 序 ) ，109 
squashed order of 〈 子 集 的 压缩 序 ) ，102 
substraction principle (减法 原理 )，30 
Sudoku ( 数 独 >，13 
surjection 〈 满 射 ) ，190 
symmetric chain partition 《对 称 链 划 分 )，153 
symmetric group (对 称 群 )，545 
system of distinct representative (SDR， 相 异 代表 
系 )，322，327 


T 


ternary numeral (三 进 制 数 )，46 

tetrahedral number (四 面体 数 )，129 

tetromino 《四 格 拼 板 )，24 

tiling( 羡 瓦 )，3 

total order (全 序 )，114 

tournament 《竞赛 图 )，507 
Hamilton path 《竞赛 图 的 哈密 顿 路 径 )，510 
transitive (可 传递 竞赛 图 )，507 


索 引 .， 371 


Tower of Hanoi puzzle 〈 汉 诺 塔 难题 ) ，245 vertex point 〈 顶 点 点 ) ，396 
trading problem (交易 问题 )，511 vertex (顶点 )，396 
trall ( 迹 )，402 adjacent (邻接 顶点 }，396 
directed (有 向 迹 )，508 degree of (顶点 的 度 )，399 
Eulerian《 欧 拉 迹 )，509 distance between (顶点 之 间 的 距离 )，402 
traveling salesperson problem (旅行 商 问题 )，419 indegrees of 〈 顶 点 的 人 度 ) ，506 
tree 〈 树 ) ，426 independent (独立 顶点 ) ，480 
chromatic polynomial of ( 树 的 色 多 项 式 )，468 outdegree of (顶点 的 出 度 )，506 
growing of 〈 树 的 构造 ) ，429 pendent 〈 虹 挂 顶点 ) ，428 
spanning〈 生 成 树 ) ，429，438 
breadthrfirst (广度 优先 生成 树 )，439 W 
depth-first 《深度 优先 生成 树 )，44 walk (途径 )，401 
triangular number (三 角形 数 )，129 closed 《 闭 途 径 )，402 
U directed (有 向 途径 )，508 
closed ( 闭 有 向 途径 )，508 
underlying graph (基础 图 ) ，507 initial vertex of 〈 闭 有 向 途径 的 起 始 顶 点 )，508 
unimodal sequence 〈 单 峰 序 列 ) ，139 open《 开 有 向 途径 )，508 
universal set〈 泛 集 )，30 terminal vertex of (有 向 途径 的 终止 顶点 )，508 


open 〈 开 途径 ) ，402 
who you gonna call? 〈 你 在 叫 谁 ?) 
Vandermonde convolution 〈 范 德 蒙 卷 积 ) ，136 GraphBuster (小 和 鬼 图 )，397 
Vandermonder matrix〈 范 德 蒙 矩阵 ) ，232 
determinant of ( 范 德 蒙 行列 式 ) ，232 
vertex-coloring (顶点 着 色 ) ，462 zeta function (tt 晒 数 ) ，185 
vertex-connectivity 〈 顶 点 连通 性 )，494 2zoo graph (动物园 图 )，481 
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